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 14/9/1401تاریخ پذیرش مقاله:        01/07/1400تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده 

مسائل در  باشد که در مدلیک معادله دیفرانسیل خطی مرتبه دوم میمعادله دیفرانسیل متیو   از  بندی بسیاری 

بندی  های مسطح به شکل معادله دیفرانسیل متیو مدلشود. بسیاری از نوسانگرریاضی کاربردی و مهندسی ظاهر می

های انتقال و رفتار پایداری جواب است. در این  شوند. یکی از مهمترین مطالعات در معادله متیو بررسی منحنیمی

مقاله معادله دیفرانسیل متیوی خطی با دو مشتق کسری از نوع کاپوتو مطالعه شده است. در صفحه پارامترهای  

کنند با استفاده از روش موازنه هارمونیک  های انتقال که مرز ناحیه پایداری و ناپایداری را از هم جدا میمعادله منحنی

ناپایداری ترسیم شده است. در مورد پیدا کردن مقدار  اند. نمودار  تقریب شده  تغییرات پارامترها جهت رسیدن به 

به بیشترین دامنه جهت شروع ناپایداری بحث شده است. نتایج نشان   بهینه مرتبه مشتقات کسری برای رسیدن 

دهد که اگر مشتقات معادله دیفرانسیل متیو را به مشتق مرتبه صحیح تبدیل کنیم، معادلات حاصل از این روش  می

 با نتایج بدست آمده در سایر متون منطبق است. 
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 مقدمه -1

اولین بار توسط  باشد که  معادله متیو یک معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه دو خطی همگن با ضرایب متناوب می

   ( معرفی شد. شکل استاندارد معادله متیو بصورت زیر است.1868لئونارد متیو )

 

( )'' coscos 0,x t x+ + =                                   )1(  

 

شوند. این معادله در مسائل پارامتر مشخصه معادله متیو نامیده میبه ترتیب عدد و   و    که در آن ثابت های  

های  مختلفی از فیزیک، مهندسی و صنعت از جمله در ثبات کشتی های شناور و قطارهای راه آهن، حرکت ذره

 [. 6-1شود ]های اینرسی و بسیاری از مسائل دیگر ظاهر میهای الکترومغناطیسی پاول، نظریه سنسورباردار در تله 

اری  یجواب معادله دیفرانسیل متیو رفتار بسیاری از مسائل فیزیکی را مشخص می کند و به همین دلیل موضوع بس 

[ اشاره کرد. در بسیاری از مسائل متناظر 17-7توان به ] از مقالات در متون مختلف علمی است که از آن جمله می

با معادله دیفرانسیل متیو، مسئله اساسی تعیین شرایطی است که تحت آن شرایط جواب معادله متیو با گذشت زمان 

کراندار باقی بماند و یا اینکه بصورت بیکران رشد کند. جواب این سوال توسط نمودارهایی در صفحه   −    داده

را منحنی  شودمی آنها  انتقال میکه اصطلاحاً  ها صفحه  نامند. این منحنیهای  −   با ناحیه متناظر  به دو  را 

 کنند.  ( تقسیم می U( و ناپایداری )  Sپایداری ) 

نمودرا منحنی های انتقال با روش های ریاضی مختلفی قابل محاسبه هستند که از آن جمله به روش های لیاپانف،  

 توان اشاره کرد. تبدیلات فلوکت، روش موازنه هارمونیک و تکنیک آشفتگی می

( معادله  اگر  1در   )0 می= بدست  هارمونیک  ساده  نوسانگر  با ،  است  برابر  نوسانگر  این  طبیعی  فرکانس  آید. 

0w = 0تعادل خود    . این نوسانگر در اطراف نقطهx 0دهد. در صورتیکه های آزاد را انجام می، نوسان= 

های انتقال در صفحه  تواند کراندار )پایدار( یا بیکران )ناپایدار( باشد که توسط منحنیها می، نوسان −   ترسیم

 شود. می

 

 
 منحني های انتقال و نواحي پايداری و ناپايداری معادله متیوی استانداردنمودار  1شکل 

 



                                                                                 های انتقال معادله دیفرانسیل متیو با دو مشتق کسریتقریب منحنی 
 

   

در صفحه   [ نشان داده شده است که روی محور  1در مرجع ] − در نقاط ،
2

4

n
 n,1,2,3برای = = 

انتقال شروع میمنحنیهای   زبانه شوند و صفحه  های  −کنند  را به دو ناحیه پایداری و ناپایداری تقسیم می

   را ببینید(. 1)شکل  

زبانه ای که به ازای  
1

4
 شود دارای اهمیت زیادی است. با استفاده از روش آشفتگی معادله منحنی  شروع می  =

 [ بصورت زیر بدست آمده است.  1( در ]1انتقال معادله متیوی ) 
 

( )2 31 1 1
.

4 2 8
O   =  − +                                   )2(  

 

همچنین یک زبانه دیگر وجود دارد که از مبدا مختصات در صفحه   −  [ بصورت 1شود و معادله آن در ]رسم می

 است. زیر بدست آمده 

 

( )2 4 61 7
.

2 32
O   = − + +                                   )3(  

 

 آید. با افزودن عامل میرایی، معادله متیوی میرای زیر بدست می

 

( )'' ' cos 0.x cx t x + + + =                                   )4(  

 

0cبا اضافه شده عامل میرایی )   ها از محور  ( در معادله متیوی میرا، زبانه شوند و یک نقطه مینیمم  جدا می

آید. منحنی انتقال زبانه ای که نزدیک نقطه برای شروع ناپایداری در جواب پیش می
1

4
 باشد بصورت زیر  می  =

 [. 1محاسبه شده است ]

 

( )2 2 31 1
.

4 2
c O  =  − +                                   )5(  

 

 را در این خصوص ببینید. 2شکل  

 شود. با اضافه شدن مشتق کسری به معادله متیو، معادله متیوی کسری زیر حاصل می

 

( )'' cos 0.x cD x t x  + + + =                                   )6(  

 

Dکه در آن   x   0نشان دهنده مشتق کسری کاپوتو از مرتبه α 1   [  9[. در ]20-18باشد ]می 
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1nنمودار منحني های انتقال )  2شکل   .cمختلف   مقادير ازای  ( معادله متیوی میرا به =

 

 

 
1nنمودار منحني های انتقال )  3شکل   (0.1cمختلف   ( معادله متیوی کسری به ازای مقادير  = = ) 

 

معادله منحنی انتقال متناظر با زبانه  
1

δ
4

 با استفاده از روش موازنه هارمونیک بصورت زیر بدست آمده است.  =

 

2 2 2 2 2

1

1
coscos

4 2 2

2 4 sin sin
2 .

2

c

c












+

= −

−



                                  )7(  

 

α (  7اگر در رابطه ) رسیم.  ( برای معادله متیوی میرا با مشتق صحیح می5معادله انتقال )قرار داده شود به   =1

 دهد.نشان می αنمودار منحنی های انتقال معادله متیوی کسری را برای مقادیر مختلف   3شکل  
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( بصورت زیر محاسبه شده  6گذرد برای معادله )ای که از مبدا می[ معادله منحنی انتقال متناظر با زبانه9در مرجع ]

 است. 

( )

( )
( )

2

2 2

2 3

1

2 4 2

4 1 2 0,

Kc

c Kc

Kc



 

 

−

+ − + −

+ − − =

                                  )8(  

 

که در آن
απ

cos
2

K  دهد.نشان می αنمودار این منحنی انتقال را برای مقادیر مختلف    4. شکل =

 

 
0nنمودار منحني های انتقال ) 4شکل   (0.5cمختلف   ( معادله متیوی کسری به ازای مقادير  = = ) 

 

 معادله متیو با دو مشتق کسری  -2

 گیریم  در این بخش معادله متیوی کسری زیر را در نظر می

 

( )cos 0.D x cD x t x   + + + =                                   )9(  

 

1که در آن   β 2      0و α 1     .D x  و  D x    هم نشان دهنده مشتقات کسریx    کاپوتو  در مفهوم

آوریم. با  ( بدست می9های انتقال را برای )هستند. در این بخش با استفاده از روش موازنه هارمونیک معادله منحنی

وجود دارد.   2و      ( با دوره تناوب  9های متناوبی برای ) دانیم که روی منحنی انتقال جواباستفاده از قضیه می

1nبنابراین برای بدست آوردن تقریبی برای منحنی انتقال متناظر با   ( را بصورت بسط سری  9، جواب معادله )=

 گیریمفوریه زیر در نظر می

( ) cos sin
2 2

t t
x t A B= + +                                   )10(  

 

Dدر اینجا   x   1را برای β 2   کنیم. با استفاده از تعریف مشتق کسری داریم محاسبه می 
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( )

( )
( ) ( )

( )
( )

1

0

1

0

1
''

Γ 2

1
''

Γ 2

t

t

D x t

t v x v dv

v x t v dv











−

−

= −
−

= −
−





                                  )11(  

 

 ( داریم 11( و جایگذاری در ) 10با محاسبه مشتق دوم از ) 
 

( )
( )

1

0

1

Γ 2

cos sin
4 2 4 2

t

D x t v

A t v B t v
dv

 



−=
−

− − 
 − − 
 



                                  )12(  

 
 با استفاده از اتحاد های مثلثاتی زیر

 

                                   
cos cos cos sin sin

2 2 2 2 2

sin sin cos cos sin
2 2 2 2 2

t v t v t v

t v t v t v

−
= +

−
= −

  

 

,با فرض  2
2

v
w dv dw=    داریم  =

 

(13                            )

( )
( )

( ) ( )

1

2 Γ 2

cos sin
2 2

c s s c

D x t

t t
AI BI AI BI



 
= −

−

 
 − + + 
 

  

 

 که در آن

 

2
1

0

cos

t

cI w wdw−=                                               
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2
1

0

sin

t

sI w wdw−=                                               

 

tبه فرم بسته قابل حل نیستند ولی برای    tهای فوق برای مقدار دلخواه  هر چند که انتگرال →    حد آنها با

 [.9شود ]استفاده از تبدیل لاپلاس بصورت زیر محاسبه می

 

( )

( )

1

0

1

0

cos

Γ 2 cos ,
2

sin

Γ 2 sin .
2

c

s

I w wdw

I w wdw













−



−

=

= − −

=

= −





                                  )14(  

 

D( فرمول مشتق کسری  14( و ) 13از ) tبنابراین برای مقادیر بزرگ  x   را بصورت زیر داریم 

 

(15                                 )
  

( )

1
cos cos sin

2 2 2 2

1
sin sin cos

2 2 2 2

D x t

t
A B

t
A B







 

 

=

 
− − − 

 

 
− − 

 

  

 

Dبدون وارد شدن به جزئیات بطور مشابه برای   x[ 9] داریم 

 

(16                                 )
      

( )

1
cos sin cos

2 2 2 2

1
sin sin cos

2 2 2 2

D x t

t
B A

t
A B







 

 

=

 
+ 

 

 
+ − + 
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کردن  گیری و مرتب های مثلثاتی و با فاکتور( با استفاده از اتحاد9( در معادله ) 16( و )15(، )10حال با جاگذاری )

های تشدید فرکانس  عبارت فوق و با صرفنظر کردن از عامل
3t

cos
2

و    
3t

sin
2

و مساوی صفر قرار دادن ضرایب     

3t
cos

2
و  

3t
sin

2
 رسیم. به دستگاه دو معادله دو مجهولی زیر می 

 

(17                                  )

1
cos cos

2 2 2 2 2

1
sin sin 0

2 2 2 2

1
sin sin

2 2 2 2

1
cos cos 0

2 2 2 2 2

c
A

c
B

c
A

c
B

 

 

 

 

 


 

 

 


 
+ + + 

 
  

+ + =  
  

  − −  


 + − + + =   

  

 

باید دترمینان ضرایب برابر صفر شود که با مرتب کردن آن بر حسب    Bو    Aبرای وجود جواب غیر بدیهی برای  

 رسیم. به معادله درجه دوم زیر می 

 

(18                                 )
   

2

2

2 2

1
2 cos cos

2 2 2 2

1
cos cos

2 2 2 2

1
sin sin 0

2 2 2 2 4

c

c

c

 

 

 

 
 

 

  

 
+ + 

 

 
+ + 
 

 
+ + − = 
 

  

 

 آینددر نتیجه ریشه های این معادله به شکل زیر بدست می

 

(19                                 )
      22

1
cos cos

2 2 2 2

1
sin sin

4 2 2 2 2

c

c

 

 

 


  

 
= − + 

 

 
 − + 

 

  

 

1n( است که به ازای 9این معادله، منحنی انتقال پایداری معادله دیفرانسیل متیوی کسری )  است.  محاسبه شده  =

1دهیم  برای تست درستی محاسبات قرار می 2و  =  آید در اینصورت منحنی انتقال به شکل زیر در می =

 



                                                                                 های انتقال معادله دیفرانسیل متیو با دو مشتق کسریتقریب منحنی 
 

   

2 21 1
,

4 2
c =  −                                                             

 

و    5( بدست آمده است. در شکل های 5رابطه )( در  4که همان منحنی انتقالی است که برای معادله متیوی میرای )

 ایم. ترسیم کرده  و   ( را برای مقادیر مختلف  19های انتقال )  نمودار منحنی 6

 

 
1nنمودار منحني های انتقال )   5شکل  ) مختلف   کسری به ازای مقادير( معادله متیو با دو مشتق = 0.1, 1)c = = 

 

 

0nبرای بدست آوردن تقریبی از منحنی انتقال   که از مبدا مختصات در صفحه  = − کند، با تقریب عبور می 

 

( ) cos sinx t G A t B t= + + +                                   )20(  

 

)کنیم. ابتدا مشتق کسری  شروع می )D x t  کنیم را بصورت زیر محاسبه می 

 

 
1nنمودار منحني های انتقال )   6شکل   )مختلف   مقادير( معادله متیو با دو مشتق کسری به ازای = 0.2, 2)c = = 
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( ) ( )
( )

cos –

sin –

c s

s c

I ID x t t A B

t A IBI

 = +

+ −
                                  )21(  

 

که در آن  
cI    و

sI  ( معرفی شدند. با جا14در رابطه )سازی داریم ( و ساده21( در ) 14گذاری از رابطه ) ی 

 

(22                                  )
( ) cos cos sin

2 2

sin – sin cos
2 2

D x t t A B

t A B

  

 

 
= + 

 

 
+ + 

 

  

 

)به همین ترتیب مشتق کسری  )D x t شود. هم به شکل زیر محاسبه می 

 

(32                                  )
( ) cos cos sin

2 2

sin – sin cos
2 2

D x t t A B

t A B

  

 

 
= + 

 

 
+ + 

 

  

 

sin( و حذف عوامل  9( در معادله )23( و )22(، ) 20گذاری )یبا جا 2t    وcos 2t   سازی به یک  و همچنین ساده

 رسیم. بصورت زیر می Gو   A ،Bدستگاه سه معادله سه مجهولی از مجهول های  

 

(42                                  )

1
0,

2

cos cos
2 2

sin sin 0,
2 2

sin sin
2 2

cos cos 0,
2 2

A G

c A

c B G

c A

c B



 


 

 

 



+ =


  + +  


 
+ + + = 
 

  
− +  
 

  
+ + + =  
 

  

 

( باید دترمینان ضرایب برابر صفر باشد. پس از تشکیل دترمینان ضرایب  24برای وجود جواب غیر صفر برای دستگاه ) 

 رسیم. به یک معادله درجه سوم به شکل زیر می و ساده سازی آن بر حسب  
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(25                                  )

( )

( )
( )

2

2 1

2 2

2 1 2 1

2 3

2 1

2 2 4 4

4 4 2 0.

K cK

c cK K cS S

K cK



 

 

+ +

− − − −

+ − − − =

  

 

1که در آن  

απ
cos

2
K = ،2

βπ
cos

2
K = ،1

απ
sin

2
S 2و   =

βπ
sin

2
S = . 

نمودار    6و    5های   کند. در شکلمختصات عبور می باشد که از مبدا  ( می9( منحنی انتقال معادله متیوی )25معادله )

2است. با فرض  رسم شده  و    مختلف   این منحنی برای مقادیر ( تبدیل  8( به معادله )25، معادله )  =

  8و    7باشد. در شکل های  ( با یک مشتق کسری می6معادله متیوی )شود که همان منحنی انتقال متناظر با  می

0nهای انتقال ) نمودار منحنی  ترسیم شده است. و  ( برای مقادیر مختلف  =
 

1nهای انتقال برای منحنی مرتبه مشتقات کسری،   و    کنیم که تغییر در مقدار(، مشاهده می19در معادله )  =

توان از نظر کمترین مقدار  های انتقال را میدهد. منحنیشکل و موقعیت منحنی های انتقال را تحت تاثیر قرار می

  شود مورد بررسی قرارد داد. برای  که باعث ایجاد ناپایداری می    و داده شده کمترین مقدار   را باmin 

مشتق گرفته و نقطه مینیمم را برای    ( نسبت به  19، از معادله )minدهیم. برای بدست آوردن مقدار  نشان می

 کنیم. با مساوی صفر قرار دادن مشتق بصورت زیر محاسبه می 

 

min

1
2 sin sin .

2 2 2 2

c
 

 


 
= + 

 
                                  )26(  

 

 
0nنمودار منحني های انتقال )    7شکل  ) مختلف   ( معادله متیو با دو مشتق کسری به ازای مقادير= 0.5, 2)c = = 
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0nنمودار منحني های انتقال )  8شکل   ) مختلف   ( معادله متیو با دو مشتق کسری به ازای مقادير= 0.5, 1)c = = 

 

افتد که مقدار  ایم. بیشترین تاثیر زمانی اتفاق میرسم کرده  و      را بعنوان توابعی از   ϵminنمودار    9در شکل  

min    0در دامنه تغییرات α 1     1و β 2    بیشترین مقدار را داشته باشد. اگر این مقدار به ازای مقادیر
*α   و*β    بدست آید، برای پیدا کردن مقادیر*α   و*β  ازmin ( نسبه به26در معادله )  و ته فمشتق گر

 آید. دهیم. نتیجه بصورت زیر بدست میو مساوی صفر قرار می

 

(72                                  )

* 1

* 1

2
tan 0.735439

2ln 2

2
tan 0.735439

2ln 2











−

−

= 

= 

  

 

 

 

 
نمودار   9 شکل   − 0.2cبرای   − = 
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0.2cو نقاط ماکزيمم که با نقطه پر رنگ نمايش داده شده اند )   minنمودار   10شکل = ) 

 

برای   1نزدیک به   βگیریم که برای مقادیر  نتیجه می 9قرار ندارد با توجه به شکل  βدر دامنه تغییرات   β*چون  

min    نمودار   10شود. در شکل  مقادیر بیشتری حاصل میmin   و نقاط ماکزیمم را به ازای مقادیر مختلفβ    رسم

 ایم. کرده 

)با   βو مقادیر دلخواه  α*را برای   minاگر مقدار متناظر   )*

min β  توان  ( می26گذاری در )ینشان دهیم، با جا

c مقادیر بهینه را برای   بصورت زیر بدست آورد.  βو چند مقدار متفاوت  =0.2

 

( )

( )

( )

*

min

*

min

*

min

1.5 0.719805,

1.7 0.499269,

2 0.219805.







=

=

=

                                  )28(  

 

 بحث و نتیجه گیری-3

های  مشتق کسری از نوع کاپوتو مورد مطالعه قرار گرفت. منحنیدر این تحقیق معادله دیفرانسیل کسری متیو با دو  

کنند برای این معادله با استفاده از روش موازنه هارمونیک انتقال که مرز ناحیه پایداری و ناپایداری را از هم جدا می

تقریب شدند. نتایج حاصل برای مشتقات مرتبه صحیح بر نتایج متون قبلی منطبق است. برای هر مرتبه از مشتق 

را پیدا کردیم. همچنین مقدار بهینه   شودکسری کمترین دامنه پارامتر معادله را که ناپایداری به ازای آن شروع می

برای مرتبه مشتقات نسبی پیدا کردیم که باعث ایجاد بالاترین دامنه پارامتر مسئله و در نتیجه افزایش دامنه شروع  

 شود. ناپایداری می
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