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 مقدمه - 1

در ابتدا مفاهیم فضاي نرم دار، نزدیکترین نقاط و 

 کنیم. دورترین نقاط را در فضاهاي نرم دار بیان می

  

تعریف شده بر  .تابع حقیقی مثبت -1-1تعریف 

سه خاصیت را نرم نامیم، اگر در  Xفضاي برداري 

  زیر صدق کند:

اگر و 0x، وXx،0xآ) به ازاي هر

 ؛0xفقط اگر

R،xxو  Xxب) به ازاي هر  ؛  

Xyxپ) به ازاي هر  ,،yxyx  

  (نامساوي مثلث).

اگر خاصیت اول از تعریف نُرم را حذف کنیم، تابع 

 گوییم. نرم می آید که به آن نیم جدیدي به دست می

نامیم.  دار می فضاي مجهز به نرم را فضاي برداري نرم

),.(فرض کنید  X یک فضاي نرم دار وXx 

باشد و Xزیر مجموعه ناتهی Mباشد. اگر 

Mg 0،  0آنگاهg  را نقطه نزدیکی ازx ،گوییم

Mgهر هرگاه براي  :داشته باشیم  
.0 gxgx   

 
  مجموعه زیر را در نظر بگیرید: 

در صورتی که براي هر 


 WXx ، مجموعه \

)(xPW ناتهی باشد، آنگاهW  را تقریبی و در

را  Wتک عضوي باشد،  xPW)(صورتی مجموعه 

زیر مجموعه کراندار ناتهی Mیکتایی گوییم.  اگر 

X  وMg 0،  0آنگاهg  را نقطه دوري ازx

Mgگوییم، هرگاه براي هر     
.0 gxgx  .

 
  گیریم: ا در نظر میبه طور مشابه مجموعه زیر ر

کراندار باشد و براي هر  Wاگر


 WXx \ ،

xF)(مجموعه  W ناتهی باشد، آنگاهW  را دوري و

xF)(در صورتی که مجموعه  W ،تک عضوي باشد

W [1,2,3]ا دوري گوییم (را یکت.(  

نظریه تقریب که عمدتاٌ از نظریه بهترین تقریب و 

تقریب دورترینی تشکیل شده است، موضوعی مورد 

توجه در آنالیز ریاضی می باشد. در این حوزه، 

معرفی شد.  2003در سال  ]4[نتایجی توسط کرك

ه بوسیله تعدادي از بعد از آن، تحقیق در این زمین

محققین ادامه یافت و نتایج زیادي حاصل شد. در 

تحقیق درباره  ]5[الدرد و ویرامانی  2006سال 

بهترین نقاط تقریبی از نگاشت هاي انقباض دوري 

را ادامه دادند و به نتایجی در این شاخه دست 

زدیکترین فاصله یافتند. در موضوع بهترین تقریب ن

در فضاهاي Bاي مانند از مجموعه xعضوي مانند

متریک، باناخ، هیلبرت یا دیگر فضاها در شرایطی 

خاص مورد بررسی قرار می گیرد. موضوع جالب 

دیگر یافتن دورترین نقاط می باشد. این بحث اولین 

  مطرح شد. ]6[بار به وسیله چسن 

  

),.(فرض کنید  2- 1مثال  X  یک فضاي نرم دار

و  1:  xXxW  است. برايXx 0 ،

x

x
و xنقطه نزدیکی به  

x

x
  نقطه دوري به

x .است  

بر فضاهاي برداري  ]7[لومر در مقاله  1961ر سال د

یک نوع خاص از نگاشت ها به نام نیم ضرب داخلی 

غیر خطی را معرفی کرد که متفاوت از ضرب داخلی 

در ادامه مفهوم فضاي نیم ضرب داخلی خطی است. 

  را بیان می کنیم:

 

یک فضاي برداري  Xفرض کنید  3-1تعریف 

روي اعداد حقیقی یا مختلط باشد. نگاشت 

CXX :[.,.]  را نیم ضرب داخلی غیرخطی

  گوییم، هرگاه شرایط زیر را داشته باشیم: 

)}.,(:inf:{)( MxdgxgxMgxP
Mg

M 


)}.,(:sup:{)( MxgxgxMgxF
Mg

M 
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Xy،xآ) براي هر , ],[],[],[ zyzxzyx ؛  

Xyx ب) براي هر , و هر اسکالر  ،

],[],[ yxyx    و],[],[ yxyx  ؛  

],[Xx، 0 براي هر پ) xx  0و],[ xx 

  ؛0x،نتیجه دهد

Xyxت) براي هر , ،],][,[|],[| yyxxyx .  

همراه با نیم ضرب داخلی غیر خطی   �ورتدر اینص

یک فضاي نیم ضرب داخلی غیر خطی نامیده  [.,.]

نسبت به مولفه  [.,.]شود. توجه کنید نگاشت می

    دوم غیر خطی است.

با نیم ضرب همراه   �هر فضاي نیم ضرب داخلی

یک فضاي نرم دار با نرم  [.,.] داخلی غیر خطی

2
1

],[ xxx  .است  

  

فرض کنید  4-1مثال  p1 براي فضاي .

),(اندازه پذیر X  فضاي)(pL را با نرم زیر در

  گیریم، نظر می

).(,||||||

1

p
p

X

p
P Lfff 














   

  

,)(براي  pLgf   کنیم:میتعریف 

p

X

pp
p gdgfggf

1

22 ||||||],[













 

   

  

یک نیم  [.,.]به سادگی می توان تحقیق کرد که

را تولید .pاست که  pL)(ضرب داخلی روي 

  کند. می

 

فرض کنید  5-1مثال  p1 2وp ،

  .گیریم را با نرم زیر در نظر میplفضاي 

.),,,(,|||| 321

1

1

p
p

k

p

kP lxxxxxx 







 







 
 .کنیم تعریف می 

.,||||],[

1

2

1

2 p
p

p
k

k

kk
p

p lyxyyxyyx 













 





 

  

یک نیم  [.,.]توان تحقیق کرد کهبه سادگی می

  کند.را تولید می.pاست که  plروي ضرب داخلی

  

2RXفضاي  6- 1مثال    با نرم زیر را در نظر

  .گیریممی

.),( 2
21211 Rxxxxxx   

  

  گیریمتابعک تعریف شده زیر را در نظر می

,
((

],[
2

2122

1

2111

y

yyyx

y

yyyx
yx







  

,0در صورتی که  21 yy. 

یک نیم  [.,.]به سادگی می توان تحقیق کرد که 

  را تولید  .1است که  2Rضرب داخلی روي 

 کند.می

  در این مقاله به نتیجه زیرنیاز داریم.

 

 Hفرض کنید (معیار کولوموگرف): 7- 1لم 

 Hمجموعه بسته محدب از C وفضاي هیلبرت 

  شرایط زیر معادلند:Cwو Hxباشد. براي 

xPw)(آ)  C؛  

Cyب)براي هر  0داریم],[  wywx؛  

Cyپ) براي هر ،222
yxwywx .  

  

اي نرم یک فض X),||.(||فرض کنید  8- 1تعریف 

باشد. مجموعه  Xزیر مجموعه ناتهی از  Gدار و 

دوگان منفی مربوط به نیم ضرب داخلی غیر خطی 

  به صورت زیر نمایش داده می شود: [.,.]

},0],[:{0 GyxyXxG   
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Cرم دار و فضاي ن X),||.(||فرض کنید 9-1لم 

و Xxباشد. براي Xزیر مجموعه بسته محدب از

Cw:شرایط زیر معادلند  

xPw)(آ)  C  

ب)  0wCwx ؛  

Cuپ) براي هر    1,0[ هرو[ ،

 0)( wCwuwx    

  

مجموعه یکتایی در  Wفرض کنید 10-1تعریف 

را  Wباشد. مجموعه  X),||.(||فضاي نرم دار 

و Wxخورشیدي گوییم، هرگاه براي هر 

)(xPy W:داشته باشیم  

. 0,))1((   yyxPW  

 

زیر Wفضاي هیلبرت و Hفرض کنید 11-1قضیه 

مجموعه  Wباشد. آنگاه Hمجموعه بسته محدب از

  خورشیدي است.

ی است. فرض یک مجموعه یکتای Wدانیم : میاثبات

Wyو Xxکنید  00)(. اگر xPy W  طبق لم

7-1 0],[ 00  yxyy  0و در نتیجه براي 

 داریم: 
,0],[],[ 000  yxyyyxyy 

   
  

]|)1([0و لذا  000  yyxyy پس . 

))1((00داریم 7- 1طبق لم  yyxPW  .    

  

 Wفضاي هیلبرت و Hفرض کنید 12-1قضیه 

محدب  Wمجموعه یکتایی و خورشیدي باشد. آنگاه

  است.

     مراجعه شود. ]7[مرجع  اثبات. به

  

نزدیکترین نقاط و دورترین نقاط در فضاي  -2

  غیر خطی نیم ضرب داخلی

در این بخش نتایجی جدید در مورد دورترین نقاط 

خطی را بیان و اثبات در فضاي نیم ضرب داخلی غیر

  کنیم. می

  

یک فضاي نیم X),([.,.]فرض کنید  1-2قضیه 

و X ،Xxزیرمجموعه اي از Wضرب داخلی و 

Wy 0  باشد. اگر به ازاي هرWz  داشته

],[0باشیم 0  zxzy 0)(، آنگاه xFy W.  

Wzفرض کنید براي هربرهان:   داشته باشیم

0],[ 0  zxzyآنگاه .  

.],[

],[],[

],[

],[0

2
0

0

0

0

zxzxyx

zxzxzxyx

zxxzyx

zxzy









 

 

  بنابراین

.

],[.

2

00

zx

zxyxzxyx




 

  

zxyxپس   0)(و لذا  0 xFy W .   

 

یک فضاي نیم  X),([.,.]فرض کنید 2- 2 قضیه

 X ،Xxیک زیر مجموعه از  Wضرب داخلی، 

Wzو به ازاي هر ،0],[ 00  yxzy شرط .

),(],[ 2
0 Wxyxzx   برقرار است اگر و

0)(فقط اگر xFy W.  

برهان: داریم:
    

.||||

],[

],[],[

],[),(

2
0

00

000

0
2

yx

yxzyzx

yxzyyxzx

yxzxWx









 

  

),(||||بنابراین  0yxWx  0)(. لذا xFy W. 

0)( حال فرض کنید xFy W 0آنگاه),( yxWx   
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).,(

||||

],[

],[

],[],[],[

2

2
0

00

00

0000

Wx

yx

yxyx

yxzyzx

yxzyyxzxyxzx











 

مفهوم عمود بودن نسبت به نیم در این قسمت 

ضرب داخلی غیر خطی را تعریف کرده و خواص آن 

  کنیم. را بیان می

  

یک فضاي نیم ضرب Xنید فرض ک 3-2تعریف 

Xyxداخلی غیرخطی و  , .باشدx  را عمود

گوییم و yنسبت به نیم ضرب داخلی غیر خطی به 

yxبا  0دهیم، هرگاه نشان می],[ xy.  

  

شود، اگر به سادگی مشاهده می :1خواص 

Xzyx ,,  ویک اسکالر باشد. آنگاه  

1( x0 0وx؛  

2( xx  0اگر  و فقط اگرx ؛ 

yxاگر  )3 وzx  آنگاهzyx ؛ 

4( yx نتیجه می دهدyx وyx ؛ 

Xyxاگر )5 , وyx  توان نتیجه گرفت نمی

xyکه  . 

  

زیر G نرم دار ویک فضاي Xکنید : فرض2خواص 

باشد. مجموعه  Xمجموعه ناتهی از 

}:{ GxXxG   را مولفه متعامدG   

 نامیم. در این صورت داریم:می

- 



  yG
Gy
؛  

-  0,0   XX؛ 

- G0؛ 

- Gx  ایجاب می کندکهGx )  یک

 اسکالر است)؛

- 0GG ؛ 

تهی است یا برابر با  GGمجموعه  - 0؛ 

- 00 )( GGG  ؛ 

محدب باشد. آنگاه  یک زیر مجموعه Gاگر  -
GG0؛ 

0)(بنابراین  xPy G  اگر و فقط اگر Gyx 0. 

  

زیر مجموعه محدب و  Gفرض کنید 4- 2 قضیه

باشد.  Xیکتایی در فضاي ضرب داخلی غیر خطی

  ست:آنگاه رابطه زیر برقرار ا

.||||||)()(|| yxyPxP WW   

  

Xyxبرهان: براي  ,  اگر)()( yPxP GG   حکم

، 2- 2برقرار است. طبق قضیه 

0)]()(),([  xPyPxPx GGG  و

0)]()(),([  yPxPyPy GGG . با جمع این دو

  رابطه داریم

,0)]()().()([  xpypxpypyx GGGG  

  

  و بنابراین

)].()(.[

)]()().()([

xpypxy

xpypxpyp

GG

GGGG




 

 

نزدیکترین نقاط و دورترین نقاط در فضاي  - 3

  نیم ضرب داخلی خطی

در این بخش به مطالعه نزدیکترین و دورترین نقاط 

پردازیم. ابتدا  در فضاي نیم ضرب داخلی خطی می

  گیریم.نظر میخطی را بصورت زیر را دررب داخلیض

  

یک نیم ضرب داخلی خطی روي   [1]1- 3تعریف 

XXیک نگاشت از Xفضاي برداري مختلط    به

C  است که براي هرXzyx ,, و هر اسکالر 

C:داشته باشیم  

آ) خاصیت خطی بودن در متغیر اول: به 

 عبارت دیگر

]|[]|[

]|[]|[]|[

zxzx

zyzxzyx
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]|[]|[تقارنی: ب) خاصیت مزدوج  yxxy ؛  

],[0پ) خاصیت مثبت بودن:  xx. 

]|[0به علاوه اگر  xx  0نتیجه دهدx آنگاه ،

رب داخلی خطی گوییم. یک را یک نیم ض .]|[.

با یک نیم ضرب داخلی خطی را یک  فضاي خطی

  یم ضرب داخلی خطی گوییم.فضاي ن

توان بصورت زیر خاصیت (آ) در تعریف بالا را می

  نوشت: 

].|[]|[]|[ zyzxzyx    

  

 :طبق خاصیت (ب) داریم

].|[]|[]|[ zyxzyxz    

  

نیم نرم زیر  .]|[.براي نیم ضرب داخلی خطی 

||||]|[گیریم:  تعریف را در نظر می xxx .  

  

زیر فضاي حقیقی  Wفرض کنید 2-3قضیه 

.])|[.,(X باشد وXyx ,.  در این صورت

)(xPy W  اگر و فقط اگر به ازاي هرWz ،

0]|
2

[ 


 yz
zy

x
 

Wzبرهان: براي هر  

.0]|[

0]|[]|[

]|[]|[

]|[]|[

]|[

]|[

]|[]|[

)(

22



















zxyxyz

zxzyyxyz

zxzyzxyx

yxyzyxzx

zxzyyx

yxyzzx

zxzxyxyx

zxyx

zxyxxPy W

 

زیر مجموعه نقطه  Wفرض کنید  3- 3نتیجه 

وسط محدب در فضاي نیم ضرب داخلی حقیقی 

.])|[.,(X  وXx  باشد. در این صورت

)(xPy W  اگر و فقط اگر براي هرWz   داشته

]|[0باشیم   yzzx. 
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