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  22/09/1401تاریخ پذیرش مقاله:    02/07/1401تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

، که با عملیات مشتق و انتگرال رتبه کسري سروکار دارد. اخیراً لاسیک استاي از ریاضیات ک حسابان کسري شاخه

تحقیقات زیادي شامل حسابان کسري براي مطالعه پدیده هاي مربوط به ساختارها و فرایندهاي فرکتال انجام شده 

ی و نامتعادل هایی هستند که داراي بعد کسري بوده و به طور طبیعی در پدیده هاي غیرخط ها شکل است. فرکتال

هاي اخیر انواع مختلفی از مشتقات و حسابان کسري و فرکتال توسط  شوند. در سال هاي مختلف ظاهر می در زمینه

ها در فرآیندهاي فیزیکی  گیري دانشمندان زیادي ارائه شده و به طور گسترده مورد استفاده قرار گرفته است. اندازه

باشد. گنگال  فیدي براي حل برخی از مسائل فیزیک و مهندسی میموضعی است و حسابان کسري موضعی ابزار م

ها را به دست آورده است. با استفاده از حسابان  حسابان کسري موضعی را بررسی کرده و ارتباطی بین آن و فرکتال

اي از خط حقیقی  حسابان یا حسابان فرکتال را روي زیر مجموعه -��هاي فرکتال،  کسري موضعی و ویژگی

پژوهش، ابتدا مفاهیم اولیه و  تعریف کرده که یک حساب ساده، سودمند، ساختاري و الگوریتمی است. در این

کنیم. سپس روش تکرار تغییراتی تعمیم یافته در حسابان  حسابان یا حسابان فرکتال را بیان می - �� اساسی

کتال و روش جدید، چند معادله دیفرانسیل ي نشان دادن کارایی حسابان فر کنیم. برا فرکتال را پیشنهاد می

دهیم که این روش نسبت به روش تکرار تغییراتی  مشتقات جزئی فرکتال را با این روش حل کرده و نشان می

 تر است. تر و مناسب ي موضعی بهتر، کاراتر، راحت لاپلاس کسر

 .افته، معادلات مشتقات جزئی فرکتالحسابان فرکتال، فرکتال، روش تکرار تغییراتی تعمیم ی هاي کلیدي: واژه

                                                 
  :Homaafraz@pnu.ac.ir Email                                                                    دار مکاتبات:                           هدهع. *
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  مقدمه - 1

در طی چند دهه گذشته حساب دیفرانسیل و 

عنوان یک ابزار مفید در انتگرال کسري موضعی به

سطح وسیعی از مسائل علوم پایه و مهندسی آشکار 

هاي پیچیده بر  شده و نقش مهمی در توصیف پدیده

روي مجموعه کانتور که یک فرکتال است، بازي 

ها و   کند و به خاطر سر و کار داشتن با فرکتال یم

ناپذیر پیوسته در دنیاي واقعی از اهمیت  توابع مشتق

 است. اي برخوردار شده  و مجذوبیت ویژه

مفهوم  که مندلبرت هنگامی  1970از سال 

هاي  در زمینه  را پیشنهاد کرد، فرکتال» فرکتال«

کشاورزي گوناگون مانند مفاهیم علوم پایه، اقتصاد، 

و هنر به خاطر عمومیت پدیده فرکتال به کار برده 

  شده است.

ها اشکالی هستند که داراي بعد کسري بوده  فرکتال

هاي غیرخطی و نامتعادل طور طبیعی در پدیدهو به

هاي مختلف ظاهر شده و  در اشکال و زمینه

توانند بسیاري از ساختارهاي موجود در طبیعت  می

ها اغلب آن قدر نامنظم  فرکتالسازي کنند.  را مدل

پذیر همواري روي  هستند که هیچ ساختار مشتق

ها و فنون حسابان  شود و روش آنها تعریف نمی

معمولی روي آنها غیر قابل اجراء هستند. نمودار 

  .پذیر یک مجموعه فرکتال است توابع هیچ جا مشتق

 عملگر مشتق سري و گنگال کلوانکار 1997در سال

سازي تعریف ریمان لیوویل دوباره نرمال موضعی را با

]. مشتق کسري موضعی از یک 1پیشنهاد کردند[

تعمیم طبیعی مشتقات معمولی براي حفظ مرتبه 

کسري گونه موضعی مشتقات در مقایسه با تعاریف 

کند  هاي کسري پیروي می سنتی مشتقات و انتگرال

پذیر  جا مشتق و بیشتر براي توابع وایرشتراس هیچ

 شود.  اده میاستف

ناپذیر براي  هاي فیزیکی مشتق برخی از کمیت

طور موضعی فیزیکی وجود توصیف پارامترهاي به

پذیر قابل اجرا  دارند که در مفاهیم توابع مشتق

نیستند. در چنین مواردي مفاهیم حسابان کسري 

هاي مناسب براي  دهد تا راه حل موضعی اجازه می

ت آید. روابط بین دس ناپذیري بهچنین مسائل مشتق

] نشان داده شده 2ها در [ حسابان کسري و فرکتال

 است. 

اند که به  و گنگال حسابان فرکتال را ساخته پراوت

مشتق کسري موضعی کلوانکار و گنگال مربوط 

اي  شود. این حساب که در مقالات اصلی و پایه می

حسابان  - �� است، ] بیان و گسترش یافته 9- 3[

و یک حساب شبه ریمان بوده که براي  نامیده شده

هاي کانتور  توابعی با دامنه فرکتال مانند مجموعه

 .فرکتال تعریف شده است

حسابان یک تعمیم از حسابان معمولی و یک  -��

روش الگوریتمی، ساده و ساختاري براي تجزیه و 

باشد که زمانی که  ها می تحلیل و اجرا روي فرکتال

 .شود قابل اجرا نیست، استفاده می حسابان استاندارد

هاي فیزیکی با  سازي پدیده از این حساب براي مدل

هاي مختلف علوم مانند  ساختار فرکتال در شاخه

اي و مکانیک  مکانیک فلکی، اپتیک، فیزیک هسته

از مزایاي  .آماري نامتعادل و غیره استفاده شده است

    هاي زیر را نام برد: توان ویژگی این حساب می

مشتق فرکتال، موضعی است و در فیزیک خیلی  .1

کند و  چرا که اولا علّیت را نقض نمی مهم است

 .ها در فیزیک موضعی است گیري اندازه "ثانیا

رتبه مشتق فرکتال غیرصحیح است و داراي  .2

 .باشد مفهوم هندسی مساوي با بعد دامنه تابع می

رتبه مشتق فرکتال، یک رابطه با مفهوم فیزیکی  .3

 .بعد طیفی دارد با

حسابان که براي یک رده  -�� حسابان فرکتال یا

باشند، پذیر می  انتگرال -  �� وسیع از توابع که

توسط خلیلی گلمانخانه گسترش داده شده و در 

بسیاري از کاربردهاي فیزیک استفاده شده است 

]25-10.[ 

کند تا حساب فرکتال چارچوب جدیدي فراهم می

یزیک را در فضاهاي با ابعاد کسري قوانین ف

ها) بیان کنیم. بیان قوانین فیزیک در فضاي (فرکتال
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با ابعاد کسري مخصوصا در فیزیک نیمه هادي نتایج 

جدیدي داشته است و بدون هیچ تناقضی با سایر 

قوانین فیزیک پدیده نفوذ را در موادي با 

ساختارهاي فرکتالی به درستی توضیح داده و با 

دهد. البته تجربی سازگاري زیادي را نشان می نتایج

پژوهشگران مختلف براي اینکه پدیده نفوذ را توضیح 

ولی  اند،دهند از حسابان کسري استفاده کرده

هاي مختلف متاسفانه با قوانین فیزیک در شاخه

هاي تناقض دارد، مثلا قانون علیت را در زمان

 کند. با توجه بهکوچک در دینامیک نقض می

معادلات  اهمیت این مدل و کاربرد آن در فیزیک،

فرکتالی با روشهاي مختلف این حساب حل شده تا 

نتایج آن براي مهندسان بیشتر مورد استفاده قرار 

] 24(خواننده براي نتایج بیشتر به کتاب [ گیرد.

  مراجعه کند). 

هدف از نگارش این پژوهش ارائه روش جدید تکرار 

ه با استفاده از حسابان فرکتال تغییراتی تعمیم یافت

حسابان براي حل معادلات دیفرانسیل -��یا 

باشد. براي این منظور  مشتقات جزئی فرکتال می

دهی شده  این دست نوشته با ساختار زیر سازمان

  :است

 ابتدا مفاهیم مهم و مورد نیاز حسابان فرکتال یا

رار کنیم. سپس روش تک حسابان را بیان می -��

تغییراتی تعمیم یافته را با استفاده از حسابان 

کنیم. براي نشان  حسابان تعریف می -�� فرکتال یا

دادن کارایی حساب و روش جدید چند معادله 

دیفرانسیل مشتقات جزئی فرکتال را با این روش 

 کنیم.حل می

 

  هاپیش بایسته -2

ب حسابان یک حسا -�� ها یا حساب روي فرکتال

بوده و   از � هاي فرکتال اساس زیرمجموعهبر

، α مشتق از مرتبه - ��انتگرال و-��شامل 

0 < α ≤  .است � بعد فرکتال α باشد که می 1

  اي از مطالب مورد نیاز و مهم  در این بخش خلاصه
  

حسابان را بیان  - ��یا مربوط به حسابان فرکتال

] 6،7،24تر منابع [ کنیم. (براي توضیحات کامل می

 را ببینید.

  

,�] از بازه [�,�]� یک افراز: 1تعریف  یک  [�

�} مجموعه متناهی از نقاط = ��, ��, … , �� = �} 

��  و <  باشد. هر بازه به شکل می����

[��, یک بازه جزء یا یک مولفه از افراز  [����

  شود. نامیده می

 

,�)� (flag) ابع پرچمت :2تعریف  براي مجموعه (�

  :شود به صورت زیر داده می � و فاصله بسته �

�(�, �)= �
1      � ∩ �≠
0        � ∩ �=

                  )1(  

 

,�] و بازه � براي یک مجموعه :3تعریف   و [�

� < ,�)�� تابع جرم (چگال) � �, به صورت  (�

  ود:ش زیر تعریف می

��(�, �, �)=  

����→ � �����[�,�]:|�|��� ∑
(��� ����)�

�(���)
���
��� ×

�(�, [��, ����]) )2            (                         

 
باشد و می) 1(تابع پرچم  � که ii

ni
xxP 


1

10
max|=| .

 از � ) روي همه افرازهاي2نفیمم در (علاوه براین ای

[�, ≥|�| که [� شود صرف  در نظر گرفته می �

  است. � هايتعداد مولفه � نظر از اینکه

  

یک عدد ثابت، حقیقی  �� کنیم فرض می :4تعریف

�� اي انتگرال و دلخواه باشد. تابع پله
 از مرتبه (�)�

  :شود عریف میبه صورت زیر ت � براي مجموعه �

��
�(�)= �

��(�, ��, �), � ≥ ��

��(�, �, ��), � < ��
)3 (      

 

Fکنیم  فرض می :5تعریف  ⊂ R,   �: → ,

x ∈ F. یک عدد ℓ یا به  � براي نقاط � حد

   شود، اگر براي هر حد نامیده می-  �سادگی 
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� > 0،� >   که ه طوريوجود داشته باشد ب  0

� ∈ �, |� �|< � ⇒ |�(�) ℓ|< �. )4(  

 

اگر چنین عددي وجود داشته باشد، آنگاه به صورت 

 :شود زیر نشان داده می

 .lim= yfF
xy

  

 

→ :� یک تابع :6تعریف  � در  ∈ � ،� -

   شود اگر پیوسته نامیده می

)5        (                     .lim= yfFxf
xy

 

 

→ :� یک تابع: 7تعریف  � روي  ⊂ به  �

 پیوسته نامیده، اگر براي هر-  � طور یکنواخت

� > 0 ،� >   که طوريوجود داشته باشد به  0

� ∈ �, � ∈ �, |� �|< � ⇒

|�(�) �(�)|< �. )6(                               

 

در تعریف انتگرال زیر  انتگرال-�� :8تعریف 

در نظر گرفته  � فقط در نقاط مجموعهمقادیر تابع 

ها در  شود. علاوه براین به جاي طول زیر تقسیم می

�� اي افراز تفاوت بین مقادیرتابع پله
در نقاط  �

انتگرال براي - ��انتهایی در نظر گرفته شده است. 

توابع با دامنه فرکتال مناسب است. انتگرال معمولی 

هیت دامنه و تعریف انتگرال چنین توابعی بسته به ما

اي از  (لبگ یا ریمان) صفر یا تعریف نشده است. رده

→ :� توابع � که روي  ⊂ دار هستند  کران 

 شوند.  نشان داده می (�)� با

� فرض کنید ∈ یک بازه بسته باشد. دو  � و (�)�

  :کنیم را به صورت زیر تعریف می � و � مقدار

�[�, �, �] = �
���  �(�), � ∩ �≠ �

0, � ∩ �= �
)7(   

  

  طور مشابه و به

�[�, �, �] = �
���  �(�), � ∩ �≠ �

0, � ∩ �= �
 )8(  

�� فرض کنید
� براي (�)� ∈ [�, متناهی بوده  [�

� و = {� = ��, ��, … , �� =  یک افراز از {�

[�, مجموع را براي  - ��باشد. حد بالا و پایین  [�

   کنیم: به صورت زیر تعریف می � روي افراز � تابع

� �[�, �, �] =
     ∑ ����

��� ��, �, [��, ����]� ×   

���
�(����) ��

�(��)� )9 (                          

  و 

��[�, �, �] = ∑ ����
��� ��, �, [��, ����]� ×

���
�(����) ��

�(��)�                           )10(  

 

�� طوري باشد که � فرض کنید
,�] روي � �] 

� متناهی باشد. براي ∈ حد پایین انتگرال  (�)�

    به صورت

 
 

 ,,,sup=
,

PFfLxdxf
baP

F

b

a



 )11(      

  

  :شود ه میو حد بالاي آن به صورت زیر داد

 
 

 .,,inf=
,

PFfUxdxf
baP

F

b

a



           )12(  

  

�. فرض کنید ∈  روي � در این صورت (�)�

[�,    پذیر است اگر انتگرال- �� [�

∫ �
�

�
(�)��

�� = ∫ �
�

�
(�)��

��. )13(          

 

,�] روي � انتگرال تابع -��در این حالت به  [�

  :شود یر داده میصورت ز

∫ �
�

�
(�)��

��.  

   

بیان شده  ]6،7[ انتگرال در مراجع -�� هاي ویژگی

  است.

� تابع مشخصه (�)�� اگر ⊂   باشد، آنگاه 

∫ ��
�

�
(�)��

�� = ��
�(�) ��

�(�) )14(         

  

رکتال به صورت زیر با دامنه ف : تابع گاما9تعریف 

  :شود تعریف می
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��
�(�)=

∫ ����
�(�)��

�(�)

��
�(�)

��
�(�)��

�(�)����
� )15(          

  
  به طوري که

   
.1lim=

n

F

n

tFS

n

tS
Fe 


















)16(         

  

بایک پارامتر  : تابع میتاگ لفلر فرکتال10تعریف 

   :شود رت زیر تعریف میبه صو

��,�
� (�)= ∑

���
�(�)�

�

��
�(����)

�
���                     )17(  

  

  :توانیم بنویسیم همچنین می

������
�(�)� = ∑

���
�(�)�

��� �

(����)
�
��� ( 1)��� )18(     

 

است  � تابعطه تغییر یک نق � نقطه: 11تعریف 

,�) روي هر بازه باز � اگر ثابت نباشد.  � شامل (�

 �مجموعه تغییر � مجموعه همه نقاط تغییر تابع

�� شود و با نامیده می   .شود نشان داده می � 

 

� فرض کنید :12تعریف  ⊂  طوري کهباشد به 

��
� براي هر (�)� ∈ � و  ∈ متناهی  [0,1)

��آنگاه مجموعهباشد،  (��
نامیده  کامل - �، (�

   شود. می

هاي  هاي مهمی از مجموعه هاي کانتور نمونه مجموعه

   .هستند کامل - �

مشتق حد یک خارج  - ��مانند مشتق مرتبه اول، 

حد است و - ��قسمت است، اما در اینجا حد،

 .ستاي در دو نقطه ا مخرج اختلاف مقادیر تابع پله

مشتق براي مشتق توابعی که تغییرات آن فقط - ��

 � طور خاص توابعروي مجموعه فرکتال است (به

�� که  � ⊂ اي کانتور  به عنوان مثال تابع پله (�

ها  مناسب است. مشتق معمولی توابعی که براي آن

همه جا  شود تقریباً مشتق فرکتال تعریف می

  صفراست و یا تعریف نشده است.)

کامل باشد -��یک مجموعه � اگر: 13تعریف 

زیر  به صورت � در نقطه � مشتق-��آنگاه 

وجود  درتعریف زیرشود اگر حد موجود  تعریف می

  :داشته باشد

  
   
   


















Fx

Fx
xSyS

xfyf
F

xfD
FF

xyF

0,

,lim
=  )19(   

 

→ :�کنیم فرض می قضیه اساسی اول:   

� کامل است. اگر- ��یک مجموعه ∈ یک  (�)�

�پیوسته روي- �� تابع ∩ [�,  باشد و براي هر  [�

� ∈ [�,  داشته باشیم: [�

�(�)= ∫ �(�)
�

�
��

  ، در این صورت��

��
���(�)� = �(�)��(�)  

   

است (براي  � تابع مشخصه مجموعه (�)�� که

 .)] را ببینید6،7تر مراجع [ اثبات وتوضیحات کامل

� فرض کنید یادآوري:  �اي ناتهی و مجموعه 

باشد. در این صورت تابع  � اي از زیرمجموعه

�� یعنی � در � مشخصه :� →  براي هر {0,1}

� ∈   :شود به صورت زیرتعریف می �

�� (�)= �
1, � ∈ �
0, � ∈ � �

  

  

→ :� فرض کنید قضیه اساسی دوم: یک  

�� پذیر و مشتق - ��ه، پیوست -��تابع در (�)

 موجود بوده و�  کامل– ��یک مجموعه

: →  که به طوري پیوسته باشد  -��،  

  ��
���(�)� = (�)��(�)  

  

∫آنگاه  (�)
�

�
��

�� = �(�) براي  (�)�

  ] را ببینید.6،7تر مراجع [ اثبات و توضیحات کامل

 

∋یک تابع قضیه:  پذیر   انتگرال - ��، (�)��

,�] روي � است اگر و فقط اگر [� = �( روي  (

 K = [��
�(�), ��

پذیر باشد.  ریمان انتگرال [(�)�
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∋به عبارت دیگر یک تابع متعلق  � به (�)��

متعلق باشد.  K  روي به � است اگر و فقط اگر

  :این حالت داریم این در بر  علاوه

∫
�

�
(�)��

�� = ∫ �
��

�(�)

��
�(�)

(�)��. )20(          

 

  .] را ببینید7تر مرجع [ براي اثبات و توضیحات کامل

هاي کاربردي توابع فرکتال به صورت  برخی از فرمول

  باشد:زیر می

   یک ثابت است.  cکنیمفرض می

��
���� = 0 )21                                       (  

��
���

�(�)= ��(�) )22(                               

��
����

�(�)�
�

= ����
�(�)�

���
��(�) )23(     

��
�������

�(�)� = ��(�)������
�(�)� )24(    

��
�(��(�)��)= ���(�)���� )25(                

��
����� ����

�(�)�� 

= ���(�)��� ����
�(�)� )26(                      

��
���(�)�(�)� = ��

���(�)��(�)+

�(�)��
���(�)� )27(                                    

��
� ������

�(�)� = ��(�)������
�(�)�        )28(  

������
�(�)� = ∑ ( 1)����

���
[��

�(�)]��� �

(����)!
)29(    

�������
�(�)� =

�����
�(�)��� ����

�(�)

��
)30         (  

��� ����
�(�)� =

����
�(�)��� ���

�(�)

�
)31(         

�������
�(�)� =

�����
�(�)��� ����

�(�)

�
        )32(  

∫ ���
�(�)�

��

�
��

�� =
�

���
���

�(�)�
���

)33(    

 

هاي کانتور  حساب فرکتال براي مجموعه - 3

 فرکتال

اي از حساب فرکتال براي  در این قسمت خلاصه

هاي شبیه کانتور و  توابع تعریف شده روي مجموعه

  ].24،5شود [ هاي فرکتال ارائه می منخنی

میانی را  -  � کانتورمراحل ساخت مجموعه ابتدا 

 .کنیم بیان می

0 براي شروع بازه با طول < � <  را از وسط 1

� = کنیم. با انجام فرآیندهاي  حذف می [0,1]

میانی  - � مشابه به صورت زیر مجموعه کانتور

  شود. حاصل می

  :1گام

��
�

= �0,
�

�
(1 �)�∪ �

�

�
(1 + �), 1�    

  : 2گام 

��
�

= �0,
�

�
(1 �)��∪ �

�

�
(1 ��),

�

�
(1 �)�  

∪ �
�

�
(1 + �),

�

�
�(1 + �)+

�

�
(1 �)���  

∪ �
�

�
(1 + �)�1 +

�

�
(1 �)�, 1�  

  
  

از وسط هر  �� : حذف یک بازه باز با طول� گام

باقیمانده از  ���(�) هاي بسته با طول یک از بازه

�.  گام  میانی به - �مجموعه کانتورسرانجام 1

�� صورت = ��
��

���    آید. به دست می 

توان به صورت زیر  را می �� اندازه لبگ مجموعه

  :محاسبه کرد

����� = 1 � 2 �
�

�
(1 �)��

4 �
�

�
(1 �)���   

= 1 �
�

��(���)
= 1 1 = 0  

  

انی کانتور صفر می - �هاي یعنی اندازه لبگ مجموعه

میانی به  - �بعد هاسدورف مجموعه کانتوراست. 

   :شود صورت زیر تعریف می

��� � ���� =
����

��������(���)
)34(                

 

   .باشد که بر اساس اندازه هاسدورف می

 

 به عنوان نمونه با توجه به مطالب فوق، مجموعه
�

�
- 

� تورکان
�

  :شود هاي زیر تولید می با گام �

 حذف یک بازه باز با طول :1گام
�

�
 از وسط بازه 

[0,1] 
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� حذف یک بازه باز با طول :2گام
�

�
�

�
از وسط هر  

 .هاي بسته باقیمانده از گام یک یک از بازه

� حذف یک بازه باز با طول:  �گام
�

�
�

�
از وسط هر  

� ي بسته با طولها یک از بازه
�

�
�

���
باقیمانده از  

�.  گام   همچنین داریم:  1

��� � ��
�

�� = ��� � ��
�

� [�, �]� =
����

����
= 0.63  

 

 و بازه �� تابع پرچم براي مجموعه کانتور

� = [�,   :شود به صورت زیر تعریف می [�

����, �� = �
1,  �� ∩ � ≠ �

0,   �� ∩ � = �
)35(             

 

 کنیم: فرض می

�[�,�] = {� = ��, ��, … , �� = �}  

  

   باشد، آنگاه � یک افراز از

�����, �� = ∑ �(� + 1)���
��� (����

��)�����, [��, ����]�,  

0 < � ≤ 1. )36(                                         

  

,�����  و تابع جرم �, به صورت زیر داده ��

   :شود می

 
 

 .,inflim=,,
}|:|

,
{0

QCbaCM
QQ

ba





 


 

)37(        

 

,�] از � در اینجا اینفیمم روي همه افرازهاي �] 

  .کند صدق می

  


ii
ni

ttQ 1
10

max|=| )38(
        

 

طبق  �� هاي فرکتال موعهاي انتگرال مج تابع پله

  :شود ] به صورت زیر تعریف می6مرجع [

�
��
� (�)= �

�����, ��, ��, � ≥ ��

�����, ��, ��, � < ��

)39(    

 

 .باشد یک عدد حقیقی و ثابت دلخواه می �� که

�� بعد گاما مجموعه ∩ [�, ت زیر بیان به صور [�

  :شود می

��� ���� [�, �]� =

�����:�����, �, �� = 0� =

�����:�����, �, �� = ∞�                )40(  

  

میانی  -  �تابع مشخصه براي یک مجموعه کانتور

   :شود به شکل زیر تعریف می �� فرکتال

���(�, �) = �

�

�(���)
, � ∈ ��

0, � ��
           )41(  

  

��:(�)کنیم فرض می →  - ��در این صورت  

   :شود به شکل زیر تعریف می (�) حد تابع

�, � ∈ ��, |� �|< � ⇒   
| (�) ℓ|< �  )42   (                               

  

  :نویسیم اي وجود داشته باشد، میℓاگر

 zhC
tz

lim=



                   
  )43(  

  

به شکل زیر  (�) پیوستگی - ��به همین ترتیب

   :شود تعریف می

   zhCth
tz

lim=


 )44(                    

 
کامل در  -  � روي مجموعه (�) مشتق -��

   :] به صورت زیر تعریف شده است6،7[

  
   
   


































Cz

Cz
tSzS

thzh
C

thD
CC

tz
C

0,

,lim
= )45(  

 
,�]  روي  (�)انتگرال -��   به صورت[�

∫ (�)
�

�
�

��
� �  

  

صورت زیر محاسبه -طور تقریبی بهنشان داده و به

  ]6،7شود: [ می

∫ (�)
�

�
�

��
� � ≈ ∑ �(�)�

��� ��
��
� ����

�
��
� �������. )46(                                        
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 :�� چند فرمول مهم در مجموعه - 3- 1

�
��
� ���(�, �)� =

�

�(���)
���(�, �) )47  (     

�
��
� ���(�, �)�� =

�

�(���)
���(�, �)� )48(    

�
��
� ��� �����(�, �)� =
�

�(���)
��� �����(�, �)� )49                        (  

��
� ��

��
� (�)�

�
= � ��

��
� (�)�

���
���(�) )50(  

∫ ��
��
� (�)�

��

�
�

��
� � =

�

���
��

��
� (�)�

���
 )51(  

 

  روش تکرار تغییراتی تعمیم یافته - 4

تر  و دقیق  روش تکرار تغییراتی براي حل موثر، ساده

انواع معادلات دیفرانسیل خطی و غیرخطی با 

تقریباتی که به سرعت به جواب دقیق همگرا 

رود. بیشتر معادلات کسري و  کار می شود، به  می

دقیق ندارند، بنابراین براي فرکتال جواب تحلیلی 

عددي و تحلیلی به   هاي حل این مسائل نیز روش

شود که یکی از این  طور گسترده استفاده می 

هاي تحلیلی و عددي روش تکرار تغییراتی  روش

است. روش تکرار تغییراتی یک روش تکراري است 

که مبتنی بر استفاده از ضریب لاگرانژ، تغییرات 

   باشد. ح میمحدود و تابع تصحی

در این قسمت روش تکرار تغییراتی تعمیم یافته را 

حسابان تعریف  -��هاي فرکتال و براي مجموعه

معادله دیفرانسیل فرکتال کلی را به . کنیممی

 گیریم: صورت زیر در نظر می

(��)�(�, �)+ ��(�, �)+ ��(�, �) =

�(�, �),  � ≥ 0,   
0 < � ≤ 1, � ∈ )52(                               

 
(��)  که در آن = (��

�و�(� ∈ �،� 

عملگر غیرخطی فرکتال  � عملگر خطی فرکتال و

,�)� دهند و کلی را نشان می تابع منبع  (�

 .باشد می

حال فرمول تکرار تغییراتی تعمیم یافته را به صورت 

 :کنیم زیر تعریف می

����(�, �) =

��(�, �)+ ∫ �� � (��)��(�, �)+
�

�

���(�, �)+ ���(�, �)

�(�, �)�� ��
��  )53  (                                  

  

بر طبق روش تکرار تغییراتی، یک تابع تصحیح 

  :توان به شکل زیر نوشت فرکتال را می

����(�, �) =

��(�, �)+ ∫ �� � (��)��(�, �)+
�

�

����(�, �)+ ����(�, �)

�(�, �)�� ��
��  )54(                                       

  

به عنوان یک محدودیت روش تکرار  ��� که در آن

ضریب  � وتغییراتی فرکتال در نظر گرفته شده 

 با شرایط پایداري فرکتال λ .باشد لاگرانژ فرکتال می

����� =   .شود می 0

,�)�� براي اولین تکرار  توانیم از مقدار اولیه ، می(�

�(�,   را استفاده کنیم: (0

� )، اگر فرض کنیم55در ( → ، آنگاه خواهیم ∞

 :داشت

   txutxu n
n

,lim=,


                             )55(  

  

به  � با توجه به همگرایی روش تکرار تغییراتی وقتی

بینهایت میل کند، جواب حاصل به جواب دقیق 

  .شود همگرا می

  

کاربرد روش تکرار تغییراتی تعمیم یافته  -5

  فرکتال

در این بخش با حل چند مثال از معادلات فرکتال 

خطی و غیرخطی به توصیف بیشتر روش تکرار 

یراتی تعمیم یافته فرکتال و کاربرد آن تغی

 پردازیم:  می

 

معادله کوشی فرکتال به صورت زیر را در  :1مثال 

  ]:18گیریم[ نظر می
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��
��(�) = �(�), 0 < � ≤ 1,  

�(0)= 1, � = ��,  � ∈ � )56  (                  

  

خواهیم جواب این معادله را با استفاده از روش  می

  دست آوریم. تی تعمیم یافته فرکتال بهتکرار تغییرا

  جواب دقیق این مساله

�(�) = ������
�(�)� )57 (                           

  

� ) و53ابتدا با استفاده از فرمول ( باشد. می = 1 ،

فرمول تکرار تغییراتی تعمیم یافته فرکتال را به 

  سازیم: صورت زیر می

����(�)= ��(�)+ ∫ �����
���(�)

�

�

��(�)�� ��
�� )58(                                           

 

بر طبق روش تکرار تغییراتی، تابع تصحیح فرکتال را 

  نویسیم: به صورت زیر می

����(�)= ��(�)+ ∫ �����
���(�)

�

�

���(�)�� ��
�� )59 (                                      

  

����� با استفاده ازشرط پایداري فرکتال = و  0

توان به شکل  را می  �)، 59اکسترمم کردن معادله (

   :زیر به دست آورد

������(�)=

����(�)+ �� �∫ �����
���(�)

�

�

���(�)�� ��
��� = 0  

����(�)+ �����(�)

∫ (��
��)

�

�
������

�� = 0  

����(�)(1 + �) ∫ (��
��)

�

�
������

�� =

0 ⇒ � = 1  
  

   :) داریم59در معادله ( � با قرار دادن مقدار

����(�)= ��(�) ∫ ����
���(�)

�

�

��(�)�� ��
�� )60         (                              

  

  توانیم شرط اولیه را به صورت می

 ��(�)= �(0)= نظر بگیریم. با این انتخاب در1

در تابع تصحیح تقریبات متوالی به شکل زیر به 

   :آیند دست می

��(�)= 1  

��(�)= ��(�) ∫ ����
���(�)

�

�

��(�)�� ��
�� = 1 + ∫ ��

��
�

�
= 1 +

∫ ��
��

�
(�)��

��  

��(�)= 1 + ��
�(�)  

��(�)= ��(�) ∫ ����
���(�)

�

�

��(�)�� ��
��  

= 1 + ��
�(�) ∫ ���

�(�) 1
�

�

��
�(�)� ��

�� = 1 + ��
�(�)+ ∫ ��

��

�
(�)��

��  

u�(t)= 1 + S�
�(t)+

���
�(�)�

�

�
  

  

   :شود با ادامه این فرآیند، حاصل می

��(�)= ∑
���

�(�)�
�

�!
   �

��� )61(                      

  
بنابراین با حد گرفتن از جواب بالا، جواب نهایی به 

  :گردد صورت زیر فراهم می

         tS
k

tS
tutu F

k

F

k
n

n




exp=
!

=lim=
0=





)62(     

  

  باشد. می 1که جواب دقیق مساله شکل

 
  1شکل
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معادله شرودینگر فرکتال را بر روي  :2مثال 

   گیریم: مجموعه کانتور به صورت زیر در نظر می

��,�
� �(�, �) = �

��

��� �(�, �)+

�(�)�(�, �), �(�, 0)= ���, 0 < � ≤

1, � = ��, � ∈ �, � ≥ 0                      )63(  

  

=(�)� توانیم براي راحتی می � و 0 = را  1

  انتخاب کنیم. پس خواهیم داشت:

��,�
� �(�, �)+

��

��� �(�, �) = 0,  

�(�, 0)= ���, 0 < � ≤ 1, � = ��  
  

حال قصد داریم جواب این معادله را با استفاده از 

  .روش تکرار تغییراتی فرکتال به دست آوریم

، m=1 ) و54براي این کار با استفاده از فرمول (

فرمول تکرار تغییراتی تعمیم یافته فرکتال را به 

  .سازیم صورت زیر می

����(�, �) =

��(�, �)+ ∫ �� ���,�
� ��(�, �)+

�

�

��

��� ��(�, �)�� ��
�� )64(                               

 

����� با استفاده از شرط پایداري فرکتال = و  0

�)، مقدار65اکسترمم کردن معادله ( = 1  

در فرمول  � ید. حال با قرار دادن مقدارآ می  بدست

 :) خواهیم داشت64(

����(�)=

��(�, �) ∫ ���,�
� ��(�, �)+

�

�

��

��� ��(�, �)� ��
��  )65(                                

  

 توانیم شرط اولیه را به صورت اکنون می

��(�, �)= �(�, در نظر گرفته و با این  (0

انتخاب در تابع تصحیح، تقریبات متوالی را به 

   :آوریم صورت زیر به دست 

��(�, �)= �(�, 0)= ���  

��(�, �) = ��(�, �) ∫ ���,�
� ��(�, �)+

�

�

��

��� ��(�, �)� ��
��  

= ��� ∫ ����

�
��

�� = ����1 ��
�(�)�  

��(�, �)= ��(�, �) ∫ ���,�
� ��(�, �)+

�

�

��

��� ��(�, �)� ��
��   

= ����1 ��
�(�)� ∫ ����� 1 + 1

�

�

��
�(�)�� ��

��  

= ��� �1 ��
�(�) ∫ � 1 + 1

�

�

��
�(�)� ��

���  

= ��� �1 ��
�(�)+

���
�(�)�

�

�
�  

  

به همین ترتیب ادامه داده و بقیه تکرارها را محاسبه 

 توان نتیجه گرفت که: کنیم. با ادامه این روند می می

��(�, �) = ��� �1 ��
�(�)+

���
�(�)�

�

�
+

+
����

�(�)�
�

�!
�  

  

 بنابراین پس از حد گرفتن از جواب تقریبی بالا براي

� → ، جواب نهایی به صورت زیر فراهم ∞

  گردد: می

 

ψ(x, t) = lim�→ � ��(�, �) =

���� ∑
����

�(�)�
�

�!
=�

���

���(��)���( ��
�(�))= ���(��

��
�(�))  

 

  باشد.   می 2که جواب دقیق مسئله شکل 
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  2شکل

  

خطی فرکتال روي مجموعه  KdV معادله: 3مثال 

  گیریم: کانتور به شکل زیر را در نظر می

��,�
� � +

���

��� +
��

��
= 0,  

�(�, 0)= ���(�),  
0 < � ≤ 1, � = ��, � ∈ �, � ≥ 0. )66(        

  

خواهیم جواب این معادله را با استفاده از روش  می

  .دست آوریم تکرار تغییراتی تعمیم یافته فرکتال به 

� ) و54ابتدا با استفاده از فرمول ( = ، فرمول 1

تکرار تغییراتی تعمیم یافته فرکتال را به صورت زیر 

 :سازیم می

����(�, �) =

��(�, �)+ ∫ �� ���,�
� ��(�, �)+

�

�

��

��� ��(�, �)+
�

��
��(�, �)�� ��

�� )67      (   

 
�����  با استفاده از شرط پایداري فرکتال = و 0

� )، مقدار68اکسترمم کردن معادله ( = 1 

در فرمول  �� دن مقدارآید. حال با قرار دا می  بدست

  ) خواهیم داشت:67(

����(�, �) =

��(�, �) ∫ ���,�
� ��(�, �)+

�

�

��

��� ��(�, �)+
�

��
��(�, �)� ��

�� )68        (  

  

,�)�� توانیم شرط اولیه را به صورت می �)=

�(�, ر بگیریم. با این انتخاب در تابع در نظ (0

تصحیح تقریبات متوالی به شکل زیر به دست 

 :آیند می

��(�, �)= �(�, 0)= ���(�)  

��(�, �) = ��(�, �) ∫ ���,�
� ��(�, �)+

�

�

��

��� ��(�, �)+
�
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��  
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� ��(�, �)+

�

�
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��� ��(�, �)+
�
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= ���(�) ∫ 2
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�
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���(�)�1 2��
�(�)�  
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��(�, �)� ��
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=

���(�)�1 2��
�(�)� ∫ � 2 ���(�)+

�

�

2 ���(�)�1 2��
�(�)�� ��

��  

=
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  :شود با ادامه این فرآیند، حاصل می

��(�, �) = ���(�)�1 2��
�(�)+

����
�(�)�

�

�
+ +

�����
�(�)�

�

�!
�  

��(�, �) = ���(�)∑
�����

�(�)�
�

�!

�
��� )69(  

  

بنابراین پس از حد گرفتن از جواب تقریبی بالا براي 

� وقتی که → ، جواب نهایی به صورت زیر فراهم ∞

 :گردد می

�(�, �)= lim�→ � ��(�, �) =

exp(�)∑ �
�����

�(�)�
�

�!
��

��� =  

exp(�)exp� 2��
�(�)� = exp (�

2��
�(�)) )70                                           (  

 

غیرخطی روي مجموعه  KdV معادله :4مثال 

   کانتور با عملگرهاي کسري موضعی را به صورت زیر

��,�
� � +

���

��� + �
��

��
= 0,  

�(�, 0)= �, 0 < � ≤ 1, � = ��,  
� ∈ �, � ≥ 0.                              )71(             

  

 .گیریم در نظر می

خواهیم جواب این معادله را با استفاده از روش  می

 .دست آوریم تکرار تغییرات تعمیم یافته فرکتال به 

� ) و54ابتدا با استفاده از فرمول ( = ، فرمول 1

تکرار تغییراتی تعمیم یافته فرکتال را به صورت زیر 

 :سازیم می

����(�, �) =

��(�, �)+ ∫ �� ���,�
� ��(�, �)+

�

�

��

��� ��(�, �)+

��(�, �)
�

��
��(�, �)�� ��

�� )72(                 

  

����� با استفاده از شرط پایداري فرکتال = و  0

�دار)، مق72اکسترمم کردن معادله ( = 1  

در فرمول  � آید. حال با قرار دادن مقدار می  بدست

   :) خواهیم داشت72(

����(�, �) = ��(�, �)

∫ ���,�
� ��(�, �)+

��

��� ��(�, �)+
�

�

��(�, �)
�

��
��(�, �)� ��

��  

  

,�)�� صورترا به توانیم شرط اولیه می �)=

�(�, در نظر بگیریم. با این انتخاب در تابع  (0

شکل زیر به دست تصحیح تقریبات متوالی به

   :آیند می

��(�, �)= �(�, 0)= �  

��(�, �) = ��(�, �) ∫ ���,�
� ��(�, �)+
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�
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��� ��(�, �)+ ��(�, �)
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��(�, �)� ��
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��(�, �) = � ∫ �
�

�
 ��
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��1 ��
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  ��(�, �) =
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��(�, �)= ��(�, �) ∫ ���,�
� ��(�, �)+
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��� ��(�, �)+
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� �1 ��
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�
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� ��
��  

��(�, �)= � �1 ��
�(�)+ ���

�(�)�
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���
�(�)�
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+

�
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���

�(�)�
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�

�
���

�(�)�
�

 +
�

�
���

�(�)�
�

�

��
���

�(�)�
�

�  

   

با ادامه این فرآیند جملات دیگري از این دنباله به 

آید که جواب تقریبی معادله است. با توجه  دست می

 که همگرایی روش تکرار تغییراتی، هنگامی  به

� → ، دنباله حاصل به جواب دقیق معادله میل ∞

  .خواهد کرد

 

 گیري نتیجه -5

حسابان یک چارچوب -  ��حسابان فرکتال یا 

سازي فرآیندهاي مربوط به مکان  مناسب براي مدل

و زمان فرکتال است که در رابطه با تشابهات نزدیک 

عمولی بهبود یافته است. همانند سایر به حساب م

هاي تکرار تغییراتی، روش تکرار تغییراتی  روش

هاي  فرکتال بسیار راحت بوده و قادر است پاسخ

هاي طولانی را در  دینامیکی پیچیده با عبارت

نظم باشند  هاي غیرخطی حتی اگر بسیار بی سیستم

 .بینی کند را پیش

دي ملاحظه هاي کاربر همان طور که در مثال

هاي تکرار  شود این روش نیز همانند سایر روش می

تغییراتی حل معادلات خطی به جواب دقیق و در 

تقریبی حاصل شده که با   مسائل غیرخطی جواب

به  � توجه به همگرایی روش تکرار تغییراتی وقتی

  .شود بینهایت میل کند به جواب دقیق همگرا می

وع به نسبت جدید و به حسابان فرکتال یک موض

طور ساختاري الگوریتمی بوده و استفاده از کامپیوتر 

کند. با علم به  را براي محاسبات امکان پذیر می

اینکه مسائل زیادي در دنیاي واقعی در علوم مختلف 

به طور غیرخطی و نامنظم بوده و حل آنها با حساب 

باشد. به  معمولی دشوار و یا گاها امکان پذیر نمی

نوان مثال بسیاري از قوانین فیزیک موضعی بوده و ع

حسابان فرکتال می تواند گزینه مناسبی براي حل 

توان  مسائل مربوط به این علوم باشد. بنابراین می

هاي جدیدي را براساس  تعاریف، قضایا و روش

حسابان فرکتال براي حل این گونه مسائل ارائه 

ي جدید ها نمود. بررسی همگرایی و پایداري روش

هاي مختلف فرکتال موضعی و غیر موضعی  در حالت

هاي آتی تواند یکی دیگر از موضوعات پژوهش نیز می

  باشد.
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