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 مقدمه -3

سازي معکوس، انواع آن و کاربردهايي از اين دسته مسائل مورد توجه روي مسائل بهينه مطالعه بر اخير هايسال در

يک مساله  xبراي  min F(x,c)فرض کنيد  براي بيان اين نوع مسائل، گرفته است. قرار بسياري از محققان

 ه است.ألمس تابع هدف در دهنده هزينهبردار پارامتري نشان cناحيه شدني و  طوري که هسازي باشد، ببهينه

ن مقدار تهدف يافسازي مستقيم، عبارتي بهينههمتداول، يا بسازي عمومي يا در مسائل بهينه چنانچه مشخص است

x* طوري که تابع هدف هاست بF(x,c)  درx*  له أحالي که مس در .باشد )کمترين مقدار( را داشته بهينهمقدار

يک نقطه دلخواه از ناحيه شدني صادق  ox: فرض کنيد نمودبدين صورت بيان  توانرا مي سازي معکوسبهينه

 منظورله است، أمس تابع هدف پارامترهاي ضرايب يا تخميني براي مقادير cباشد و بردار سازي له بهينهأدر قيود مس

داشته  cکه کمترين فاصله را با بردار است   �̃�انند معکوس، يافتن بردار پارامتري م يسازنهيله بهأمس حلبيان و از 

 را به خود اختصاص دهد. oxمقدار بهينه  xبراي  �̃�F(x, min(مساله  �̃�بردار  با اين باشد و

 2991در سال  سازي معکوسمسائل بهينه و بررسي حلان بيان و حاطراولين محققان و  1،2بارتون و توينت 

ازي سسپس انواع مسائل بهينه ترين مسير معکوس کار کردند وابتدا آنها بر روي مسائل مربوط به کوتاه ند. دربود

با استفاده از روش توليد ستون،  3ژانگ و همکاران  سپس عه قرار دادند.معکوس گسسته و پيوسته را مورد مطال

مسائل  5و سکالينگام و همکاران  0بررسي کردند. ژانگ و همکاران  مطرح و ترين مسير معکوس رامسائل کوتاه

روي مسائل  بر 0،2سازي معکوس درخت فراگير را مورد تجزيه و تحليل قرار دادند. همچنين ژانگ و ليو مينيمم

 8توسط يانگ و همکاران معکوس  مينيمم برشو ماکزيمم جريان  خطي معکوس کار کردند. مسائلريزيبرنامه

مورد مطالعه را مينيمم برش طي تحقيقي ديگر مجددأ مسأله معکوس  9ژانگ و کاي  پس از آن وارائه گرديد 

خطي معکوس ارائه و سپس کاربردهايي  ريزيحل مسائل برنامه يک روش کلي براي ،27. آهوجا و اورلين دادندقرار 

ي ابراي تعداد خاصي از اين دسته مسائل مطرح کردند. همچنين آنها الگوريتم ترکيبياتي براي مسائل جريان شبکه

 .22 را پيشنهاد دادند

، مطالعات و تحقيقات  متعددي صورت گرفته است. سازي معکوسبهينهها نيز در زمينه در حوزه تحليل پوششي داده

به کار بردند  هادادهريزي خطي معکوس را در تحليل پوششي مساله برنامه [12] نژاد امروزيو  امينبعنوان نمونه، 

له ئمس [13]و همکاران صدري همچنين، کردند.  پيشنهادها و مدل جمعي در تحليل پوششي داده کارا يو روش

 دند. مونرا جهت کارايي هزينه محاسبه مناسب  ريمقادخطي معکوس را در کارايي هزينه به کار گرفتند و  ريزيبرنامه

 جهتها ريزي خطي معکوس در تحليل پوششي دادهبرنامه يک مدل [14]خليفه صدري و رستمي مال ،اخيرأ

 اند.معرفي کرده کارگيري آن در محاسبه کارايي درآمدهب

ريزي غيرخطي را هاي مختلف از مسائل برنامهبراي قالب سازي معکوسبهينههاي اخير تعدادي از محققان، در سال

سازي يک کلاس از بهينه [15]عنوان مثال، ژانگ و ليو هاند. بمورد مطالعه قرار داده KKT با کمک شرايط بهينگي 

سازي بهينه [16]ژانگ و ژو   .رسي قرار دادنددوم را مورد بحث و بر درجه ريزي غيرخطيبرنامهئل امس معکوس

ريزي در مسائل برنامه اند.تحليل نموده خطي را بيان و قيودريزي محدب جدايي پذير با براي مسائل برنامه  معکوس

هاي خطي کلي با داده يکسر ريزيبرنامه پس از ارائه يک روش کارا براي بررسي مسئله [17]کسري خطي، هلاديک 

 ياين و آرابررسي قرار داد. ج مورد  را براي اين مسئله سازي معکوسبراي اولين بار بحث بهينه اي،ي بازهقطعغير

خطي  يکسر ريزيبرنامه معکوسمسئله  براي حل هاييبا کمک تبديلات مختلف، روش متفاوت در دو کار [18,19]

 . کردند مطرح
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خطي شامل متغيرهاي  يکسر ريزيبرنامه معکوس سازيبهينه مسئلهسي ردر اين تحقيق، هدف تعميم و حل و بر

خطي و جزئيات حل آن  يکسر ريزيبرنامهمسئله تصميم کراندار است. در ادامه، در بخش دوم مفاهيم اوليه شامل 

 ريزيگردد. بخش سوم، شامل بيان مدل برنامهخطي بيان مي ريزيائل برنامه مسو شرايط مکمل زائد براي حل 

هاي در بخش سازي معکوس آن مدل است.خطي با متغيرهاي تصميم کراندار و روش پيشنهادي براي بهينه يکسر

 گيري کلي ارائه خواهد گرديد.يک مثال عددي از رويکرد پيشنهادي و بحث و نتيجه ،چهارم و پنجم
 

 اهزمینهمفاهیم مقدماتي و پیش -8

ائل مسخطي و جزئيات حل آن و سپس شرايط  مکمل زائد براي حل  يکسر ريزيبرنامهمسئله در اين بخش، ابتدا 

 گردند.خطي اوليه و دوگان يادآوري مي ريزيبرنامه
 

 ريزی کسری خطي و روند حل آنرنامهب -8-3

اين سازي است. کردن طيف وسيعي از مسائل بهينهيک مدل مهم و قوي براي فرموله ريزي کسري خطيبرنامه

ل هاي گوناگوني مثريزي است که در زمينهنامه، يک ابزار مهم برعمليات در تحقيق از فنون عنوان يکيهب مسئله

در مسائلي که  .است کار گرفته شدههريزي توليد، ارزيابي عملکرد، مالي و غيره بتخصيص منابع، حمل و نقل، برنامه

ريزي هبرنامکردن توليد باشد، طور کلي هدف بهينههکردن نسبت دو کميت مثل سود به سرمايه يا بهدف حداکثر

مجموع ساعات کاري مورد نياز براي  h(x)سود خالص و  g(x)عنوان مثال، اگر هکاربرد قابل توجهي دارد. بکسري 

𝑓(𝑥)تابع   xانجام يک کار توليدي باشد، براي هر جواب شدني مانند  =
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
خالص سود برگشتي هر ساعت  

و يکسري قيود خطي يک  h(x)و  g(x)تحت شرط خطي بودن  f(x)کاري است. بنابراين، مسئله ماکزيمم کردن 

 ريزي کسري خطي خواهد بود. برنامهمسئله 

محدوديت به حالت کوچکترمساوي   mمتغير و  nريزي کسري خطي شامل بدون کاستن از کليت، مسئله برنامه

 ( به شکل زير در نظر بگيريد:2خطي و متغيرهاي نامنفي را با مدل )

𝑚𝑎𝑥  
𝛼 + 𝑐𝑥

𝛽 + 𝑑𝑥
 

𝑠. 𝑡. 
𝐴𝑥 ≤ 𝑏                                                               (1) 
   𝑥 ≥ 0 

ستوني در  يک بردار bو  m×nيک ماتريس  Aو  𝑅𝑛بردارهاي سطري در  d و cاعداد حقيقي و  βو  αکه در آن 

𝑅𝑛   و𝑥 ∈ 𝑅𝑛  .بردار ستوني متغيرهاي تصميم است 

𝑔(𝑥)ا فرض کنيد (، ابتد2حل و بررسي مدل ) براي = 𝛼 + 𝑐𝑥   وℎ(𝑥) = 𝛽 + 𝑑𝑥    و𝑓(𝑥) =
𝑔(𝑥)

ℎ(𝑥)
 

𝑆  ( به صورت 2باشد و ناحيه شدني مدل ) = {𝑥: 𝐴𝑥 ≤ 𝑏 , 𝑥 ≥ 𝑆کنيد که   بيان شود. اولأ، فرض{0 ≠ ∅ 

ℎ(𝑥)و ثانيأ،  ≠ ( استفاده از تغيير 2تعريف نيست. يک روش حل مدل )صورت مدل خوش، چون در غير اين  0

 به توان ي کراندار را ميشدن ناحيه يک با خطي کسري ريزيهبرنامهر مسئله است، که  [20]ر پچارنز و کومتغير 

 Sروي  h(x)کارگيري اين روش بستگي به اين دارد که آيا هدر ضمن ب .نمود تبديل خطي ريزيمسئله برنامه يک

 شود:دقيقأ مثبت است يا دقيقأ منفي. حالات زير در نظر گرفته مي

 

https://farabegir.com/product/%d8%ac%d8%b2%d9%88%d9%87-%d8%af%d8%b1%d8%b3-%d8%aa%d8%ad%d9%82%db%8c%d9%82-%d8%af%d8%b1-%d8%b9%d9%85%d9%84%db%8c%d8%a7%d8%aa-%d9%be%db%8c%d8%b4%d8%b1%d9%81%d8%aa%d9%87/
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 : 3حالت 

𝑥∀،   :فرض کنيد ∈ 𝑆: ℎ(𝑥) > 𝛽) :مثال حالتي که نعنواه)ب 0 > 0 , 𝑑 ≥ ، آنگاه روش تغيير متغير 0

𝑡کوپر با تعريف متغير -چارنز =
1

𝛽+𝑑𝑥
( تبديل 1ريزي خطي به فرم )( به مسئله برنامه2گردد و مدل )انجام مي 

 شود:مي

𝑚𝑎𝑥  𝑐𝑦 + 𝛼𝑡 
𝑠. 𝑡. 
          𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0             (2) 
          𝑑𝑦 + 𝛽𝑡 = 1 
            𝑦, 𝑡 ≥ 0 

 نظر گرفته شده است. در tبراي مقادير نامنفي  y=xtکه در آن 

( و 2ريزي کسري )هاي برنامههاي شدني و بهينه مدلقضيه بعد جزئيات کامل در خصوص ارتباط بين جواب

 دارد.بيان مي Sکراني ناحيه شدني کراندار بودن يا بي ( را تحت1ريزي خطي )برنامه

𝑥∀کراندار باشد و همچنين  Sاگر مجموعه  الف(  [21] :3قضیه  ∈ 𝑆:ℎ(𝑥) > . آنگاه نتايج زير قابل حصول 0

 است:

a) اگر (y, t) ( باشد آنگاه 1جواب شدني مدل )t>0 يعني ،t .اکيدأ مثبت است 

b) ( جواب شدني داشته باشد.1( جواب شدني دارد اگر و تنها اگر مدل )2مدل ) 

c)  اگر�̃� ( باشد، آنگاه با فرض 2جواب شدني بهينه )=
1

𝑑�̃�+𝛽
 �̃�  و�̃� = �̃��̃� نقطه ،(ỹ, �̃�)  يک جواب شدني بهينه

 ( خواهد بود.1)

d) اگر(ỹ, �̃�) ( باشد، آنگاه 1يک جواب شدني بهينه )�̃� =
1

�̃�
�̃� ( است.2ي بهينه )يک جواب شدن 

𝑥∀بيکران و   Sاگر مجموعه  ب( ∈ 𝑆: ℎ(𝑥) >  دست خواهد آمد:هباشد، آنگاه نتايج زير ب 0

  (e( بيکران باشد، آنگاه تابع1اگر مدل )  هدفf(x)  نيز رويS .بيکران است 

 (f( يک جواب شدني بهينه متناهي مانند 2اگر مدل )�̅�  داشته باشد، آنگاه با فرض𝑡̅ =
1

𝑑�̅�+𝛽
�̅�و   = 𝑡̅�̅�  نقطه

(�̅�, 𝑡̅) ( است و برعکس اگر 1يک جواب شدني بهينه )(�̅�, 𝑡̅) ( با شرط 1جواب شدني بهينه )𝑡̅ > باشد، آنگاه  0

�̅� =
1

�̅�
�̅� ( خواهد بود.2جواب شدني بهينه ) 

(g  فرض کنيد𝛾 = 𝑖𝑛𝑓 {𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑆} اگر ،𝛾 ( جواب شدني دارد و 1متناهي باشد، آنگاه )𝛾 مقدار بهينه آن 

,𝑦)ست. همچنين اگر هر جواب شدني بهينه مانند ا 𝑡) ( در شرط 1از )t=0 ( جواب شدني 2صدق کند، آنگاه مدل )

 متناهي ندارد.

 : 8حالت 

𝑥∀ها تعيين کرد که: طور مستقيم از روي دادههفرض کنيد بتوان ب ∈ 𝑆: ℎ(𝑥) <  :مثال حالتي که نعنواه)ب، 0

(𝛽 < 0 , 𝑑 ≤  عينأ برقرار خواهند بود: 2( به فرم  زير، تمام نتايج قضيه 1آنگاه تنها با تغيير مدل )، 0

𝑚𝑎𝑥  𝑐𝑦 + 𝛼𝑡 
𝑠. 𝑡. 
          𝐴𝑦 − 𝑏𝑡 ≤ 0              
          𝑑𝑦 + 𝛽𝑡 = −1 
            𝑦, 𝑡 ≥ 0



 25                                                       کراندار ميتصم يرهايبا متغ يخط يکسر يزيرمسئله برنامه يمعکوس برا يسازنهيبه
 

   

 مسئله برنامه ريزي کسري خطي زير را حل کنيد:: 3مثال 

𝑚𝑎𝑥  𝑄(𝑥) =
8𝑥1 + 9𝑥2 + 4𝑥3 + 4

2𝑥1 + 3𝑥2 + 2𝑥3 + 7
 

𝑠. 𝑡. 
                      𝑥1 + 𝑥2 + 2𝑥3 ≤ 3             
                    2𝑥1 + 𝑥2 + 4𝑥3 ≤ 4 

           5𝑥1 + 3𝑥2 + 𝑥3 ≤ 15 
                         𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 ≥ 0 

 :شودمي تبديل خطي زير مسئله ريزي کسري فوق بهبرنامه کوپر مسئله-با استفاده از تبديلات چارنز
𝑚𝑎𝑥  𝑃(𝑡) = 8𝑡1 + 9𝑡2 + 4𝑡3 + 4𝑡0 
𝑠. 𝑡. 
               𝑡1 + 𝑡2 + 2𝑡3 − 3𝑡0 ≤ 0             
             2𝑡1 + 𝑡2 + 4𝑡3 − 4𝑡0 ≤ 0 

   5𝑡1 + 3𝑡2 + 𝑡3 − 15𝑡0 ≤ 0 

  2𝑡1 + 3𝑡2 + 2𝑡3 + 7𝑡0 = 1 
                       𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡0 ≥ 0

 صورت زير خواهد بود:هريزي خطي اخير به روش سيمپلکس جواب بهينه ببا حل مسئله برنامه

 𝑃(𝑡∗) = ∗𝑡و  2 = (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3) = (
1

15
,
1

15
,
2

15
, 0) 

 ريزي کسري خطي داراي جواب بهينه زير است:بنابراين مسئله برنامه

𝑥∗ = (
𝑡1
𝑡0
,
𝑡2
𝑡0
,
𝑡3
𝑡0
) = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (1,2,0) 

𝑄(𝑥∗)و همچنين  = 𝑃(𝑡∗) = 2 . 

 ريزی خطيهای برنامهشرايط مکمل زائد برای مدل -8-8

 به فرم متعارفي در نظر بگيريد: زير را (D)و دوگان آن  (P)ريزي خطي اوليه مسائل برنامه

𝑚𝑎𝑥  𝑐𝑥 
𝑠. 𝑡. 
          𝐴𝑥 ≤ 𝑏            (𝑃) 
            𝑥 ≥ 0 

 دوگان آن،  و

𝑚𝑖𝑛  𝑤𝑏 
𝑠. 𝑡. 
          𝑤𝐴 ≥ 𝑐           (𝐷) 
            𝑤 ≥ 0 

,xطوريکه در دو مسئله اخير  هب cϵ𝑅𝑛  و𝑏,𝑤𝜖𝑅𝑚  و همچنينA  يک ماتريسm×n  است. آنگاه قضيه مکمل

 زائد به شرح ذيل است:

باشند، آنگاه اين دو جواب براي  (D)و  (P)هاي شدني دلخواه  ترتيب جوابهب ∗𝑤و  ∗𝑥فرض کنيد [22] :8قضیه 

 اند اگر و تنها اگر:دو مسئله مذکور بهينه

{
(𝑤∗𝑎𝑗 − 𝑐𝑗)𝑥𝑗

∗ = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛

𝑤𝑖
∗(𝑏𝑖−𝑎

𝑖𝑥∗) = 0,         𝑖 = 1, . . . , 𝑚
 

 هستند. Aام ماتريس iسطر  𝑎𝑖ام و jستون  𝑎𝑗که در آن 

قبل براي هر  سازد. شرايط مکمل زائد منتج از قضيهبط مياين قضيه بسيار مهم، مسائل اوليه و دوگان را به هم مرت

 شوند:، به صورت زير خلاصه ميjو  iانديس 
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{
 
 

 
 

  

𝑥𝑗
∗ > 0 ⇒  𝑤∗𝑎𝑗 = 𝑐𝑗 

𝑤∗𝑎𝑗 > 𝑐𝑗  ⇒   𝑥𝑗
∗ = 0

𝑤𝑖
∗ > 0 ⇒  𝑎𝑖𝑥∗ = 𝑏𝑖

𝑎𝑖𝑥∗ < 𝑏𝑖  ⇒  𝑤𝑖
∗ = 0

 

 با متغیرهای تصمیم کراندار ريزی کسری خطيسازی معکوس برای برنامهبندی مسائل بهینهمدل -1

پس به گردد. سمتغيرهاي تصمميم کراندار بيان ميريزي کسري خطي با مسئله برنامهدر اين بخش ابتدا مدل کلي 

 سازي معکوس آن پرداخته خواهد شد.بحث بهينه

 با متغیرهای تصمیم کراندار ريزی کسری خطيبیان مسئله برنامه -1-3

مناسب  کارگيري روش حلهگيري کراندار هستند. لذا بسازي معمولأ متغيرهاي تصمميمبهينهدر بيشتر مسائل عملي 

با متغيرهاي تصميم  ريزي کسري خطيبرنامهبراي اين مسائل حائز اهميت است. جهت بيان فرم کلي مسئله 

𝐼با مجموعه انديس گذار  𝑥𝑗گيري متغير تصميم nکراندار، فرض کنيد اين مسئله داراي  = {1, 2, . . . , 𝑛} 

𝐽گذار )به جز قيود کرانداري( با مجموعه انديس قيد اصلي  mو  = {1, 2, . . . , 𝑚}  بدون کاستن باشد، آنگاه

 شود:( به شرح ذيل در نظر گرفته مي3مدل مسئله به فرم )از کليت  

𝑍 = 𝑀𝑎𝑥  
∑ 𝑐𝑗𝑥𝑗 + 𝑐0𝑗𝜖𝐽

∑ 𝑑𝑗𝑥𝑗 + 𝑑0𝑗𝜖𝐽
 

   𝑠. 𝑡. 

      ∑𝑎𝑖𝑗
𝑗𝜖𝐽

𝑥𝑗   ≤ 𝑏𝑖  , Ɐ 𝑖𝜖𝐼                    (3) 

               𝑙𝑗 ≤ 𝑥𝑗  ≤  𝑢𝑗 ,    Ɐ 𝑗𝜖𝐽 
 .هستند 𝑥𝑗هاي متناهي پايين و بالاي متغير ترتيب کرانهب 𝑢𝑗و  𝑙𝑗که در آن 

 ريزی کسریبرنامهسازی مسئله خطي -1-8

 ريزي کسري خطي، فرض کنيد برنامهبر اساس مطالب مطرح شده در بخش قبل در خصوص مسئله 

 طور پيوسته مشتقپذير باشد. آنگاهه( مثبت، ناحيه شدني آن کراندار و تابع هدف نيز ب3مخرج کسر تابع هدف مدل )

 . اين تغيير متغير برابر است با:شد ( تبديل خواهد0( به مدل برنامه ريزي خطي )3کوپر مدل )-با تغيير متغير چارنز

𝑡0 =
1

∑ 𝑑𝑗𝑥𝑗+𝑑0𝑗𝜖𝐽
,𝑗∀  و   𝑡𝑗 = 𝑥𝑗𝑡0. 

𝑥𝑗 تبديل مجموعه قيود کراندار بصورت  لذا با تغيير متغير يادشده و  − 𝑢𝑗 ≤ 𝑥𝑗−و  0  + 𝑙𝑗 ≤ ، j براي هر     0
 دست خواهد آمد:ه( به شرح ذيل ب0مدل خطي شده )

𝐾 = 𝑀𝑎𝑥   ∑𝑐𝑗𝑡𝑗 + 𝑐0
𝑗𝜖𝐽

𝑡0                                      (4)    

 𝑠. 𝑡.                                                                     

                     ∑𝑎𝑖𝑗
𝑗𝜖𝐽

𝑡𝑗  −  𝑏𝑖𝑡0 ≤ 0 ,     Ɐ 𝑖𝜖𝐼      

            ∑𝑑𝑗𝑡𝑗 + 𝑑0
𝑗𝜖𝐽

𝑡0 = 1 ,         

           −𝑡𝑗 + 𝑙𝑗𝑡0 ≤ 0 ,       Ɐ 𝑗𝜖𝐽 

                 𝑡𝑗 − 𝑢𝑗𝑡0 ≤ 0 ,        Ɐ 𝑗𝜖𝐽 

𝑡0 ≥ 0. 
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، باز با 1-2شده در بخش مطرح 1( منفي هم باشد، طبق حالت 3اگر مخرج کسر تابع هدف مدل ) کنيدالبته توجه 

( وجود عدد 0( حاصل خواهد شد، که تنها تفاوت آن با )0يک مدل خطي مشابه مدل )مربوط همان تغيير متغير 

 قيد دوم است. در سمت راست -2

گردد. به اين نحو که متغيرهاي دوگان متناظر مجموعه قيود اول ( معرفي مي0اکنون مسئله دوگان مدل خطي )

 µ𝑗و  𝜆𝑗ترتيب متغيرهاي دوگان هو براي دسته قيود سوم و چهارم ب wو براي تک قيد دوم متغير دوگان  𝑦𝑖برابر 

 ( به فرم زير خواهد بود:5( بصورت )0طي )شوند. آنگاه دوگان مدل خدر نظر گرفته مي
𝑀𝑖𝑛    𝑤                                                                       (5)     
 𝑠. 𝑡.                                                                                      

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐼

𝑦𝑖 + 𝑑𝑗𝑤 − 𝜆𝑗 + µ𝑗 = 𝑐𝑗,   Ɐ 𝑗𝜖𝐽  

              −∑𝑏𝑖
𝑖𝜖𝐼

𝑦𝑖 + 𝑑0𝑤 +∑𝑙𝑗
𝑗𝜖𝐽

 𝜆𝑗 −∑𝑢𝑗
𝑗𝜖𝐽

µ𝑗 ≥ 𝑐0          

      𝑦𝑖 ≥ 0 ,        Ɐ 𝑖𝜖𝐼 
𝜆𝑗, µ𝑗 ≥ 0 ,        Ɐ 𝑗𝜖𝐽 . 

ترتيب مقادير هب ∗𝐾و  ∗𝑍( جواب شدني بهينه متناهي داشته باشند و 0( و)3اگر مسائل ) 2طبق قضيه  :3نکته 

∗𝑍بهينه آن مسائل باشند، آنگاه  = 𝐾∗ همچنين طبق قضيه قوي دوگانگي اگر .𝑤∗ ( 5هم مقدار بهينه مدل )

∗𝑤باشد، آنگاه  = 𝐾∗ .و در نتيجه در صورت وجود جواب بهينه متناهي، مقدار بهينه سه مدل برابر است 

ايط مکمل زائد بين دو مسئله اوليه و دوگان استفاده سازي معکوس مدنظر از شردر ادامه براي ساختن مسئله بهينه

,𝑡0)گردد. فرض کنيد مي 𝑡)  و(𝑦, 𝜆, µ, 𝑤) ( و 0هاي شدني مسائل خطي اوليه و دوگان )ترتيب بردار جوابهب

اند اگر وتنها اگر در ها براي دو مسئله بهينه، اين جواب1( باشند، آنگاه طبق شرايط مکمل زائد منتج از قضيه 5)

 ( صدق کنند:2شرايط )

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

{
 
 

 
 ∑𝑎𝑖𝑗

𝑗𝜖𝐽

𝑡𝑗  −  𝑏𝑖𝑡0 < 0 ⇒  𝑦𝑖 = 0

𝑦𝑖   يا  > 0 ⇒∑𝑎𝑖𝑗
𝑗𝜖𝐽

𝑡𝑗 − 𝑏𝑖𝑡0 = 0

{
𝑡𝑗 > 𝑙𝑗𝑡0   ⇒ 𝜆𝑗 = 0

𝜆𝑗     يا > 0 ⇒ 𝑡𝑗 = 𝑙𝑗𝑡0

{
 𝑡𝑗 < 𝑢𝑗𝑡0 ⇒ µ𝑗 = 0

µ𝑗    يا > 0 ⇒ 𝑡𝑗 = 𝑢𝑗𝑡0

                          (6) 

 سازی معکوسمسئله بهینهتعديل ضرايب مدل برای تعیین  -1-1

( و متناظر آن 3با متغيرهاي تصميم کراندار ) ريزي کسري خطيمسئله برنامهيک جواب شدني از  �̅�فرض کنيد 

(𝑡0̅, 𝑡̅)  ( باشد. آنگاه ابتدا مجموعه0جواب شدني مدل )هاي شدني و گذار زير بر اساس اين جوابهاي انديس

 شوند:( تعريف مي2شرايط مکمل زائد )

{
 
 

 
 

  

𝐵 = {𝑖𝜖𝐼| ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑗𝜖𝐽 𝑡�̅� − 𝑏𝑖𝑡0̅ = 0}

𝐿 = {𝑗𝜖𝐽|𝑡�̅� = 𝑙𝑗𝑡0̅}

𝑈 = {𝑗𝜖𝐽|𝑡�̅� = 𝑢𝑗𝑡0̅}                                                  (7)

𝐹 = {𝑗𝜖𝐽|𝑙𝑗𝑡0̅ < 𝑡�̅� < 𝑢𝑗𝑡0̅}
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 گردند:خلاصه مي ( بازنويسي و8صورت )ه( ب2شرايط مکمل زائد ) (7)گذار هاي انديسبنابراين با توجه به مجموعه

{ 

𝑦𝑖 = 0    ∀iB                 
𝜆𝑗 = 0    ∀jL            (8)

µ𝑗 = 0   ∀jU                  
 

,𝑡0̅)طور معادل براي اينکه ه( يا ب3عنوان جوابي بهينه از مدل )هب �̅�کردن جواب شدني حال، براي تبديل 𝑡̅) عنوان هب

,𝑐0)( ضرايب 3کنيد در تابع هدف مدل )( تبديل شود، فرض 0جواب بهينه مدل ) 𝑐)  به(�̃�0, �̃�)   و ضرايب

(𝑑0, 𝑑)   به(�̃�0, �̃�)  تعديل شوند. آنگاه(𝑡0̅, 𝑡̅) ( خواهد بود اگر و تنها اگر جواب شدني 0جواب بهينه )

(𝑦, 𝜆, µ, 𝑤) ( موجود باشد، ب5براي مدل )( 5( و )0)شده، هر دو مسئله هاي انجامطوريکه با جايگزيني يا تعديله

( 9شده، بايد تمام شرايط )عبارت ديگر، از ترکيب حالات مطرحه( نيز صدق کنند. ب8همزمان در شرايط مکمل زائد )

 برقرار گردند:

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 ∑𝑎𝑖𝑗

𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + �̃�𝑗𝑤 − 𝜆𝑗 = �̃�𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝐿                           

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + �̃�𝑗𝑤 + µ𝑗 = �̃�𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝑈                             

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + �̃�𝑗𝑤 = �̃�𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝐹                                   (9)

−∑𝑏𝑖
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + �̃�0𝑤 +∑𝑙𝑗
𝑗𝜖𝐿 

 𝜆𝑗 −∑𝑢𝑗
𝑗𝜖𝑈

µ𝑗 ≥ �̃�0          

𝑦𝑖 ≥ 0  ∀i ∈ B  و   𝜆𝑗 ≥ 0  ∀j ∈ L   و    µ𝑗 ≥ 0  ∀j ∈ U .

 

 

�̃�لذا با فرض  = (�̃�0, �̃�)  و�̃� = (�̃�0, �̃�) و همچنين ‖𝑒 − f‖p = √ ∑ ej − fj 
p

jJ

𝑝

 ، آنگاه

�̃�‖کردن فاصله ( که در واقع حداقل3ريزي کسري خطي )براي مدل برنامه سازي معکوسبهينه مسئله  − 𝐶‖
𝑝

 

�̃�‖بعلاوه  − 𝐷‖
𝑝

 :دست خواهد آمده( به فرم زير ب27( است، با مدل )9تحت شرايط ) 
 

𝑀𝑖𝑛   ‖�̃� − 𝐶‖
𝑝
+ ‖�̃� − 𝐷‖

𝑝
                                              (10) 

   𝑠. 𝑡.                                                                                                   

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + �̃�𝑗𝑤 − 𝜆𝑗 = �̃�𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝐿  

                                 ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + �̃�𝑗𝑤 + µ𝑗 = �̃�𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝑈                                   

                       ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + �̃�𝑗𝑤 = �̃�𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝐹                                     

                     −∑𝑏𝑖
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + �̃�0𝑤 +∑𝑙𝑗
𝑗𝜖𝐿 

 𝜆𝑗 −∑𝑢𝑗
𝑗𝜖𝑈

µ𝑗 ≥ �̃�0                    

𝑦𝑖 ≥ 0, ∀i ∈ B 

   𝜆𝑗 ≥ 0, ∀j ∈ L 

              µ𝑗 ≥ 0,         ∀j ∈ U.           
 

𝐿𝑝( با تابع هدف شامل نرم 27واضح است که مدل ) = ‖. ‖𝑝 ريزي خطي نيست. لذا براي حل يک مسئله برنامه

دست آورد و آنها همناسب بسازي را با تبديلات هاي متداول بهينهتوان مدلمي pاي بستگي به مقدار چنين مسئله

𝑝يعني  p( به ازاي مقادير پرکاربرد 27را حل و بحث نمود. در ادامه، مدل ) = 1,  گيرد.مورد بررسي قرار مي ∞,2

 



 29                                                       کراندار ميتصم يرهايبا متغ يخط يکسر يزيرمسئله برنامه يمعکوس برا يسازنهيبه
 

   

 𝐿1سازی معکوس با نرم مسئله بهینه -1-1-3

با همان قيود  بکار گرفته شود، آنگاه مسئله حاصل 𝐿1( نرم 27بهينه سازي معکوس بدست آمده )اگر براي مدل 

 ( داراي تابع هدف زير است:27مدل )

𝑀𝑖𝑛    ∑|�̃�𝑗 − 𝑐𝑗| + ∑|�̃�𝑗 − 𝑑𝑗|

𝑗∈𝐽0𝑗∈𝐽0

 

𝐽0که در آن  = 𝐽 ∪ {0} . 

، شدن است. براي اين منظورطور مشخص، اين تابع خطي نيست ولي با يک تغيير متغير استاندارد قابل خطيهب

𝑗فرض کنيد براي هر  ∈ 𝐽0  مقادير𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 , 𝜑𝑗 , 𝜃𝑗 ≥  طوريکه:هموجود باشند ب 0

 �̃�𝑗 − 𝑐𝑗 = 𝛼𝑗 − 𝛽𝑗    و�̃�𝑗 − 𝑑𝑗 = 𝜑𝑗 − 𝜃𝑗 
 

�̃�𝑗| لذا با توجه به فرض  − 𝑐𝑗| = |𝛼𝑗 − 𝛽𝑗|   و     همچنين𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 ≥  دو حالت وجود دارد: 0

�̃�𝑗الف( اگر  − 𝑐𝑗 ≥  باشد، آنگاه: 0

   𝛽𝑗 = 𝛼𝑗و    0 = �̃�𝑗 − 𝑐𝑗 

�̃�𝑗ب( اگر  − 𝑐𝑗 <  باشد، آنگاه: 0

   𝛼𝑗 = 𝛽𝑗و    0 = −(�̃�𝑗 − 𝑐𝑗) 

 بنابراين، در هر صورت:

  |�̃�𝑗 − 𝑐𝑗| =   𝛼𝑗 + 𝛽𝑗،و به همين دليل    . |�̃�𝑗 − 𝑑𝑗| =   𝜑𝑗 + 𝜃𝑗 
 

صورت  توانند همزمان مثبت باشند، چون در غير ايننمي 𝛽𝑗و  𝛼𝑗در ضمن بايد در نظر داشت که مقادير نامنفي 

ش داد بدون آنکه هيچ قيدي نقض شود و بدون آنکه مقدار تابع هدف بدتر شود. توان يکي از آنها را به صفر کاهمي

𝛼𝑗𝛽𝑗عبارت ديگر: به = 𝜑و به همين دليل  0
𝑗
𝜃𝑗 = 0. 

 شده عبارتند از:نهايت با انجام تغيير متغيرهاي فوق پارامترهاي تعديل در

∀𝑗 ∈ 𝐽0:    �̃�𝑗 = 𝛼𝑗 − 𝛽𝑗 + 𝑐𝑗   و    �̃�𝑗 = 𝜑𝑗 − 𝜃𝑗 + 𝑑𝑗  

 ( تبديل خواهد شد:22به مدل ) 𝐿1 ( با نرم27مدل بهينه سازي معکوس )و 
 

𝑀𝑖𝑛  ∑(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 + 𝜑𝑗 +

𝑗∈𝐽0

 𝜃𝑗)                                                                     (11)           

 𝑠. 𝑡.                                                                                                                                      

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + (𝜑𝑗 − 𝜃𝑗)𝑤 + 𝑑𝑗𝑤 − 𝜆𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 = 𝑐𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝐿  

                                ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + (𝜑𝑗 − 𝜃𝑗)𝑤 + 𝑑𝑗𝑤 + µ𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 = 𝑐𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝑈                                   

                    ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + (𝜑𝑗 − 𝜃𝑗)𝑤 + 𝑑𝑗𝑤 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 = 𝑐𝑗 , Ɐ 𝑗𝜖𝐹                                     

     −∑𝑏𝑖
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + (𝜑0 − 𝜃0)𝑤 + 𝑑0𝑤 +∑𝑙𝑗
𝑗𝜖𝐿 

 𝜆𝑗 −∑𝑢𝑗
𝑗𝜖𝑈

µ𝑗 − 𝛼0 + 𝛽0 ≥ 𝑐0, 

𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 , 𝜑𝑗 , 𝜃𝑗 ≥ 0,      ∀ 𝑗 ∈ 𝐽0 

𝑦𝑖 ≥ 0,                    ∀i ∈ B 

   𝜆𝑗 ≥ 0,                ∀j ∈ L 

              µ𝑗 ≥ 0,                ∀j ∈ U.           
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خلاف خطي بودن تابع هدف آن، بر مبناي قيودش با بردار متغيرهاي  ( بر22مدل بهينه سازي معکوس )

(𝛼, 𝛽, 𝜑, 𝜃, 𝜆, µ, 𝑦, 𝑤)  خطي موجود ريزي غيرهاي حل مسائل برنامهيک مدل خطي نيست. اين مدل با روش

 قابل حل است.  Lingoو  MATLABيا نرم افزارهايي مانند 

با  �̅�کردن جواب شدني (، هدف بهينه3سازي معکوس مدل )بهينهگيرنده، براي اما اگر بر اساس نظر اوليه تصميم

طوري ه( به شرح ذيل حل گردد. ب21بايستي مدل ) 2باشد، آنگاه با توجه به نکته  ∗𝑍مقدار بهينه مشخصي مانند 

 هاي موجود متداول از جمله روش سيمپلکس قابل حل است:تمام روش که يک مدل کاملأ خطي خواهد شد و  با
 

𝑀𝑖𝑛  ∑(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 + 𝜑𝑗 +

𝑗∈𝐽0

 𝜃𝑗)                                                                                (12)  

 𝑠. 𝑡.                                                                                                                                     

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗  −𝜆𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗 , Ɐ 𝑗𝜖𝐿  

  ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗 + µ𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗    = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗  ,        Ɐ 𝑗𝜖𝑈 

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗    = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗  ,           Ɐ 𝑗𝜖𝐹 

                −∑𝑏𝑖
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

0
− 𝑍∗𝜃0 +∑𝑙𝑗

𝑗𝜖𝐿 

 𝜆𝑗  −∑𝑢𝑗
𝑗𝜖𝑈

µ𝑗 − 𝛼0 + 𝛽0  ≥ 𝑐0 − 𝑍
∗𝑑0 ,   

𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 , 𝜑𝑗 , 𝜃𝑗 ≥ 0,      ∀ 𝑗 ∈ 𝐽0 

𝑦𝑖 ≥ 0,                    ∀i ∈ B 

   𝜆𝑗 ≥ 0,                ∀j ∈ L 

              µ𝑗 ≥ 0,                ∀j ∈ U.           
 

ورد م سازي معکوس مربوط به مدليافتن مدل بهينه منظورنابراين تمام مباحث مطرح شده قبل در اين بخش، به ب

 توان در قضيه بعد خلاصه نمود:( را مي3) مطالعه
 

( با 3با متغيرهاي تصميم کراندار ) ريزي کسري خطيمسئله برنامهيک جواب شدني از  �̅�فرض کنيد  :1قضیه 

,𝑡0̅)( و 0هاي )صادق در مجموعه ∗𝑍مقدار بهينه مشخص 𝑡̅)  ( باشد. آنگاه 0در مدل ) متناظر آن جواب شدني�̅� 

با تعديل زير بر اساس جواب بهينه   ( خواهد بود، اگر ضرايب تابع هدف پارامتري آن مدل3جواب بهينه مدل )

 (𝛼∗, 𝛽∗, 𝜑∗, 𝜃∗, 𝜆∗, µ∗)( تحت نرم 21از مدل خطي )𝐿1 دست آيند:هب 

. ∀𝑗 ∈ 𝐽0: {
�̃�𝑗 = 𝛼𝑗

∗ − 𝛽𝑗
∗ + 𝑐𝑗

 �̃�𝑗 = 𝜑𝑗
∗
− 𝜃𝑗

∗ + 𝑑𝑗
 

 

 𝐿2سازی معکوس با نرم مسئله بهینه -1-1-8

در نظر گرفته شود، آنگاه مسئله حاصل با همان  𝐿2( نرم 27سازي معکوس بدست آمده )بهينهحال اگر براي مدل 

 ( داراي تابع هدف زير است:27قيود مدل )

𝑀𝑖𝑛    √∑|�̃�𝑗 − 𝑐𝑗|
2

𝑗∈𝐽0

2 + √∑|�̃�𝑗 − 𝑑𝑗|
2

𝑗∈𝐽0

2  

 

 0سازي تابع هدف صورت پذيرد، آنگاه قضيه لذا اگر همان تغيير متغير استاندارد حالت قبل به کار رفته و ساده

 ( خواهد بود.3سازي معکوس از مدل )بررسي مدل بهينه خلاصه مباحث مربوط به حل و
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( با 3با متغيرهاي تصميم کراندار ) ريزي کسري خطيمسئله برنامهيک جواب شدني از  �̅�فرض کنيد  :0قضیه 

,𝑡0̅)( و 0هاي )صادق در مجموعه ∗𝑍مقدار بهينه مشخص 𝑡̅)  ( باشد. آنگاه 0در مدل ) متناظر آن جواب شدني�̅� 

با تعديل زير بر اساس جواب بهينه   ( خواهد بود، اگر ضرايب پارامتري تابع هدف آن مدل3جواب بهينه مدل )

 (𝛼∗, 𝛽∗, 𝜑∗, 𝜃∗, 𝜆∗, µ∗)( تحت نرم 23از مدل درجه دوم )𝐿2 دست آيند:هب 

. ∀𝑗 ∈ 𝐽0: {
�̃�𝑗 = 𝛼𝑗

∗ − 𝛽𝑗
∗ + 𝑐𝑗

 �̃�𝑗 = 𝜑𝑗
∗
− 𝜃𝑗

∗ + 𝑑𝑗
 

 

هاي حل مربوطه، مانند روش است و با روشدرجه دوم از نوع ريزي غيرخطي ( يک مدل برنامه23طوريکه مدل )هب

 افزارهاي موجود قابل حل خواهد بود.ولف يا نرم
 

𝑀𝑖𝑛  ∑(

𝑗∈𝐽0

𝛼2𝑗 + 𝛽
2
𝑗
+ 𝜑

2

𝑗
+ 𝜃2𝑗)                                                                             (13) 

 𝑠. 𝑡.                                                                                                                                         

    ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗 − 𝜆𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗 , Ɐ 𝑗𝜖𝐿   

       ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗 + µ𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗  = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗  ,        Ɐ 𝑗𝜖𝑈   

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗   = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗  ,           Ɐ 𝑗𝜖𝐹 

               −∑𝑏𝑖
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

0
− 𝑍∗𝜃0 +∑𝑙𝑗

𝑗𝜖𝐿 

 𝜆𝑗  −∑𝑢𝑗
𝑗𝜖𝑈

µ𝑗 − 𝛼0 + 𝛽0  ≥ 𝑐0 − 𝑍
∗𝑑0 , 

𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 , 𝜑𝑗 , 𝜃𝑗 ≥ 0,      ∀ 𝑗 ∈ 𝐽0 

𝑦𝑖 ≥ 0,                    ∀i ∈ B 

   𝜆𝑗 ≥ 0,                ∀j ∈ L 

              µ𝑗 ≥ 0,                ∀j ∈ U.           
 

 ∞Lسازی معکوس با نرم مسئله بهینه -1-1-1

نماد  با fو  e، که براي دو بردار مفروض ∞L( نرم 27دست آمده )هسازي معکوس ببهينهاگر براي مدل سرانجام 
‖𝑒 − f‖∞ = max

𝑗
ej − fj | گردد، در نظر گرفته شود. آنگاه تابع هدف مدل با تغيير متغيرهاي زير معرفي مي

 گردد: ريزي خطي تبديل ميسازي معکوس به يک مدل برنامهبهينه و مسئله گرديد خواهد بازنويسي

 

‖�̃� − 𝐶‖
∞
= max

𝑗∈𝐽0
|�̃�𝑗 − 𝑐𝑗| = 𝛿1 

‖�̃� − 𝐷‖
∞
= max

𝑗∈𝐽0
|�̃�𝑗 − 𝑑𝑗| = 𝛿2 

 

 :طبق تغيير متغير استاندارد حالت اول يعني عبارت ديگربه

 �̃�𝑗 − 𝑐𝑗 = 𝛼𝑗 − 𝛽𝑗    و�̃�𝑗 − 𝑑𝑗 = 𝜑𝑗 − 𝜃𝑗 

 دست خواهند آمد.هعنوان خلاصه اين حالت بهبا قضيه بعد بهمراه ( 20) جديد به فرم ريزي خطيمدل برنامهيک 
 

( با 3با متغيرهاي تصميم کراندار ) ريزي کسري خطيمسئله برنامهيک جواب شدني از  �̅�فرض کنيد  :8قضیه 

,𝑡0̅)( و 0هاي )صادق در مجموعه ∗𝑍مقدار بهينه مشخص 𝑡̅)  ( باشد. آنگاه 0در مدل ) متناظر آن جواب شدني�̅� 

 با جواب  و با تعديل زير  ( خواهد بود، اگر ضرايب تابع هدف پارامتري آن مدل3جواب بهينه مدل )

 (𝛼∗, 𝛽∗, 𝜑∗, 𝜃∗, 𝜆∗, µ∗, 𝛿1
∗, 𝛿2

 دست آيند:هب ∞L( تحت نرم 20مدل خطي )به عنوان جواب بهينه  (∗
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. ∀𝑗 ∈ 𝐽0: {
�̃�𝑗 = 𝛼𝑗

∗ − 𝛽𝑗
∗ + 𝑐𝑗

 �̃�𝑗 = 𝜑𝑗
∗
− 𝜃𝑗

∗ + 𝑑𝑗
 

 

ذيل به شرح  (20ا مدل )ب ∞Lسازي معکوس تحت نرم بهينه  مدل شده فوق،بر اساس توضيحات بيان طوريکههب

 است:
 

𝑀𝑖𝑛     𝛿1 + 𝛿2                                                                                                                 (14) 
 𝑠. 𝑡.                                                                                                                                          

   ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗 − 𝜆𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗   = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗  , Ɐ 𝑗𝜖𝐿 

     ∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗 + µ𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗   = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗  ,        Ɐ 𝑗𝜖𝑈 

∑𝑎𝑖𝑗
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

𝑗
− 𝑍∗𝜃𝑗 − 𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 = 𝑐𝑗  − 𝑍

∗𝑑𝑗  ,           Ɐ 𝑗𝜖𝐹   

                −∑𝑏𝑖
𝑖𝜖𝐵

𝑦𝑖 + 𝑍
∗𝜑

0
− 𝑍∗𝜃0 +∑𝑙𝑗

𝑗𝜖𝐿 

 𝜆𝑗  −∑𝑢𝑗
𝑗𝜖𝑈

µ𝑗 − 𝛼0 + 𝛽0  ≥ 𝑐0 − 𝑍
∗𝑑0 , 

𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 ≤ 𝛿1,       ∀𝑗 ∈ 𝐽0 
𝜑
𝑗
+ 𝜃𝑗 ≤ 𝛿2,       ∀𝑗 ∈ 𝐽0 

 

𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 , 𝜑𝑗 , 𝜃𝑗 ≥ 0,      ∀ 𝑗 ∈ 𝐽0 

𝑦𝑖 ≥ 0,                    ∀i ∈ B 

   𝜆𝑗 ≥ 0,                ∀j ∈ L 

              µ𝑗 ≥ 0,                ∀j ∈ U.           

𝛿1, 𝛿2 ≥ 0                            
 

 به جواب شدني يبستگ معکوس مسئله وجود باشد، داشته وجود معکوس مسئلههميشه لزومي ندارد که : 8نکته 

 بنابراين اين تحقيقمقدار تابع هدف کران بالا و پائين  مشخصي دارد.  زيرا. دارد ∗𝑍 مقدار تابع هدفو   �̅� داده شده

 گردد.مي محدود داشت، خواهد وجود مسئله معکوس که هاييبراي موقعيت

 عددیمثال نتايج و   -4

 بيان مي گردد. عددي روش پيشنهادي يک مثالو نحوه کارکرد  در اين بخش جهت نمايش

 ( به شرح زير را در نظر بگيريد:25مسئله برنامه ريزي کسري خطي با متغيرهاي کراندار ): 2مثال 

        𝑚𝑎𝑥        𝑍 =
𝑥2 + 1

𝑥1 + 3
                             (15) 

𝑠. 𝑡.                                           
               −𝑥1 + 𝑥2 ≤ 1             

     𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 7 

          0 ≤ 𝑥1 ≤ 5   
           0 ≤ 𝑥2 ≤ 2   

 

 

 برابر است با: کوپر-( بر اساس تغيير متغير چارنز25آنگاه مدل خطي متناظر )

𝑚𝑎𝑥  𝐾 = 𝑡0 + 𝑡2                               (16) 
𝑠. 𝑡. 
                    −𝑡0  −  𝑡1 + 𝑡2 ≤ 0             
                −7𝑡0  + 𝑡1 + 2𝑡2 ≤ 0 

              −5𝑡0 + 𝑡1 ≤ 0   
              −2𝑡0 + 𝑡2 ≤ 0   
                   3𝑡0  + 𝑡1 = 1     
                     𝑡0, 𝑡1, 𝑡2 ≥ 0 
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∗𝑡( به روش سيمپلکس، جواب بهينه 22با حل مدل ) = (𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) = (
1

4
,
1

4
,
1

2
 با مقدار بهينه  (

𝐾∗ =
3

4
 ∗𝑍با مقدار بهينه  ∗𝑥( شامل جواب بهينه 25ريزي کسري خطي )آيد. بنابراين مسئله برنامهدست ميهب 

 است:

. 𝑥∗ = (
𝑡1
𝑡0
,
𝑡2
𝑡0
) = (𝑥1, 𝑥2) = ∗𝑍 و   (1,2) =

3

4
 

 

�̅�حال با بهينه سازي معکوس فرض کنيد جواب شدني  = ( با مقدار بهينه 25بخواهد جواب بهينه مدل ) (5,1)

𝑍∗ = ، يعني عملأ يک مقدار بهينه بهتر، باشد. آنگاه هدف اين است که معين شود براي ضرايب متغيرهاي تابع 1

 هدف چه تعديلي بايستي انجام گردد. 

�̅�( با جواب شدني 0) ر روابطد هاي معرفي شدهابتدا مجموعه  = ( و معادل آن جواب شدني  25) مدل از (5,1)

(𝑡0̅, 𝑡1̅, 𝑡2̅) = (
1

8
,
5

8
,
1

8
 ( عبارتند از:22)مدل از  (

.𝐵 = 𝐿  و  {2} = 𝑈  و  ∅ = 𝐹  و  {1} = {2} 

( بر اساس مدل خطي 25مربوط به مسئله ) L1معکوس تحت نرم  سازيمدل بهينههاي فوق، لذا با توجه به مجموعه

 :دست خواهد آمد( به20فرم )( به 21)

𝑀𝑖𝑛  ∆=∑(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 + 𝜑𝑗 + 𝜃𝑗)

2

𝑗=0

                                               (17) 

 𝑠. 𝑡. 

       𝑎21𝑦2 + 𝑍
∗𝜑

1
− 𝑍∗𝜃1 + µ1 − 𝛼1 + 𝛽1 = 𝑐1 − 𝑍

∗𝑑1 

       𝑎22𝑦2 + 𝑍
∗𝜑

2
− 𝑍∗𝜃2 − 𝛼2 + 𝛽2 = 𝑐2 − 𝑍

∗𝑑2 

     − 𝑏2𝑦2 + 𝑍
∗𝜑

0
− 𝑍∗𝜃0  − 𝑢1 µ1 − 𝛼0 + 𝛽0 ≥ 𝑐0 − 𝑍

∗𝑑0 
𝑦2 ,  µ1 ≥ 0,                     

𝛼𝑗, 𝛽𝑗 , 𝜑𝑗 , 𝜃𝑗 ≥ 0,      ∀ 𝑗 ∈ {0, 1, 2} 
 

∗𝑍( و مقدار پيشنهادي 25با جايگذاري ضرايب عددي از مسئله ) =  گردد:( بازنويسي مي28( به فرم )20مدل ) ،1

𝑀𝑖𝑛  ∆=∑(𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 + 𝜑𝑗 + 𝜃𝑗)

2

𝑗=0

                                              (18) 

 𝑠. 𝑡. 

      𝑦2 + 𝜑1 − 𝜃1 + µ1 − 𝛼1 + 𝛽1 = −1 

      2𝑦2 + 𝜑2 − 𝜃2 − 𝛼2 + 𝛽2 = 1 

   −7𝑦2 + 𝜑0 − 𝜃0  − 5 µ1 − 𝛼0 + 𝛽0 ≥ −2 
𝑦2 ,  µ1 ≥ 0,                     

𝛼𝑗, 𝛽𝑗 , 𝜑𝑗 , 𝜃𝑗 ≥ 0,      ∀ 𝑗 ∈ {0, 1, 2} 
 

افزاري قابل حل ( يک مدل برنامه ريزي خطي است که با روش سيمپلکس و حتي بدون نياز به هيچ نرم28)مدل 

=∗∆هاي بهينه دگرين با مقدار بهينه است. با حل اين مدل جواب
12

7
توان آنها را در دست خواهند آمد، که ميهب 

 چهار دسته بيان نمود. 
 

 جواب بهينه اول برابر است با:حالت اول: 

{
𝜶𝟏
∗ =

𝟗

𝟕
𝝋𝟐   و   

∗ =
𝟑

𝟕
𝒚𝟐   و  

∗ =
𝟐

𝟕

مابقي متغيرها    = 0
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 عبارتند از: 3شده تابع هدف بر اساس قضيه در اين حالت پارامترهاي تعديل

{
�̃� = (�̃�0, �̃�1, �̃�2) = (1,

9

7
, 1)

�̃� = (�̃�0, �̃�1, �̃�2) = (3, 1,
3

7
)

 

 

�̅�شدن نقطه شدني ( براي بهينه25لذا تابع هدف جديد مدل ) = ∗𝑍 با  (5,1) =  برابر است با:1

        𝑚𝑎𝑥        𝑍1(𝑥) =

9

7
𝑥1 + 𝑥2 + 1

𝑥1 +
3

7
𝑥2 + 3

 
 

 جواب بهينه دوم برابر است با:حالت دوم: 

{
𝜶𝟏
∗ =

𝟗

𝟕
𝜷𝟐   و   

∗ =
𝟑

𝟕
𝒚𝟐   و  

∗ =
𝟐

𝟕

مابقي متغيرها    = 0
  

 

 اين حالت نيز عبارتند از: شده تابع هدفپارامترهاي تعديل

{
�̃� = (�̃�0, �̃�1, �̃�2) = (1,

9

7
,
4

7
)

�̃� = (�̃�0, �̃�1, �̃�2) = 𝐷 = (3, 1, 0)
 

 

∗𝑍 با  �̅�شدن نقطه شدني ( براي بهينه25تابع هدف جديد نيز از مدل ) =  برابر است با:1

        𝑚𝑎𝑥        𝑍2(𝑥) =

9

7
𝑥1 +

4

7
𝑥2 + 1

𝑥1 + 3
 

 

 جواب بهينه سوم برابر است با:حالت سوم: 

{
𝜃𝟏
∗ =

𝟗

𝟕
𝜷𝟐   و   

∗ =
𝟑

𝟕
𝒚𝟐   و  

∗ =
𝟐

𝟕

مابقي متغيرها    = 0
  

 

 شده تابع هدف اين حالت برابرند با:پارامترهاي تعديل 

{
�̃� = (�̃�0, �̃�1, �̃�2) = (1, 0,

4

7
)

�̃� = (�̃�0, �̃�1, �̃�2) = (3,− 
2

7
, 0)

 

 

∗𝑍 با  �̅�شدن نقطه شدني ( براي بهينه25و تابع هدف جديد سوم از مدل ) =  برابر است با:1

        𝑚𝑎𝑥        𝑍3(𝑥) =

4

7
𝑥2 + 1

− 
2

7
𝑥1 + 3

 
 

 جواب بهينه چهارم برابر است با:حالت چهارم: 

{
𝜃𝟏
∗ =

𝟗

𝟕
𝝋𝟐   و   

∗ =
𝟑

𝟕
𝒚𝟐   و  

∗ =
𝟐

𝟕

مابقي متغيرها    = 0
  

 

 شده تابع هدف عبارتند از:و پارامترهاي تعديل

{
�̃� = (�̃�0, �̃�1, �̃�2) = 𝐶 = (1, 0, 1)

�̃� = (�̃�0, �̃�1, �̃�2) = (3,− 
2

7
,
3

7
)
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∗𝑍 با  �̅�شدن نقطه شدني ( جهت بهينه25تابع هدف جديد چهارم براي مدل ) ،سرانجام =  برابر است با:1

        𝑚𝑎𝑥        𝑍4(𝑥) =
𝑥2 + 1

− 
2

7
𝑥1 +

3

7
𝑥2 + 3

 
 

دست آمد، که براي هسازي معکوس بهاي متفاوتي از بهينهحالت �̅�شده جهت نقطه شدني بنابراين براي مثال مطرح

 بهينه پيشنهادي برقرار بود، يعني:همه آنها مقدار 
.𝑍1(�̅�) = 𝑍2(�̅�) = 𝑍3(�̅�) = 𝑍4(�̅�) = 𝑍∗ = 1 

 

�̅�براي جواب شدني خاص در مثال اخير،  از مسئله معکوسمختلف هاي حالت حصول در ضمن = با  (5,1)

 𝑍∗ = ممکن است براي هر جواب شدني ديگر و  1طبق نکته در نظر داشت  يستيبا، ميسر گرديد. ولي در کل 1

 تغيير مقدار بهينه آن اين اتفاق رخ ندهد. يا
 

 بحث و نتیجه گیری  – 8

عنوان هرود. بسازي معکوس يک مبحث بسيار مهم در تحقيقات روزمره و کاربردهاي عملياتي به شمار ميبهينه

اري گذنمونه، زماني که در بحث توليد و تجارت به دلايل مختلف مانند عملکرد نامناسب منابع، يک کار سرمايه

 هاي موجودها با در دست گرفتن موقعيتتوان به کمک اين روشتواند تقاضاي بازار را به موقع پاسخ دهد، مينمي

 و تغيير در ضرايب هزينه و يا سود، نبض بازار را به دست گرفت.

مورد بررسي  خطي با متغيرهاي تصميم کراندار يکسر ريزيبرنامه ئلهبراي مس معکوس سازيمقاله، بهينه اين در

رهاي سازي يا معکوس آنها، متغيمسائل بهينه ردد که در بيشترگگرفت. اهميت اين تحقيق از اين حيث مطرح مي قرار

سازي هطوريکه حتي در بهينهشود. بتصميم معمولأ کراندار هستند و براي آنها حد و مرز بالا و پايين در نظر گرفته مي

ا هاي بيشتري نسبت به  مسائل بريزي با متغيرهاي کراندار مراحل و محدوديتبرنامهمستقيم، حل و بررسي مسائل 

 سازينهيبه نهيدر زم يقبل يقاتيتحق يکارها نيکار با آخر نيلذا عمده تفاوت امتغيرهاي صرفأ نامنفي وجود دارد.  

و  ميتصم يرهايدن متغبوبحث کراندار ني[، هم20-29مانند ] ،يخط يکسر يزيرمسئله برنامه براي معکوس

[ با 29] ايو آر نياست. البته کار انجام شده توسط جا يپارامتر لينرم تعد ايکردن نوع فاصله ليتکم نيهمچن

 يکراندار طيعلاوه بر نداشتن شرا ،قيدر آن تحق  رايبرخوردار نبوده است.  ز ياز اقبال کامل ،ينامنف يرهايمتغ

معکوس  سازينهيبه تيسئوال است. در واقع، ماه ريز زيمعکوس ن سازينهيبحث به ياصل تيماه رهايمتغ

در  ليتابع هدف است نه تعد بيضرا يعني ،ينگيموثر در به بيضرا ليدلخواه با تعد يجواب شدن کينمودن نهيبه

خاص  يک مثال عددي ،در پايان اين تحقيق بودن مسئله است. ينشدن اي يکه مربوط به شدن ،مسئله وديق بيضرا

هاي ريزي خطي شامل جوابيک مسئله برنامه L1حاصل آن با نرم  معکوس سازيبهينهمطرح گرديد که مسئله 

طور کامل تعديل پارامترهاي تابع هدف هطوريکه اين مثال توانست در حالات مختلف و بهدگرين )چندگانه( بود. ب

 تجزيه و تحليل قرار دهد. مورد تصميم کراندار راخطي با متغيرهاي  يکسر ريزيبرنامهيک مدل 
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