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 چکیده 

از   فضاها با استفاده  نیدرجه دوم در ا یمعادلات تابع  یداریو پا   یفاز  دارنرم−pشبه   یفضاها  یمقاله به بررس  نیدر ا

 یآن بررس  ی هایژگیاز و  ی و برخ  شودیم   فیتعر  یفاز  دارنرم−pشبه  ی.  ابتدا فضامیپرداز  ی روش نقطه ثابت م 

معادلات    نیاولام ا-رزیها  یداری پا  تا یشود و نهایم  یمعرف   ریز  افتهیدرجه دوم توسعه    ی . سپس، معادلات تابعشودیم

 . ردیگیقرار م یمورد بررس یفاز دارنرم−pشبه  ی در فضاها ی تابع
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 مقدمه  - 1

ائل  ـاز مس  ی تعداد  ،3نیسکانسیدانشگاه و  اتیاض یمشهور در باشگاه ر  یسخنران  کی  در2م ، اولا1940سال    زییدر پا

شناخته شد.    ی معادلات تابع  یداری پا  هینظر  یبرا  یبه عنوان نقطه آغاز  یسخنران  ن ی. ا]1[ده را ارائه نمودـحل نش

توان ادعا نمود که  یم  ا یبرقرار باشد، آ  باًیتقر  هیقض   ک یاگر فرض  "سوال مطرح کرد:    ن یرا با ا  یداری اولام مسئله پا

 "برقرار خواهد ماند؟  باًیتقر زین هیحکم قض

 ی بیجواب تقر  یدارا  یفرض  یتابع  یاگر معادله":  شودیصورت مطرح م  نیبه ا  یمعادلات تابع   یبرا  یداریپا  مسئله

اندازه کاف   یبیجواب تقر   نیا  ای باشد، آ  یدلخواه خواهد   کینزد  یفرض  یتابع  یاز معادله  قیجواب دق  کیبه    یبه 

توسط   1941پاسخ به سوال اولام در سال  نیاول .مییگو داریرا پا یفرض یتابع یاگر پاسخ مثبت باشد، معادله "بود؟

شد و باعث جلب توجه    اتیاضیدر ر  د یجد  یقاتی حوزه تحق  کیپاسخ موجب شروع    نیا.  ]2[د یگرد  مطرح  4رزیها

صورت گرفت   ی معادلات تابع  یداریپا   یدر جهت بررس  یادی ز  یهاپاسخ، تلاش  نیشد. پس از ا  دانانیاضیاز ر  یاریبس

   .افتیتوسعه  نهی زم نیدر ا ی گوناگون  یهای و تئور

  اگر نگاشت  دلخواه،  0  هر مقدار  یثابت کرد که برا  رزیها
1 2:f E E→باناخ  یفضاها   یرو  بر  

1E  و
2Eبا یتقر  

)  یرابطه  یعن ی  باشد،  5یجمع ) ( ) ( )f x y f x f y+ − − ‖ م  برقرار  ‖ آنگاه  مقداریباشد،  0kتوان     و  

یکتای  ینگاشت جمع
1 2:A E E→یکه رابطه  یبه طور  افتی را 

( ) ( )A x f x− ‖ ‖ 

پا  رزیباشد. روش استفاده شده توسط ها  برقرار اثبات    "میروش مستق"به عنوان    یجمع  ی تابع  یمعادله  یداریدر 

گردد، آن  ثابت  و با استفاده از تابع کنترل رزیها  هیمشابه با قض ی تابع یمعادله  کی یداری. اگر پاشودیشناخته م

 نامند. یاولام م -رزیها یداریرا پا

  نشان داد که اگر یتوانست قضیه هایرز را بهبود بخشد. آئوک 6ی ، آئوک1950در سال 
0 0  0  و 1p   چنان 

  نگاشت یموجود باشند که برا
1 2:f E E→ باناخ ی فضاها یرو بر  

1E   و
2E یرابطه 

0

( ) ( ) ( )

( )p p

f x y f x f y

x y

+ − −

 +

‖ ‖

                    ‖ ‖ ‖ ‖
 

آنــباش  برقرار نگاشـ ـد،  جمــگاه  ی  عـت 
1 2:A E E→ 0و  اســموج  انـچن رابطــود  که   یه ــت 

( ) ( ) pA x f x x− ‖ ‖ ‖ p  یتابع کنترل با ضابطه  یآئوک  یهیخواهد بود. در قض  برقرار  ‖ px y+‖ ‖ ‖ ‖ 

 است.  دهیگرد نیمع

در سال    7اسیراس  نکهیسپرده شد تا ا  یها به فراموشسال  یمعادلات تابع   یموضوع پایدار  ،ی آئوک  یپس از قضیه

 را توسعه داد. ی خط یهانگاشت یبرا یآئوک هیقض ،]3[یابا اثبات قضیه 1978

-رزیها   یداریپا "ثابت شود، آن را    یآئوک  هیتابع کنترل مشابه قض  کیبا استفاده از    یمعادله تابع   ک ی  یداریپا   اگر

که نام    رسدیبه نظر م   اس،یراس  هیو قض  یآئوک  هیاثبات قض  بی. با توجه به ترتکنندیم  یگذارنام  "اسیراس-اولام

 
2 Ulam 
3 Wisconsin 
4 D. H. Hyers 
5 Additive 
6 T. Aoki 
7 Th. M. Rassias 
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مورد استفاده    یآئوک  ی داشته است، به جا  یمعادلات تابع   یداریکه در حفظ و استمرار پا  ی مهم  ریتأث  لیبه دل  اسیراس

 قرار گرفته است. 

  نیاست. در ا  افتهیدست    یاگسترده  یدر ابعاد مختلف، به توسعه  یمعادلات تابع   یداریدرباره پا   قیمطالعه و تحق

  یهااستفاده از روش  ،یداری پا  یهیها در قضدامنه نگاشت  رییو تغ  د یتابع کنترل، تحد   ونیدر فرمولاس  یراتییتغ  ر،یمس

  ی و مکعب  یمربع  یمانند معادلات تابع   دی جد  یبا ساختارها  یتابع   تمعادلا  یو بررس  یداری پا  یاثبات و بررس  یبرا  نینو

مختلف، از   یدر فضاها   یداریپا  یبه بررس  توانیحوزه م  نیتوسعات جالب در ا  گریصورت گرفته است. از د  ره، یو غ 

  یمهم  قشتوسعات ن  نیاشاره کرد. ا  یدار احتمالنرم  یو فضاها  یدسیارشم  ریغ   یفضاها   ،یدار فازنرم  یجمله فضاها

با توجه به  یمعادلات تابع یداریکه مفهوم پا دهندیو نشان م کنندیم  فایا یمعادلات تابع یداریدر اثبات و حفظ پا

 . ]13[ -  ]4[باشد میاز فضاها و ساختارها قابل تعم یاریدر بس تواندیعامل و پارامتر م  نیچند

 

تابع  ی ناته  یامجموعه Xد یکن  فرض  ]14[  .1.1  تعريف  :است.  [0, ]d X X →    افتهی   میتعم  کیمتر  را  

,  هر یهرگاه برا م،ییگو ,x y z X میباش داشته 

)الف(  , ) 0d x y xاگر و تنها اگر   = y=، 

)ب(  , ) ( , )d x y d y x= . 

)ج(  , ) ( , ) ( , )d x z d x y d y z + . 

 

||مقدار    یق یاست. تابع حق  یقیحق  یخط  یفضا  X  دیکن  فرض  ]14[.2.1تعريف   .   م،ییگو  8را شبه نرم Xیرو||

x,  هر یهر گاه برا y Xداشته باشیم 
(QN1)|| || 0x   و|| || 0x 0xاگر و تنها اگر   = =. 

(QN2)|| || | | . || ||x x =  برای هر. 

(QN3)|| || (|| || || ||)x y K x y+  1Kثابت برای عدد  + . 

)  صورت نیدر ا ,|| . ||)X مییگو 10شبه باناخ   یدار کامل را فضاشبه نرم یفضا .مییگو 9دارشبه نرم یفضارا . 

||نرم  شبه . 0)نرم  -pرا  || 1)p  هر   یاگر برا مینامیم,x y X برقرار باشد ریرابطه ز . 

(QN4)        || || || || || ||p p px y x y+  +  
)ورت زوجــص نـیدر ا ,|| . ||)Xه ـشب یاــرا فضp-یشبه باناخ را فضا یدار و فضانرم p- مییگو 11باناخ . 

 

|نرم    به  مجهز    یبردار  یفضا  . 3.1مثال  |px x=‖ 0یبرا  ‖ 1p نشان داد که   توانی. مدیریدر نظر بگ  را

( , . )‖ برا   دارنرم-pشبه  یفضا  کی‖ نامساو  یاست.  )  یتابع کمک  از  (QN4)  یاثبات  ) | |pf t t=   استفاده 

 . میکنیم
 

 
8 quasi norm 
9 quasi normed space 
10 quasi-Banach space 
11 p-Banach space 
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:  است. تابع  یقیحق  یخط  یفضا  Xد یفرض کن  ]14[  .4.1تعريف   [0,1]N X  ی رو  یشبه نرم فاز  را→

Xهر   یهر گاه برا مییگو,x y X   و هر,s tم یداشته باش 

(QFN1)  ( , ) 0N x c 0cهر  یبرا=  . 

(QFN2)  ( , ) 1N x c 0xاگر و تنها اگر = 0cهر یبرا=  . 

(QFN3)  ( , ) ( , )
| |

t
N cx t N x

c
0cاگر = . 

(QFN4)  ( , ( )) min{ ( , ), ( , )}N x y k s t N x s N y t+ + 1  ثابت  یتعداد یبراk . 

(QFN5)  lim ( , ) 1
t

N x t
→

xبرای هر   = X. 

)صورت   نیدر ا , )X N مییگو 12یدار فازشبه نرم یرا فضا . 

 

)  یدار فازشبه نرم  یفضا  ]6[   .5.1تعريف   , )X N  شبه  ی را فضاp-صدق کند  ریاگر در شرط ز  ،مییگو  یفاز  نرم  . 

(QFN6)  
( , )

min{ ( , ), ( , )}

p

p p

N x y s t

N x s N y t

+ +


 

x,هر  یبرا y X   هر ،, 0s t    0و 1p . 

 

)  دیفرض کن ]16[  .6.1مثال  ,|| . ||)X  شبه  یفضاp-باشد و یقیحقدار نرم   

, 0
|| ||( , )

0 0, .

t
x X t

t xN x t

t x X


 

+= 
  

 

)در این صورت  , )X N شبه یفضاp-است. یفاز  نرم 

 

:  تابع   .7.1مثال   [0,1]N X   را با ضابطه→

0,
| |( , )

0 0, .

p

t
t x

t xN x t

t x


 

+= 
  

 

)نشان داد  توانیم  ی. به آسان دیریدر نظر بگ , )N0  یبرا 1p شبه  یفضا  کی  p-اگر در    است.  یفاز  دارنرم

1kم، یده  قرار(  5.1( و )4.1)  فیتعار p=  ن، ی. بنابرااست  ]15[در مفهوم    یمعمول  ینرم فاز  همان  N  اهگآن  =

) دیفرض کن  .شودیدر نظر گرفته م  ی معمول  یاز نرم فاز  افتهی  م یتعم  یفاز  نرم-pشبه  , )X N  دار شبه نرم  یفضا

)  یدار فازشبه نرم   یدر فضا ی کش یهاو دنباله ییهمگرا م یاست. در ادامه، مفاه یفاز , )X N میکن یم  یرا معرف. 

}دنباله   }nx  درX را همگرا به x X 0هر   یهرگاه برا  مییگوt  م،یباش داشته 

lim ( , ) 1.n
n

N x x t
→

− = 

}حد دنباله    xصورت   نیدر ا }nx میسینویو م    شودیم ده ینام 

 
12 quasi fuzzy normed space 
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lim nN x x− = 

} دنباله }nx  درX 0هر یاگر برا مییگو یرا کش  0 و  عدد  
0n N ی که برا یباشد به طور  موجود 

0,m n n میباش داشته 

.( , ) 1m nN x x  −  −. 

)  یدار فازشبه نرم  یفضا , )X N  شبه   یدر آن همگرا باشد.  فضا  یهرگاه هر دنباله کش  مییکامل گو  راp-دار نرم

 .مییگو یباناخ فاز-pیکامل را فضا یفاز

 

)  دیکنفرض    ]16[   .8.1لم   , )E d  کامل و  افتهی  میتعم  یمتر  یفضا  کی  :J E E→  ی انقباض  داًینگاشت اک  کی  

1L  تزیش پیبا ثابت ل  مثبت  حی. اگر عدد صحباشد 
0n که  یداشته باشد به طور وجود 

0 01
( , )

n n
d J x J x

+
 

x یبرا Eم ی. آنگاه دار 

nJ دنبالهالف(  x  ثابت   ینقطه  کیبهx از J همگراست. 

*0مجموعه  در J از کتا ینقطه ثابت  کی x*ب(  { | ( , ) }
n

E e E d J x e=   است. 

ج( 
1

( , ) ( , )
1

d e x d Je e
L


−

e  هر یبرا  E است. 

 

 ي اصل  ج ينتا  - 2

   ی معادله تابع13اولام  -زریها یداری پا  یبخش به بررس نیدر ا

2 2( ) ( ) ( ) ( ) (2 ) ( ) (2 ) ( )
2 2

a a
f ax by f ax by f x y f x y a a f x b a f y+ + − = + + − + − + − 

 . میپردازیبا استفاده از روش نقطه ثابت م  یدارفازنرم-pشبه   یفضا در

ا م  نیدر  1  م یکنیمقاله فرض  ,0 1
p

q p=    وXیقی حق  یبردار  یفضا،( , )Y N  یفضا  p-فاز و    یباناخ 

( , )Z N  نگاشت یباشد. برا یدار فازنرم یفضا:f X Y→میکنیم فیتعر . 
(1.2)

2 2

( , )

( ) ( ) ( ) ( ) (2 ) ( ) (2 ) ( )
2 2

Df x y

a a
f ax by f ax by f x y f x y a a f x b a f y

=

+ + − − + − − − − − −
 

x, هر یبرا y X و  , 1a b   22  باa b. 

 

:2  میفرض کن  .1.2قضیه   X Z 2a  ابمثبت   یقیعدد حق  یکه برا  ینگاشت باشد به طور  کی  →    در 

 کند یصدق م رینامعادله ز
(2.2) 

( ( , ), ) ( ( , ), )N ax ay t N x y t   

 
13 Hyers-Ulam 
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2lim  و ( ( , ), ) 1n n n

n
N a x a y a t

→
x,هر    یبرا  = y X    0و هرt اگر  نی. همچن  :f X Y→   نگاشت    کی

(0)  با   0f x,  هر یکه برا  باشد = y X 0  هر وt  کند صدق  رینامعادله ز در 
(3.2) 

( ( , ), ) ( ( ,N Df x y t N x y), t) .     

 

F: درجه دوم منحصربفرد   یمعادله تابع کیسپس  X Y→  وجود دارد که ( 1.2)صادق در 

 

(4.2) 
2( ( ) ( ), ) ( ( ,0),2( ) )p p qN f x F x t N x a t −  − 

xهر  یبرا X0هر  وt . 

 

0y  م یفرض کناثبات:   م یدار سپس  (3.2)در=
(5.2) 

2(2 ( ) 2 ( ), ) ( ( ,0), )N f ax a f x t N x t−  

xهر    یبرا X 0هر    وt . م یکن  فرض: { |  : , (0) 0}S g g X Y g= → را   Sی روdافته ی  میمتر تعم  و  =

 : میکن فیتعر ریبه فرم ز
( , ) : inf{ | ( ( ) ( ),

) ( ( ,0), ), , 0}.q

d g h N g x h x

t N x t x X t



 

+



=  −

    
 

) میدهیدر ادامه نشان م , )S d 6[و  ]4 [کامل است افتهی میتعم یمتر یفضا[ . 

gهر    یاست و برا  متقارن dوضوح    به S  ،( , ) 0d g g )است. اگر    = , ) 0d g h  ف یآنگاه  با استفاده از تعر  =

d ی هاثابت  یبرا,x tو هر + م،یدار( ( ) ( ), ) ( ( ,0), )
q

t
N g x h x t N x



− . هر    یبرا  ن،یبنابراx 

 رابطه ، tو

( ( ) ( ), ) 1N g x h x t− = 

gیعنیاست،  برقرار h=. می. فرض کنم یرا ثابت کن یمثلث ی است نامساو ی کاف حال  , ,g h j S، 

1( , )d g h  

 و

2( , )d h j . 

  سپس،

1( ( ) ( ), ) ( ( ,0), )qN g x h x t N x t −  

 و

2( ( ) ( ), ) ( ( ,0), )qN h x j x t N x t −  

xهر  یبرا X 0هر وt   .ن ینابراب 

1 2 1 2

1 2

( ( ) ( ), ( ) ) ( ( ) ( ), ( ) )

min{ ( ( ) ( ), ), ( ( ) ( ), )}

( ( ,0), )

q pp

q q

N g x j x t N g x j x t

N g x h x t N h x j x t

N x t

   

 



− + = − +

 − −
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xهر    یبرا X  0هر   وt   .  فیبا استفاده از تعر  نیبنابرا  d  م،یدار  
1 2( , )d g j     ی مثلث  ینامساو  لذا  ،+

 .  شودیم اثبات

}  میفرض کن }ng در  یدنباله کش کی S  و x X 0  میباشد. فرض کن ثابت ،  (0,1) 0 وt  باشد  

)  که یبه طور ( ,0), ) 1N x t  } چون .  − }ng در  ی کش  دنبالهS یلذا برا است  q

t


 ،

0n  وجود 

)که  یدارد به طور , )n md g g
t


هر یبرا

0,n m n. هر یبرا نیبنابرا
0,n m n، م یدار 

( ( ) ( ), ) ( ( ) ( ), )

( ( ,0), ) 1

q

n m n mN g x g x N g x g x t

N x t

 



−  −

  −
 

}که  میریگیم جهینت لذا ( )}ng x درY است. چون  یشکدنباله  کیY نگاشت نیاست، بنابرا کامل:g X Y→

طور  وجود به  limکه  یدارد  ( ) ( )n
n

g x g x
→

م  حال .  = ,میکن  فرض  .استSبه  متعلقgم یکنی ثابت  0   

}نباله  د ی. براباشد ( )}ng x، ی عیطب عدد  
0n هر  یبرا که یدارد به طور وجود

0n n0هر وm  میدار 

( ( ) ( ), ) ( ( ,0), )q

n n mN g x g x t N x t +−  

ثابت   یبرا
0n n 0وt  میدار 

( ( ) ( ), ( ) ) min{ ( ( ) ( ), ), ( ( ) ( ), )}

min{ ( ( ,0), ), ( ( ) ( ), )}.

q q q

n n n m n m

q

n m

N g x g x t N g x g x t N g x g x t

N x t N g x g x t

   

 

+ +



+

− +  − −

 −
 

 م یدار، m→وقتی 

( ( ) ( ), ( ) ) min{ ( ( ,0), ),1)}

( ( ,0), ).

q

nN g x g x t N x t

N x t

  







− + 

=
 

)و لذا  استSبه  متعلقgشود کهیم  جهینت  ،بنابراین , )S dنگاشت    حال  و کامل است.  افتهی  میتعم  یمتر  یفضا

:J S S→ هر یرا براg Sهر  وx X میکنیم فی تعر ریبه صورت ز. 

(6.2) 

.
2

1
( ) : ( )Jg x g ax

a
= 

g, م یفرض کن h S، که   یطور  به( , )d g h  0) و, )  هر  یبرا نیدلخواه باشد. بنابرا  ثابتx X و  

0tهر  م یدار 

 ( ( ) ( ), ) ( ( ,0), ).qN g x h x t N x t −  

xهر یبرا  (2.2) فیلذا با استفاده از تعر  X   0و هرt  میدار 

2 2 2 2( ( ) ( ), ) ( ( ) ( ), )

( ( ,0), ) ( ( ,0), ).

q qN Jg x Jh x a t N a g ax a h ax a t

N ax t N x t

 

 

− − − −

 

− = −

 
 

 نیبنابرا
2

( , ) ( ) pd Jg Jh
a


  ،هر   یبرا  یعنی,g h Sداریم 

2
( , ) ( ) ( , ).pd Jg Jh d g h

a
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  تزیش  پیبا ثابت ل   یانقباض  داًیتابع اک  کیJلذا  
2

( ) 1pL
a


=   به دست    ، (5.2)  با استفاده از  ن،یاست. علاوه بر ا

م یآور یم
2

1
( , ) ( )

2

pd f Jf
a

. 

از لم  نیبنابرا nJدنباله (8.1)  با استفاده  fبه نقطه ثابت    همگراF    ازJ    ،هر    یبرا  یعنیاستx X   و هر

0t  میدار 

(7.2) 

2

: ,

1
( ) : lim ( ) lim ( )n n

nn n

F X Y

F x N J f x f a x
a→ →

→

= − =
 

 و
(8.2) 

2( ) ( ).F ax a F x=  

}مجموعه  در  Jفرد  از ه  ب  ثابت منحصر  نقطهFیاز طرف : ( , ) }S g S d f g=    نی. بنابرااست   + 

xهر  یبرا که یوجود دارد به طور X0هر  وt  میدار 

 ( ( ) ( ), ) ( ( ,0), ).qN g x h x t N x t −  
  نیهمچن

2

1 1
( , ) ( , ) .

1 2 ( )p p p
d f F d f Jf

L a 
 

− −
 

xهر یبرا  (4.2)که نامعادله  دهد ینشان م نیا X0هر   وt است. برقرار  

 م یدار  (7.2). با استفاده از  کندیم  صدق (1.2)در  Fم یاست نشان ده یکاف  تأ ینها
2( , ) lim ( , )n n n

n
DF x y a Df a x a y−

→
= 

naبا بیترت به yو xیگذاری جا با x وna y هر  یبرا  (3.2)در,x y X 0هر وt  میدار 

2

2

1
( ( , ), ) ( ( , ), ).n n n n n

n
N Df a x a y t N a x a y a t

a
 

2limچون  ( ( , ), ) 1n n n

n
N a x a y a t

→
)گرفت    جهینت  توانی، م = ( , ), ) 1N DF x y t x,هر  یبرا= y Xهر   و

0t . ن یبنابرا( , ) 0DF x y  . کندیم  صدق  (1.2) یمعادله تابع  در Fی عنی نیا و=

 

:2  میفرض کن  .2.2قضیه  X Z 2a  با    مثبت  یقیعدد حق  ینگاشت باشد که برا  کی  →   نامعادله    در

 . کند یصدق م  ریز

(9.2) 

( ( , ), ) ( ( , ), )
x y

N t N x y t
a a

    

x,هر  یبرا نیو همچن y X   0و هرt  2  میداشته باشlim ( ( , ), ) 1n

n nn

x y
N a t

a a


→
= . 



 59                                              یدار فازنرم𝑝−شبه   یبا استفاده  از فضا  افتهیدرجه دوم توسعه   یمعادلات تابع بیتقر  یبررس
 

   

f:اگر X Y→(0)نگاشت با    کی 0f x,هر    یبرا  (3.2)که در نامعادله    باشد  = y X 0هر    وt   صدق 

F:فرد ه  ب  درجه دوم منحصر  ی معادله تابع  کیاه  گکند. آن X Y→  یوجود دارد که برا  (1.2)  معادلهدر    صادق  

xهر X 0هر  وt برقرار باشد ری ز رابطه 

 
 

(10.2) 
2( ( ) ( ), ) ( ( ,0),2( ) ).p p qN f x F x t N x a t −  − 

 حذف خواهد شد.  نیو بنابرا باشدیم   (1.2)یه به طور کامل مشابه با قض هیقض ن یاثبات ااثبات:  

 

|| با نرم  یقیـدار حقنرم  ی اــفضX میفرض کن  . 3.2نتیجه   . ||   ،( , )Z N   یازــدار فرمــن    یاــفض ، 
0z Z  و  

{ 1,1}l همچنباشد  − کن  نی.  حق ـع     مـ ـیفرض  با  ـــمثب  یقیدد  2ت     طــباش به  هـک  یورــد 
( 2) 1l pa − .  ر  ـاگ:f X Y→(0)اشت با  ــنگ   کی 0f x,رـه  یراـکه ب  دـ ـباش  = y X   0ر  ـه  وt  در 

 نامعادله  

    0( ( , ), ) ((|| || || || ) , )N Df x y t N x y z t  + 
تابع   صدق  معادله  آنگاه  دوم    یکند.  F:ردـفه  ب   حصرمندرجه  X Y→  ط  ودــوج به  ب  یورــدارد  هر   یراـکه 

x X 0هر  وt  برقرار است ریز نامعادله 

 2

0( ( ) ( ), ) (|| || , 2[ ( )] ).p p qN f x F x t N x z l a a t −  − 
  

 اثبات: 

)0  یگذاریبا جا , ) (|| || || || )x y x y z  = x,هر   یبرا  + y X    و با انتخابa  و  (1.2)یایدر قضا  =

  .شودیمحاصل  جهینت  (2.2)
 

کن  .4.2نتیجه   حق نرم  یفضاX  میفرض  ||  رمنبا    یقیدار  . )و    || , )Z N   فازنرم  یفضا ،یدار 
0z Zو

{ 1,1}l همچنباشد  − کن  نی.  حقا  و  میفرض  با     یقیعداد  2مثبت  +    طور به  ه  ک   یباشد 
( 2) 1l pa  + −   اگر   .:f X Y→با    کی (0)نگاشت  0f برا  باشد= x,هر    یکه  y X  0هر    وt در 

 نامعادله  

 0( ( , ), ) ([|| || || || (|| || || || )] , )N Df x y t N x y x y z t      + + + + 

F:فرد ه ب درجه دوم منحصر ی گاه معادله تابعکند. آن  صدق  X Y→ هر  یکه برا یدارد به طور وجودx Xو 

0tهر  برقرار است ریز نامعادله 

2 ( )

0( ( ) ( ), ) (|| || , 2[ ( )] ).p p qN f x F x t N x z l a a t    + +−  − 
 

 با در نظر گرفتن   میبه طور مستق  جهینت  نیا اثبات:

0( , ) [|| || || || (|| || || || )]x y x y x y z      + += + + 
x,هر  یبرا y Xوa   . دیآیدست م  به  (2.2)و   (1.2)  یها هیقض  در  =+
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Nو   Nد یفرض کن  .  5.2مثال    یفضا  p−یازا  به (7.1)  شده در مثال  فیتعر  یفاز  باناخ  
1

2
p باشد. توابع    =

( , ) :x y x y = )2و   + )f x x=  2  ی هاو ثابت, 3, 2a b = = . واضح است که رابطه دیریرا در نظر بگ  =

 نامعادله نیبرقرار است و همچن (2.2)
1 (0, ) ( , )N t N x y t=  + 

x,هر  یبرا y  بد  به م  یهیصورت  بنابراباشدیبرقرار  قض  نی.  ب  ،فوق   هیطبق  منحصر  مانند  یفرده  تابع 

:F  صدق کند  ریدارد که در نامعادله ز وجود→

1 1

2 2 2

(12 8 2)
.

| ( ) | (12 8 2) | |

t t

t F x x t x

−


+ − − +

 

 

 گیری نتیجه  - 3

فضاها با استفاده از روش   نیدرجه دوم در ا  یمعادلات تابع  یداریو پا  یدار فازنرم−pشبه    یمقاله فضاها  نیدر ا

است،    یدار فازنرم  ی از فضاها  د یتوسعه جد  ک یکه    ی دار فازنرم −pشبه    یشد. در ابتدا، فضا  ینقطه ثابت بررس

 قرار گرفتند. یدارند که در مقاله مورد بررس یفضاها، خواص منحصر به فرد  نیشد. ا فیتعر

−pشبه    یمعادلات را در فضاها   نیا  یداریو پا  یرا معرف  افتهیدرجه دوم توسعه    یاز معادلات تابع  ینوع   سپس،

ثابت کرد  یدار فازنرم امی را  امکان م   د، یتوسعه جد  نی.  ما  به طور دق  دهد یبه  رفتار  و کامل  ترقیتا  تر، خواص و 

 . میکن یبررس یفاز اردنرم−pشبه  ی درجه دوم را در فضاها یمعادلات تابع 

نوع   نیا یبرا  یداریپا  طیو شرا م یمناسب استفاده کرد ی اضیر ی هاکیاز روش نقطه ثابت و تکن یداریاثبات پا  یبرا

 . میقرار داد یمورد بررس یدار فازنرم−pشبه یمعادلات را در فضاها
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