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 چکیده

اصل  نیا جینتا نیاز مهمتر يکیبه حساب آمده است.  یادیاصل بن کی تیمفهوم احتمال و عدم قطع يکوانتم کیزیهمواره در ف

 لیتبد ياضیر زمیتوان تابع موج ذره را با استفاده از فرماليم يکوانتم کیزیباشد. در فيماده م يتابش و خواص موج یاواص ذرهخ

مکان و تکانه همواره  یپهناها در دو فضا يوارون طهیرا د،یآيم شیکه در بحث موج پ يفیک اهداتداد. بر اساس مش حیتوض هیفور

 نیاز مشکلات این است که تبدیل فوریه تعی يکی .گرندیکدی هیفور لیاست که تبد يتوابع هیکل يژگیو يتیخاص نیاست. چن برقرار

ي به دست ج واقع شده، اطلاعاتاینکه این فرکانس در کجای مو وردکند که یک فرکانس خاص در موج وجود دارد یا نه و در ممي

که آن هم با توجه به اصل عدم  دیزمان کوتاه گرد هیفور لیباعث به وجود آمدن تبد هیفور لیتبد یرو شیدهد. مشکلات پنمي

وجود دارند که معروف به  لاتیاز تبد یگریزمان کوتاه دسته د هیفور لیمواجه است. در مقابل تبد يبا مشکلات زنبرگیها تیقطع

ها به یریرا در اندازه گ تیدارد که عدم قطع هیفور لیرا نسبت به تبد تیمز نیموجک ا لیاستفاده از تبدباشند. يموجک م لیتبد

چند  وعملگر انتقال  ،ينوسانگر کوانتم یبرا گریمعادله شرود یهامقاله با استفاده از جواب نی. در ادهديکاهش م یمقدار کمتر
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 زمان کوتاه هیفور لیتبد ت،یموجک، عدم قطع لیهمدوس، تبد یهاحالت ه،یفور لیتبد های کلیدی:واژه

                                                 
 . دار مکاتبات:عهده                                                            Sajad.Parsamehr@iau.ac.ir Email: 

                                    

های نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                                    

http://jnrm.srbiau.ac.ir/


 52                                                                                    1403سال دهم، شماره چهل و هشتم، خرداد و تير هاي نوين در رياضي/ پژوهشسجاد پارسامهر / 

 مقدمه -1

اما در توان مشخصات مربوط به حرکت یک ذره را به طور کامل به دست آورد. در فیزیک کلاسیک با استفاده از قانون نیوتون مي

باشد، حالت ذره را در دله که همان تابع موج ذره ميفیزیک کوانتمي معادله شرودینگر جایگزین قانون نیوتون شده و جواب این معا

 ای در دل مفهوم تابع موج نهفته است.در واقع ماهیت دوگانگي موجي ذره کند.مکان و زمان خاصي مشخص مي

نیلز بوهر با رای انسان شگفت انگیز بوده است. توضیح واقعیت فیزیکي موجود در طبیعت بهمواره استفاده از روابط ریاضي برای 

موضعي و تبدیل فوریه، روابط عدم نیز معادله موج تخت نامتناهي غیراستفاده از روابط به دست آمده توسط دوبروی و پلانک و 

ای موجودات کوانتمي های موجي و ذرهرا برای توصیف جنبهقطعیت هایزنبرگ را به دست آورد. یعني نیلز بوهر یک چارچوب ریاضي 

 .] 2 ,1[ارئه کرد

های مختلف تشکیل شده است. یکي از مهمترین نتایجي که در بحث موج پیش یک بسته موج جایگزیده از امواجي با فرکانس 

بدیل فوریه یکدیگرند. لازم به ذکر است که در آید، رابطه واروني پهناها در دو فضای مکان و تکانه بودکه ویژگي توابعي است که تمي

کند که وان گفت که تبدیل فوریه تعیین ميتتبدیل فوریه اطلاعات فرکانس و زمان به طور همزمان وجود ندارد. به بیان دیگر مي

  .] 3[دهددست نمي هواقع شده، اطلاعاتي ب یک فرکانس خاص در موج وجود دارد یا نه و در مورد اینکه این فرکانس در کجای موج

موج ناایستا به قطعاتي به قدرکافي  1اند. در تبدیل فوریه زمان کوتاهردهبنابراین تبدیل فوریه زمان کوتاه را جایگزین تبدیل فوریه ک

اثیر این است که گستره تای تابع پنجره شود که در این قطعات موج ایستا باشد و ابزار این کار نیز تابعي موسوم بهکوچک تقسیم مي

فرض شده است. اکنون یک بیان مناسب زماني و فرکانسي در مورد موج پیدا  ایستا موجکه در آن  باشدای ميتابع برابر با طول قطعه

 .]4[، زمان وقوع هر یک نیز کشف شده استهایي موجود در موجوه بر فرکانسشده که علا

واقع برای اندازه حرکت و مکان  هایزنبرگ مربوط است. این اصل که در مشکل اصلي تبدیل فوریه زمان کوتاه به اصل عدم قطعیت

توان هم موقعیت و هم سرعت یک ذره را به طور دقیق اندازه گرفت(، دانستن فرکانس ذرات در حال حرکت بیان شده است )نمي

جزء طیفي در کدام لحظه خاص توان مشخص کرد کدام ممکن است. یعني نميدقیق وقوع این فرکانس در موج غیردقیق و زمان 

توان باندهای فرکانسي موجود در یک فاصله زماني را مشخص کرد. هر چه پهنای پنجره باریکتر باشد، وضوح وجود دارد و تنها مي

ي شود، اما وضوح فرکانسي بدتر خواهد شد. برعکس، پنجره پهن وضوح فرکانسزماني بهتر است و فرض ثبات موج هم بهتر برقرار مي

ج متناقض باشند. به طور های پهن ممکن است با شرط ثبات موعلاوه بر آن، پنجره  .] 5[دهدخوب و وضوح زماني ضعیف بدست مي

 توان گفت که مشکل فوریه زمان کوتاه انتخاب تابع پنجره است.خلاصه مي

امروزه بسیاری از دانشمندان در حوزه علوم مختلف  .] 8, 7, 6 [پردازیممي 2برای مرتفع کردن مشکل فوق به معرفي تبدیل موجک

اند. در تبدیل موجک بر خلاف تبدیل فوریه، که یک موج های دقیق مشغول شدهگیریاندازه به استفاده از این فرمالیزم ریاضي جهت

های توابع که موجک )حالت روی یک دسته از سیگنال بر ،کردهای آنها تجزیه ميرا بر روی توابع سینوسي و کسینوسي و هارمونیک

دارای باشد، که نوع خاصي از حالت کوانتومي مي حالت همدوس مکانیک کوانتومي گردد. درشوند، تجزیه ميهمدوس( نامیده مي

توابع ها و ها متحول شد. تنوع روشباشند. با آمدن نظریه موجک ها تجزیه و تحلیل امواج و یا سیگنالکمترین مقدار عدم قطعیت مي

در این مقاله سعي بر این است  .] 12،11, 10،9 [، مورد قبول و استقبال پژوهشگران علوم مختلف گردیدمورد استفاده در این نظریه

ه توابع موجک با استفاده به ارائه روشي برای محاسب ،پس از معرفي فرمالیزم تبدیل فوریه، تبدیل فوریه زمان کوتاه و تبدیل موجککه 

های هرمیت پرداخته شود و همچنین با مقایسه ایجملههای معادله شرودیگر برای نوسانگر کوانتمي، عملگر انتقال و چند از جواب

 این توابع موجک با یکدیگر نتایجي را جهت بهره در کارهای آینده برای پژوهشگران ارائه گردیده است. 

                                                 
1 Short-time Fourier transform 
2 Wavelet Transform 

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9_%DA%A9%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%88%D9%85%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%85%DA%A9%D8%A7%D9%86%DB%8C%DA%A9_%DA%A9%D9%88%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%88%D9%85%DB%8C
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 و موجک هيفور زمیفرمال -2

رسد که وجود اینکه به نظر ميبا شوند. برده ميامواج به کار های فرکانس موجود درهای فوریه برای نمایش مؤلفهدانیم که تبدیلمي

توان آثار آن را مشاهده کرد. به عنوان مثال پس از عبور نور از یک تبدیل فوریه یک مفهوم ریاضي است ولي در دنیای واقعي هم مي

ریاضي دله معا باشد.این پدیده مشابه تبدیل فوریه مي شود.های خاص تجزیه ميمنشور،  نور به اجزا تشکیل دهنده خود  با فرکانس

 باشد:تبدیل فوریه به شکل زیر مي

( ) ( ) i tF f t e dt






                     )1( 

 

 باشد، با توجه به اینکه یک تابع انتگرال پذیر روی fباشند. با فرض اینکه به ترتیب زمان و فرکانس مي و   tکه در آن

exp( )i t باشد، لذا برای هرپیوسته وکراندار مي exp( ) ( )i t f t  انتگرال پذیر موضعي است و نیز برای هر  و

t   حقیقيexp( ) 1i t  :است. واضح است که 

exp( ) ( ) ( )i t f t dt f t dt
 

 

          )2(  

 

نقایص تبدیل فوریه  تعریف ارائه شده در معادله فوق برخي ازموجود است.  توان گفت که انتگرال فوریه برای هربنابراین مي

پیوسته و یا ر است، اما برای توصیف توابع غیرطور خلاصه اگر چه تبدیل فوریه در بررسي امواج ایستا بسیار موثبه سازد. را نمایان مي

 موجمشخصات فرکانسي باید توجه داشت که نظریه فوریه بر فرض ایستا بودن )باشد. امواجي که دائما، در حال تغییراند مناسب نمي

. در صورت برآورد نشدن این فرض، ابزار فوریه کارایي خود را از دست خواهد داد. چرا که ( موج استوار استکندمينبا زمان تغییر 

کند که یک تعیین مياشکال دیگر این است که تبدیل فوریه در این تبدیل اطلاعات فرکانس و زمان به طور همزمان وجود ندارد. 

. مشکلات دهددست نميه واقع شده، اطلاعاتي ب در کجای موج فرکانس خاص در موج وجود دارد یا نه و در مورد اینکه این فرکانس

م رو شد. فربهپیش روی تحلیل فوریه با عث به وجود آمدن تحلیل فوریه پنجره کوتاه گردید، که این روش هم با یک سری نقایص رو

 باشد:ریاضي این تبدیل به شکل زیر مي

( , ) ( ) ( ) i tF f t w t e dt  






        )3(  

                

ریک از قطعات موج ایستا باشد. موج به قطعات کوچکي تقسیم شده طوری که در طول ه wدر این تبدیل با استفاده از تابع پنجره 

 گردد.توان گفت که مشکل تبدیل فوریه زمان کوتاه انتخاب تابع پنجره است که این هم به اصل عدم قطعیت هایزنبرگ بر ميمي

ها توابع مختلف نمایي تحلیل یک موج با استفاده از موجکالذکر معرفي شده است. در تجزیه و تبدیل موجک برای حل مشکل فوق 

دهند با توابع دیگری که در حوزه زمان بیشتر متمرکز هستند )و در تبدیل فوریه را تشکیل ميبا طول نا محدود را که توابع پایه 

، این توابع باید بر روی محور زمان بلغزند به طوری که تمام کنیم. جهت کسب اطلاعات حوزه زمانجایگزین ميحوزه فرکانس کمتر( 

محور زمان را بپوشانند. از طرف دیگر این توابع باید دارای حالت نوساني باشند تا بتوانند اطلاعات حوزة فرکانس را استخراج کنند.  

,در نگاه اول  ( )a b t  در تبدیل موجک پیوسته شبیه بهexp( )i t   در تبدیل فوریه است، اما بر خلاف تبدیل فوریه تبدیل
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باشد. البته باید ذکر کرد که تبدیل موجک نیز مانند تبدیل فوریه پیوسته خطي است. تبدیل موجک موجک پیوسته تبدیل یکتا نمي

                                                                       ود:شبه شکل زیر تعریف مي 3پیوسته

*1
( , ) ( ) ( )

t b
T a b f t dt

aa







        )4(  

    

a وb باشد. در مورد يم لیوابسته به هسته تبد لیتبد یهايژگیو يانتگرال لیتبد کیدر باشند. نماینگر پارامتر مقیاس و انتقال مي

)exp  ،هیفور لیتبد )i tگذار همراه با  اسیعامل مق لیتبد نیباشد، در ايم لیهسته تبدexp( )it اسیاز توابع مق یادسته 

به  هیکه شب وستهیموجک پ لیدر مورد تبد باشد.يمختلف م یها اسیدر مق گنالیس شیکه نقش آنها نماکننده خواهد ساخت، 

تابع انتقال داده  نیا هیفور لیشود، اما بر خلاف تبديم یگذاراسیمق تابع  هیموجک بر پا لیاست منتها در تبد هیفور لیتبد

a, یاز توابع دو پارامتر یاشود. لذا دستهيم b  ،يعنیدر نظر گرفته شده است  : 

,

1
( ) ( ); ,a b

t b
t a b

aa
 


        )5(  

   

2در   عتاب نکهیا یبرا ( )Lرا برآورده کند ریشرط ز دیموجک باشد با کی: 
2

ˆ ( )
d

 







                       )6(  

̂هیفور لیتبد  .ها از انقباض و انبساط ها استفاده شده در تبدیل موجکموجک ،فاوتي با تبدیل فوریه زمان کوتاهبه طور مت است

)یک تابع  )t دراین است که  کوتاه دیگر آن با تبدیل فوریه زمانآیند. تفاوت دست ميه اند، برا موجک مادر نامیده که آن

در کار برد. ه توان به عنوان موجک بم به ذکر است که هر تابعي را نميکند. لازتغییر مي aها با پارامتر مقیاس گستردگي موجک

)1که اگر   یطور .باشديم 4یرفتاریرا برآورده کند. شرط نخست پذ ریط زردو ش دیموجک مادر با يتابع زیآنال )L ،  آنگاه

  بنابراین داریم:خواهد بود.  وسته،پی ̂ ،آن هیفور لیتبد

( ) 0t dt




                                  )7(  

                                             

 ایدر هر دو حوزه زمان و بسامد خوش موضع است و  صورت که   نیباشد. به ايها مبودن موجک5 يشرط دوم خوش موضع  

ها حداقل با دارد که موجکرط پذیرفتگي به طور ضمني لازم ميهمچنین ش شوند.يم رایم عیسر اریبس شیهاو مشتق  نکهیا

1سرعت 

t
م به ذکر است که پهنای باند کند ولي مدت استمرار آن کوتاه است. لازمیرا باشند. یعني موجک تابعي است که نوسان مي

 . دارد ي آنها در حوزة زمان رابطۀ معکوسهای مختلف با گستردگموجک

 

 

                                                 
3 Continuous Wavelet Transform 
4 Admissibility 
5 well-localized 
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 روش محاسبه توابع موجک -3

 :  ]14 ,13[باشداهنگ ساده کوانتمي به شکل زیر ميشرودینگر برای نوسانگر هممعادله 
2

2

2

( )
( ) ( ) 0

d x
x x

dx



                      )8(  
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)که در آن   )nH x های معادله شرودینگر جواب باشند. در فیزیک کوانتمي به دنبال ساختن ترکیبي ازهای هرمیت ميایچند جمله

که بیشترین شباهت را به نوسانگر کلاسیک داشته های نوسانگر کوانتمي هستند طوریکوانتمي یا همان ویژه حالت برای نوسانگر

 توان با اثر دادن عملگر انتقال روی تابع حالت پایه نوسانگر کوانتمي:باشد. لذا مي
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)تابعي را ساخت که دارای شرایط مورد نظر باشد. اگر به جای  )x :تابع حالت پایه نوسانگر کوانتمي را قرار دهیم 
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 ها به کار برد:ه توابع همدوس یا همان موجکتوان رابطه کلي زیر را برای محاسبمي بنابراین
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 3و 2و  1. نمودارهای توابع موجک 1شکل
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باشند این امکان را دارند های متوالي ميشود که توابعي که دارای قلهوابع موجک به دست آمده مشاهده ميبا مقایسه نمودارهای ت

که دارای فرصت بیشتری برای شناسایي اطلاعات فرکانسي موج دارند، لذا حساسیت بیشتری در تشخیص فرکانس مورد نظر در موج 

 باشند.تر ميای بررسي اطلاعات موج مناسببر دارند و

توابع موجک یا همان توابع همدوس کوانتمي  باشد.دارد مربوط به اصل عدم قطعیت مي مساله دیگری که در اینجا برای ما اهمیت

 در فیزیک  Aمانند  پذیر طه کلي عدم قطعیت برای یک مشاهدهبایست دارای کمترین میزان عدم قطعیت باشند. با توجه به رابمي

                                  کوانتمي:

                                                                                                 (17)          
2 2 2A A A       

 

  و نیز رابطه 
*( ) ( )A dx x A x     برای مکانx  و تکانهp

i x




  های جدول محاسبه مقادیر عدم قطعیت مطابق داده

طعیت اند. اعداد به دست آمده در این جدول نشان دهنده سازگاری روابط مربوط به عدم قطعیت این توابع با رابطه عدم قشده

 .باشداستاندارد فیزیک کوانتمي مي

 
 (: مقايسه نتايج عدم قطعیت سه تابع موجک1جدول )

p x موجک ها 

1.36930 0.93541 
1 

 11.61895 9.74679 
2 

 95.45941 61.19231 
3 

 

 
 

 

 

 
 . نمودار تابع گاوسي2شکل
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 پردازیم. ابتدا برای تابع گاوسي:عني تابع گاوسي و تابع لورنتز ميحال به مقایسه توابع موجک به دست آمده با دو تابع دیگر ی

 (18                            )
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0.37561xمقادیر    0.37561وp  :را محاسبه کرده سپس همین مقادیر را برای تابع لورنتز 

(19                                   )
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0.56433xکنیم، پیدا مي 0.09974وp   شود که با مقایسه شکل این توابع و همچنین مقادیر به دست مي. مشاهده

تفاده یابیم که توابع موجک محاسبه شده دارای مزیت و برتری لازم نسبت به دو تابع اخیر جهت اسدر مي pو   xآمده برای

 کنند. الذکر در شرط پذیرفتگي صدق نميقلازم به ذکر است که دو تابع فو باشند، همچنیندر تجزیه و تحلیل امواج مي

 

 
 . نمودار تابع لورنتز3شکل

 

ستفاده شود، عدم برخلاف فیزیک کوانتمي معمولي اگر از یک موج تعدیل یافته محدود مانند موجک برای توصیف امواج کوانتمي ا

یابد. این امر سبب امیدوار شدن بسیاری از پژوهشگران ن قابل توجهي کاهش ميخطي به میزاگیری مکان و تکانه قطعیت در اندازه

 15[اندر نزدیک شدهال با خطای صفگیری کوانتمي ایدهشاید بتوان گفت که به یک اندازه در حوزه فیزیک کوانتمي شده، تا حدی که

 تشابه. هرچه میقرار ده اریو موجک مادر را مع گنالیس نیشباهت ب از این قرار است کهانتخاب موجک مادر  یبرا کلي راه حل .]

 شناسایي یبرا مختلفي یها. روشردیگيموجک بهتر انجام م با استفاده از گنالیس آنالیزباشد  شتریب گنالیس کیموجک مادر و  بین

ها مانند تقارن و  يژگیو خيبر يفیک کردیوجود دارد. در رو يو کم يفیک دیدگاهو موجک مادر بر اساس دو  گنالیس نیشباهت ب

طول  ممینیمقدار م يابیمانند ارز ياضیر يقیدق یهاتکنیکبر اساس  يکم شو در رو ،شونديدر نظر گرفته م ملاکبه عنوان ب تناو

انواع  با  گنالیشباهت آن سو  یورود گنالیسنوع بسته به  مطالعهدر هر توان گفت که در مجموع مي .] 16[شودعمل مي 6فیتوص

 شود. يدر نظر گرفته م، انتخاب مناسب مادر یهاموجک

 

                                                 
6Minimum description length  
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 یریگجهینت -4

باشد. بردی ميهای مختلف علمي و کارها در زمینهگنالیسامواج و  لیو تحل هیتجز یبرا يارائه روش معرفي توابع موجک يف کلاهداز ا

ي و نیز استفاده از چند همدوس کوانتمهای حالت ، نوسانگر کوانتمي،تیقطع اصل عدم رینظ يکوانتم فیزیک میبا به کار بردن مفاه

امواج و هر چه بهتر  زیلازم صدق کنند و از آنها جهت آنال طیرا ساخت که در شرا دیتوان توابع موجک جديم های هرمیت،ایجمله

 آنها استفاده کرد.   از رانهیشگیو پ يصیتشخ یدر جهت کاربردها و بهره بردعلوم  های حیاتي، مهندسي وها نظیر سیگنالگنالیس
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