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  01/03/1400تاریخ پذیرش مقاله:    29/06/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

ها به حساب دانیم تحویل یک ماتریس به شکل فشرده یکی از مهمترین مباحث مطالعه ماتریسهمانطور که می

هاي متقارن هاي سه قطري براي ماتریسسنبرگ و فرمتوان به فرم بالا ههاي فشرده میآید. از این دست فرممی

هاي فشرده یکی از بهترین ابزارها ماتریس هاوس هولدر است. اشاره کرد، در این راستا براي رسیدن به این فرم

توان یک ماتریس متقارن را به شکل سه قطري متقارن هاي هاوس هولدر میشود که بوسیله ماتریسدیده می

  متقارن انجام - J هايهاوس هولدر این کار را براي ماتریس - Jهاي ک با استفاده از ماتریستحویل کرد. این

  دهیم.می

از دستاوردهاي این کار ، وس هولدر و کاربردهایی از آن استها -Jهاي در این مقاله هدف اصلی توجه به ماتریس

یک ماتریس بالا مثلثی است.  Rمد و متعا- Jیک ماتریس  Qبراي یک ماتریس مربعی است، که در آن  RQتجزیه 

شود که چگونه یک ماتریس شود و بعد از آن نشان داده میبه فرم هسنبرگ بررسی می هاسپس تحویل ماتریس

J-توان به فرم سه قطري تحویل کرد.متقارن را می  

  

متقارن، - Jهاي متعامد، ماتریس- Jهاوس هولدر، ماتریس -  Jضرب داخلی نا معین، ماتریس  هاي کلیدي: واژه

  . RQتجزیه 

                                                 

   Email: ghasemi.m@lu,ac.ir                                                                                               دار مکاتبات:عهده .*

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش و تحقیقات دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم                                                                                                   
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  مقدمه .1

هاي مثلثی، ها به فرمموضوع تحویل ماتریس

هسنبرگ و سه قطري از موضوعات مهم جبرخطی 

باشد. به عنوان مثال از این دست کارها را عددي می

] مشاهده 6] و [5]، [4] و [3]، [2[ ]،1توان در [می

رم یکانی براي رسیدن به ف-J] از تشابه 6کرد. در [

فشرده استفاده شده است. در این مقاله ما از 

هاي هاوس هولدر براي یافتن فرم- Jتبدیلات 

کنیم. ما با تغییر ها استفاده میفشرده ماتریس

هاوس -  Jهاي تبدیل از هاوس هولدر به ماتریس

-Jهولدر دامنه عمل این تبدیلات را از متقارن به 

فاهیم بکار دهیم. منبع تعاریف و ممتقارن تغییر می

 باشد. ] می8] و [7برده شده در این مقاله منابع [

  

  هاوس هولدر- J. تبدیلات 2

بردارهاي ستونی با -nفضاي همه  nفرض کنید 

,	�� هايدرایه � = 1, 2, 3, باشد. ضرب داخلی  …

دهیم. را با نماد (. ، .) نمایش می nاستاندارد در 

  بدین ترتیب 

(�, �) = ∑ �����,
�
���   

  

   که در آن

� = (��, ��, ��, … ,   و							(��

� = (��, ��, ��, … , ��),					  
  

  تابع و علامت بار به معنی مزدوج مختلط است.

[., .]:	
�
×

�
→

�
  

  

توانید شود (مییک ضرب داخلی نامعین نامیده می

  گاه شرایط زیر برقرار باشد.] را ببینید)، هر9[

  الف. خطی بودن نسبت به مولفه اول:

[��� 	+ 	β��, y]= α[��, y]+

β[��, y],			∀	��, ��, y	 ∈
�, ∀	�, � ∈   

  

  ب. پادتقارنی:

[�, �]= [�, �]�������, ∀	�, y	 ∈
�
,	  

 
  ج. ناتبهگونی:

,�]		اگر	 �]= 0, ∀� ∈
�
		 	� = �.  

 

=� دهیمقرار می). 1-2مثال ( ����	(± 1) ،

باشد  Jدر ماتریس  - 1تعداد   n-r+ و1تعداد  rاگر 

  کنیمتعریف می

[�, �]= (��, �) = � ��=
∑ ��(�)���(�) ∑ ��(�)���(�)

�
�����

�
���   

  

  یک جایگشت است بطوري که  �که در آن 

σ(�) = ��					,					��		 ∈ {1,2,3, … , �},			 
  

  علامت * به معنی ترانهاده مزدوج مختلط است.

,.]شود که بسادگی دیده می یک ضرب داخلی  [.

  نامعین است.

  

  ).1- 2تعریف (

� اگر - الف [�]= H  که در آن� [�]= JH�J ،

H  را ماتریسی–J.متقارن گوییم  

�اگر  -ب [�]� = I،H   را ماتریسی–J متعامد

  گوییم. 

 

  یک ماتریس بشکل). 2- 2تعریف (

� = � 2[� , �]�� ��, �=
����	(± 1),   

  

�که در آن  ∈ �]|�و  � , �]|= ، را یک 1

  نامیم.هاوس هولدر میJ-ماتریس 

  

  آیدبا تعریف بالا نتایج زیر بدست می ).1-2گزاره (

� - الف [�]= H  که� [�]= JH�J  یعنیH 

  متقارن است.J–ماتریسی 
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� -ب [�]� = I  یعنیH ،–J]) .10متعامد است [

  را ببینید)

� -ج � = I.  

   اثبات(الف).

� [�]= JH�J=
J(� 2[� , �]�� ��)�J=
J(� 2[� , �]����)J=  
� 2[� , �]�� ��= �   

  

  اثبات(ب). 

H�J� = (� 2[� , �]�� ��)�J(�
2[� , �]�� ��) =  
(� 2[� , �]����)(�
2[� , �]�����) =  
� 2[� , �]����� 2[� , �]�����+
4[U, U]���� ���� ��= �  

  

  بنابراین

H�J� = � JH�J� = � � [�]� = I.  

  

  . اثبات(ج)

  با استفاده از قسمت هاي الف و ب بدیهی است.

 

فرض کنید ). 1- 2لم (

� = (��, ��, ��, … , ��)
برداري غیر صفر  �

 طوري که باشد به

[�, �]≠ �(1,1)��
�		,					[�, �]≠ 0	  

  

,�]و  (1,1)�و  هم علامت باشند، آنگاه یک  [�

د است بطوریکه موجو Hهاوس هولدر -  Jماتریس 

Hx  است. ��مضربی حقیقی از  

هاوس هولدر -  Jبایستی ماتریس  اثبات.

� = � 2[� , �]�� طوري پیدا شود که  ��

�� = α، بطوریکه ���   یعنی ∋

(� 2[� , �]�� ��)x= ���  
  

  لذا

� 2[� , �]�� ��x= ��� x
��� = 2[� , �]�� ��x.  

  

  کنیمتعریف می

� =
�����

�|[�����,�����]|
,  

  

  سپس

2[� , �]�� ���=

�|[� ���, � ���]|�   
2[� , �](� ���)

���= |[�
���, � ���]|.  

  

�]چون  , �]و  [� ���, � ���] 

  همعلامت هستند، لذا

2(� ���)
���= [� ���, �

���]   
2���� 2���

���= (�
���)

��(� ���)  
2���� 2���

���= (��

���
�)(�� ����)  
2���� 2���

���=
���� ������ ���

���+
����

����   

����= ����
���� �� =

[�,�]

�(�,�)
	,  

  

��.بنابراین  = (�, 0,0, … ,0)�  

  

�فرض کنید ). 1- 2الگوریتم ( =

(��, ��, ��, … , ��)
 برداري غیر صفر باشد که  �

[�, �]≠ �(1,1)��
�		,					[�, �]≠ 0	  

  

,�] و (1,1)�و  الگوریتم زیر  هم علامت باشند، [�

را  Hو یک ماتریس  	�، یک اسکالر Uیک بردار 

  کند، بطوریکه محاسبه می

Hx = (� 2[� , �]�� ��)x=
(�, 0,0, … ,0)�,  

1) � = �
[�,�]

�(�,�)
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2) � =
�����

�|[�����,�����]|
 

3) � = � 2[� , �]�� �� 
  

=�با قرار دادن  ).2-2مثال ( �
1 0
0 1

و  �

� = �
5
3
  داریم �

[�, �]= ����= (5 3) �
1 0
0 1

��
5
3
�= 16,  

� = �
[�,�]

�(�,�)
= 4,  

  و

� =
�����

�|[�����,�����]|
=

�

√�
�
1
3
�,		  

[� , �]=
�

�
	(1 3) �

1
3
�= 1,  

� = � 2[� , �]����= �
1 0
0 1

�+ 2 ×

�

�
�
1
3
�(1 3) �

1 0
0 1

�= �
5
4�

3
4�

3
4�

5
4�
�.  

  

��. شود کهحال بسادگی دیده می = (4 0)�  

 

 QRو تجزیه  هاوس هولدر-  J ماتریس هاي. 3

�ماتریس QRدر این بخش تجزیه  = (���)�×� 

بدست  هاوس هولدر- Jهاي با استفاده از ماتریس را

  گام است. n-1آوریم. الگوریتم شامل می

�). براي 1-3الگوریتم ( = 1,2,3, … , � 1 

  هاي زیر را انجام دهید.گام

,براي  .1 � = ���قرار دهید  1 = در غیر  	�

=�اینصورت  �
�� 0

0 ���
برابر است با  ���، (سایز �

� � + 1( 

 
2. � = (a�� ,… , a��)

,x]اگر  � x]= 0، 

[�, �]= �(1,1)��
,�] و (1,1)�یا  � هم  [�

، متوقف شوید، در غیر اینصورت علامت نباشند

� = �
[�,�]

�(�,�)
�.و   =

�����

�|[�����,�����]|
  

3. ��� = � 2[� , �]��  ���(سایز ، 		����

�برابر است با  � + �])و  	1 , �]=

������ 
,اگر  .4 � = ��قرار دهید  1 = در غیر  	���

��اینصورت تعریف کنید  = �
�� 0

0 ���
محاسبه  ،�

(�)�کنید  = ���
(���)	) ،�(�) = �( 

  پایان .5

ام  kهاي صفر در ستون درایهداراي  (�)�ماتریس 

,�)ي درایهزیر  باشد و با اعمال انجام شده می (�

کنند. براي هاي قبلی تغییر نمیصفرهاي ستون

� = � یک  (���)�، ماتریس حاصل شده 1

  نامیم. می Rماتریس بالا مثلثی است که آنرا 

  دیدیم که

�(�) = ���
(���), � = � 1,… ,2,	  

  

  داریم

� = �(���) = �����
(���) = =

�������� …�����  
  ولی 

�������� …���� =

�����
�������

��…���
�����

��  
= �����

�����
� …��

���
��=

�(���� …��������)
��  

  

�دهیم قرار می = ����   ، لذا��������…

�������� …���� = ����= �[�].  
  

�بنابراین  =   ، اما�[�]�

�[�]Q =

�����
�������

��…���
�����

����
��� ��   

× �� …��������,  
  

���(توجه داشته باشید که 
���� =  و ...) �

�بنابراین  = ��.  
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، وقتیکه kتوجه شود که در الگوریتم بالا براي هر 

�� = �
���� 0

0 ���
��چون  ،�

یک ماتریس  [�]

��هاوس هولدر است لذا -���
[�]�� = ، که �

�= �
�� 0

0 ���
   ، بنابراین�

��
[�]�� = ��

���� 0

0 ���
�
�

��� =  

�
�� 0

0 ���
��
���� 0

0 ���
���

�� 0

0 ���
� �
���� 0

0 ���
�  

= �
���� 0

0 ������
�
������

� =

�
���� 0
0 ������

� = �.  

  

  کنیم.آنچه اثبات کردیم بصورت قضیه زیر بیان می

  

داده  �×��فرض کنید ماتریس ). 1-3( قضیه

�شده باشد، اگر الگوریتم بالا قبل از گام  1 

و بالا  Qمتعامد – Jمتوقف نشود، ماتریس هاي 

�موجودند بطوریکه  Rمثلثی  = ��.  

  تواند بشکل زیر نوشته شود،می Qماتریس 

� = ���� …��������,					  

�� = �
���� 0

0 ���
�,			  

  

�		)��که در آن هر  = 1,2,3, … , � 1) ،

=�هاوس هولدراست. (- ���یک ماتریس 

�
�� 0

0 ���
برابر  ���و  ���سایزهاي  و �

� � +   باشند)می 1

 

و تحویل به  هاوس هولدر-  Jهاي . ماتریس4

  فرم هسنبرگ

  توان یک دهیم که چگونه میدر این بخش نشان می
  

�ماتریس =  Jهاي را بوسیله ماتریس  �×�(���)

  به یک ماتریس هسنبرك تحویل کرد. متعامد–

  

�براي  ).1- 4( الگوریتم = 1,2,3, … , � 2 

  هاي زیر را انجام دهید.گام

=�قرار دهید   .1 �
�� 0

0 ���
برابر  ���، (سایز �

�است با  �( 

2. � = (a���,�, … , a��)
� 

,x]اگر   .3 x]= 0 ،[�, �]= �(1,1)��
یا  �

,�] و (1,1)� ، متوقف هم علامت نباشند [�

�ر غیر اینصورت شوید، د = �
[�,�]

�(�,�)
،     

4. � =
�����

�|[�����,�����]|
، 

5. ��� = � 2[� , �]��  ���(سایز ، 		����

�برابر است با  �])و  	� , �]= ������ 

��تعریف کنید  .6 = �
�� 0

0 ���
�،   

(�)�د محاسبه کنی .7 = ���
(���)��

[�]	  ، 

  پایان .8

�در گام  یک ماتریس بالا  (���)�ماتریس  	2

 ��نامیم، که در آن می ��هسنبرگ است که آنرا 

متشابه است. این مطلب را  �با  متعامد– Jبطور 

  توان در زیر مشاهده نمود.می

�� = �(���) = �����
(���)����

[�]  

= ����������
(���)����

[�]�����
[�]=  

= (�������� …��)�(��
[�]��

[�]…����
[�])  

  

Pدهیم قرار می = �������� ، لذا ��…

�[�]= ��
[�]
��

[�]…����
�[�]�و  [�] = � ،

��سپس  = ، بنابراین ما قضیه زیر را [�]���

  ایم.اثبات نموده

  

داده  �×��فرض کنید ماتریس ). 1- 4( قضیه

�شده باشد، اگر الگوریتم بالا قبل از گام  2 

ماتریس  متعامد– Jمتوقف نشود، بوسیله تشابه 

  تحویل  ��س بالا هسنبرگ به ماتری �×��

��گردد، یعنی می = یک  �، که در آن [�]���

  است. متعامد– Jماتریس 
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  تحویل به فرم سه قطري. 5

 متقارن باشد (یعنی– Jیک ماتریس  �×��اگر 

�[�]= =[�]���)، سپس از � نتییجه  ��

یک ماتریس  ��شود که ماتریس بالا هسنبرگ می

J –است، زیرا متقارن  

��
[�]= (���[�])[�]= ��[�]�[�]=

���[�]= �� ,  
  

را نیز نشان  ��آنچه گفته شد سه قطري بودن 

 J) را براي ماتریس 1-4دهد. حال اگر الگوریتم (می

بکار ببریم خروجی آن یک ماتریس سه  متقارن–

خواهد بود. بنابراین قضیه زیر را  متقارن– Jري قط

  داریم.

  

– Jیک ماتریس  �×�� فرض کنید). 1-5( قضیه

) قبل از گام 1-4متقارن باشد، اگر الگوریتم (

�  متعامد– Jمتوقف نشود، بوسیله تشابه  2

 متقارن– Jسه قطري به ماتریس  �×��ماتریس 

�گردد، یعنی تحویل می � = ، که در [�]���

  است. اگر متعامد– Jیک ماتریس  �آن 

� = �

�� ��
��

0 0
0

0
0 0

��
�� ��

�,     

  

=[�]�سپس  =����، یعنی �   ، لذا داریم�

�(�	 	1, �	 	1)�(�, �)�� 	= 	��,	  
∀�, 2	 ≤ 	�	 ≤ 	�,  

  

��بنابراین  	= ��یا  ��	 	= 	 ��  .  

  

  فرض کنید  ).1- 5( مثال

� = �
2 5 3
5 1 2
3 2 2

�								  

J= �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� و				    

  چون 

����=

�
1 0 0
0 1 0
0 0 1

� �
2 5 3
5 1 2
3 2 2

� �
1 0 0
0 1 0
0 0 1

�  

= �
2 5 3
5 1 2
3 2 2

� = �,  

  

�متقارن است، – Jیک ماتریس  	� = ، لذا 3

الگوریتم تنها شامل یک گام است. همانطور که در 

  مثال قبل دیده شد

��� =
1
4� �
5 3
3 5

�,  

  

  دهیمقرار می

�� = �

1 0 0

0
�

�

��

�

0
�

�

��

�

�,  

  سپس

�����
[�]=

�

1 0 0

0
�

�

��

�

0
�

�

��

�

��
2 5 3
5 1 2
3 2 2

� �

1 0 0

0
�

�

��

�

0
�

�

��

�

�

[�]

  

= �

2 4 0

4
���

16

��

��

0
���

��

���

��

�,  

  

 متقارن است.– Jسه قطري که یک ماتریس 

  

 فرض کنید ).2-5مثال(

A = �
��� ���
��� ���

�,			  

J= �
�� 0
0 ��

�,  

  

 6×6بترتیب ماتریسهاي همانی  ��			و	��		که در آن

، 6×6یک ماتریس متقارن  ���و  باشندمی 2×2و 

یک ماتریس  ���و  2×2یک ماتریس متقارن  ���
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   هستند و 1و  0هاي تصادفی بین با درایه 2×6
  

��� = ���
�,  

  

-Jاتریس یک م Aبا شرایط تعریف شده در بالا 

کنیم، متقارن است. حال الگوریتم را اجرا می

متقارن سه قطري حاصل در یکی از -Jماتریس 

اجراهاي کدهاي نوشته شده براي الگوریتم با نرم 

  است. )1-5(افزار متلب به شکل ماتریس 

  

بترتیب  ��			و	��		در در مثال بالا ).3- 5( مثال

 ���و  شندبامی 3×3و  6×6هاي همانی ماتریس

هاي تصادفی بین با درایه 6×6یک ماتریس متقارن 

  با  3×3یک ماتریس متقارن  ���، 100و  0

یک ماتریس  ���و  10و  0هاي تصادفی بین درایه

  هستند و  1و  0هاي تصادفی بین با درایه 3×6

  

  

��� = ���
�,  

  

-Jیک ماتریس  Aبا شرایط تعریف شده در بالا 

کنیم، متقارن است. حال الگوریتم را اجرا می

متقارن سه قطري حاصل در یکی از -Jماتریس 

اجراهاي کدهاي نوشته شده براي الگوریتم با نرم 

  است. )2-5(افزار متلب به شکل ماتریس 

  

  گیري. نتیجه6

توان بوسیله دانیم که یک ماتریس متقارن را میمی

تریس سه قطري هاي هاوس هولدر به یک ماماتریس

تحویل کرد. آنچه در این مقاله انجام شد، بدست 

متقارن – Jهاي اي مشابه براي ماتریسآوردن نتیجه

  بود، که بنابر آنچه دیده شد با استفاده از 

هاوس هولدر این کار به نتیجه  – Jهاي ماتریس

  رسید.

  

 )1- 5ماتریس(

62.2475 086.7962
86.7962 148.3417

00.0000 000.0000
98.9959 000.0000

00.0000 098.9959
00.0000 000.0000

60.2919 032.8706
32.8706 34.1728

000.0000 00.0000
000.0000 00.0000

000.0000 0.0000
000.0000 0.0000

000.0000 00.0000
040.5104 00.0000

000.0000 0.0000
000.0000 0.0000

00.0000 000.0000
00.0000 000.0000

00.0000 040.5104
00.0000 000.0000

00.0000 000.0000
00.0000 000.0000

00.0000 000.0000
00.0000 000.0000

57.2662 35.2400
035.2400 18.7999

000.0000 0.0000
01.8168 0.0000

000.0000 01.8168
000.0000 00.0000

001.0284 0.6994
000.6994 0.4432

 

 

 

 )2-5ماتریس(

051.78 180.80 000.00
180.80 256.63 085.59
000.00 085.59 15.23

00.00 00.00 0.00
00.00 00.00 0.00
46.73 00.00 0.00

00.00 00.00 00.00
00.00 00.00 00.00
00.00 00.00 00.00

000.00 000.00 046.73
000.00 000.00 000.00
000.00 000.00 000.00

50.75 24.86 0.00
24.86 05.94 2.47
00.00 02.47 7.24

00.00 00.00 00.00
00.00 00.00 00.00
1.31 00.00 00.00

000.00 000.00 000.00
000.00 000.00 000.00
000.00 000.00 000.00

00.00 00.00 1.31
00.00 00.00 0.00
00.00 00.00 0.00

00.29 03.17 00.00
03.17 08.98 1.28
00.00 1.28 01.39
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