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  مقدمه - 1

دانیم در فضاي ضرب داخلی  همانطور که می

( , , )X    تنها یک رابطۀ تعامد وجود دارد که از

تر،  ه عبارت دقیقشود. ب ضرب داخلی حاصل می

x,بردارهاي y X عمود هستند اگر , = 0x y  
xنویسیم  صورت می  (در این y برخی .(

هاي اساسی تعامد در فضاهاي ضرب داخلی  ویژگی

 عبارتند از:

x ناتباهیدگی: الف) x ها اگر اگر و تن= 0x؛ 

xاگر  همگنی: ب) yگاه براي هر  ، آن

,  R ،x y ؛ 

xاگر تقارن:  پ) yگاه  ، آنy x؛ 

} هاي فرض کنیم دنباله پیوستگی: ت) }nx  و

{ }ny  درX  چنان باشند کهnx x  و

ny y صورت اگر براي هر  . در اینnN ،

n nx yگاه  ، آنx y؛ 

xاگر  جمعی بودن: ث) y  وx zگاه  ، آن

( )x y z ؛ 

براي هر دو بردار ناصفر و  :ویژگی وجودي ج)

x,مستقل خطی  y X عدد ، R  وجود

)که  طوري دارد به )x x y  این ویژگی .

کند که در هر زیرفضاي حداقل دوبعدي  تضمین می

 ، دو بردار ناصفر عمود بر هم وجود دارد.Xاز

)فرض کنیم  , )X P P  یک فضاي نرمدار روي

از  Xکه نرم  د. زمانیباش Rمیدان اعداد حقیقیِ 

شود، مفهوم تعامد روي یک ضرب داخلی القا نمی

X  یکتا نیست. در طول قرن بیستم مفاهیم تعامد

گوناگونی در فضاهاي نرمدار تعریف و مورد مطالعه 

 ]1بِرکُف [ 1935ویژه، در سال  قرار گرفته است. به

اي به یک مفهوم جدید از تعامد در فضاهاي  اشاره

] با الهام از 2نرمدار داشت. پس از آن جیمز [

هاي برکف، این مفهوم جدید از تعامد در  ایده

هاي بیشتر  فضاهاي نرمدار را گسترش داده و ویژگی

هاي  او بسیاري از ویژگی تري از آن ارائه کرد. و دقیق

ن تعامد وسیلۀ ای هندسی فضاهاي نرمدار را به

توصیف کرد. این تعامد به افتخار برکف و جیمز 

 جیمز نامیده شده است. -تعامد برکف

xبردار  X  بر بردارy X متعامد برکف-

 جیمز است اگر 

( ).x y x    P P P P R  

  
Bxنویسیم  صورت می در این  y.  

هاي هندسی تعامد  ] با الهام از ویژگی3جیمز در [ 

هاي فیثاغورسی و  در فضاهاي اقلیدسی، تعامد

 الساقین را به صورت زیر معرفی کرد: متساوي

xبردار .1 X  بر بردارy X متعامد متساوي  

  الساقین است، اگر

=x y x y P P P P 

 
Ixنویسیم  صورت می  در این y.  

 
xبردار .2 X بر بردارy Xفیثاغورسی  متعامد

 است، اگر
2 2 2=x y x y P P P P P P  

  
Pxنویسیم  صورت می  در این y.  

 
)فرض کنیم  , , )X    فضاي ضرب داخلی باشد و

mN اگر .i ،i  وi )= 1, ,i m (

 اعداد حقیقی باشند که در شرط 

2 2

=1 =1 =1

= = 0, =1
m m m

i i i i i i i
i i i

         )1(     

 
هاي ضرب  اه با به کارگیري ویژگیگ صدق کنند، آن

شود که  داخلی و انجام محاسبات مستقیم، ثابت می

x,براي هر  y X داریم  

2

=1
2 , = .

m

i i ii
x y x y     P P  

  

مفهوم تعامد   ]4 [توجه به این واقعیت، کارلسون با 

کارلسون را به عنوان تعمیمی از تعامدهاي 
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قین معرفی کرد. در فضاي السا فیثاغورسی و متساوي

)نرمدار  , )X P P  بردارهاي,x y X  به مفهوم

  کارلسون بر هم عمود هستند اگر

2

=1
= 0

m

i i ii
x y   P P  

 
در شرط  iو  i ،iو اعداد  mNکه در آن 

شود که  کنند. به سادگی مشاهده می ) صدق می1(

=الساقین با انتخاب  تعامد متساوي 2m ،

1

1
=

2
 ،2

1
=

2
  ،1 2= = 1  ،1 = 1  و

2 = 1  آید. همچنین، تعامد  دست می به

=فیثاغورسی با انتخاب  3m ،1 = 1  ،

2 3= = 1  ،1 2, = 1  ،3 = 0 ،

1 3= = 1   2و = 0 آید.  دست می به  

دست آوردن اطلاعات بیشتر از تعامدهاي  براي به

ذکر شده و آشنایی با دیگر مفاهیم تعامد در 

] 10و 9، 8، 7، 6، 5فضاهاي نرمدار، مطالعۀ مراجع [

 شود.  به خواننده پیشنهاد می

)فرض کنیم  , )X P P  فضاي نرمدار باشد و

1 <p ] نویسندگان با استفاده از 11. در [

  مساوي  نا
1

1

0
( (1 ) )

2

2

p p p

p p

x y
t x ty dt

x y


  




P P P P

P P P P

  

آدامار براي تابع محدب -که در واقع نامساوي ارمیت

( ) = pf x xP P اند که  است، ثابت کرده 
1

1

0
( , ) := ( (1 ) )p p

p HHx y t x ty dt  P P P P  

 
Xیک نرم روي   X ها این نرم را  . آناست

HH p-اند و با به کارگیري مفهوم  نرم نامیده

2HH - نرم و الهام از تعامد کارلسون، تعامد

HHآدامار (تعامد-جدیدي از نوع ارمیت C را (

 اند: ] به صورت زیر تعریف کرده13] و [12در [

)] فرض کنیم 13[- 1یف تعر , )X P P  فضاي

xنرمدار باشد. بردار  X رمیترا به مفهوم ا-

yآدامار از نوع کارلسون بر بردار  X عمود گوییم

  اگر 

1
2

0
=1

(1 ) = 0
m

i i i
i

t x t y dt     P P  

 
i 1و  i ،iو  mNکه در آن  i m  ) (

صورت   کنند. در این ) صدق می1در شرط (

HHنویسیم  می Cx y.  

هاي بسیاري از  سازي در طول قرن بیستم مشخص

از یک ضرب داخلی ها  فضاهاي نرمداري که نرم آن

دست آمده است. اولین و مشهورترین  شود به القا می

توسط جردن و فون نویمان  1935ها در سال  آن

] ثابت کردند که شرط 14ها در [ دست آمد. آن به

که نرم یک فضاي نرمدار  لازم و کافی براي این

توسط یک ضرب داخلی القا شود، برقراي تساوي 

هاي بسیاري براي  شالاضلاع است. رو متوازي

سازي فضاهاي ضرب داخلی وجود دارد.  مشخص

ها استفاده از مفهوم  یکی از مشهورترینِ این روش

تعامد است. واضح است که همۀ تعامدهاي ذکرشده 

در فضاهاي ضرب داخلی با هم معادل هستند. توجه 

به این نکته ضروري است که این تعامدها 

و وجودي بودن را هاي ناتباهیدگی، پیوستگی  ویژگی

هاي تعامد  دارند اما ممکن است برخی از ویژگی

حاصل از یک ضرب داخلی را نداشته باشند. 

الساقین متقارن  تعامدهاي فیثاغورسی و متساوي

جیمز متقارن نیست. در -هستند. اما تعامد برکف

جیمز همگن است و تعامدهاي -که تعامد برکف حالی

تر  و در حالت کلیالساقین  فیثاغورسی و متساوي

تعامد کارلسون همگن نیستند. با توجه به این 

] بر اساس 16و3، 2] و جیمز [15 [ها، دي  واقعیت

-الساقین و برکف تعامدهاي فیثاغورسی، متساوي

دست  هایی از فضاهاي ضرب داخلی به جیمز توصیف

ها ثابت کردند که فضاي نرمدار  ویژه، آن اند. به آورده
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X  فضاي ضرب داخلی است اگر و فقط اگر تعامد ،

همگن باشد.  Xالساقین) در  فیثاغورسی (متساوي

] ثابت کرد تعامد 4تر کارلسون [ در حالت کلی

همگن است اگر و  Xکارلسون در فضاي نرمدار 

فضاي ضرب داخلی باشد. براي  Xتنها اگر 

هاي بیشتري از فضاهاي  سازي مشاهدة مشخص

ضرب داخلی که بر اساس تعامدهاي مختلف در 

] و 18و17اند، مطالعۀ [ دست آمده فضاهاي نرمدار به

  شود. مراجع آن پیشنهاد می

HHهاي تعامد ویژگی C] مورد 13و12در [

] ثابت شده 13ویژه، در [ ته است. بهمطالعه قرار گرف

HHاست که تعامد C  .ناتباهیده و پیوسته است

اند که  همچنین، نویسندگان این مقاله ثابت کرده

HHتعامد C علاوه،  ویژگی وجودي دارد. به

اند که تعامد ها به این نکته اشاره کرده آن

HH C اند  همگن و جمعی نیست و ثابت کرده

HHکه تعامد C  در فضاي نرمدارX  همگن

فضاي ضرب  X(جمعی) است اگر و تنها اگر 

ها براي اثبات  داخلی باشد. لازم به ذکر است که آن

] الهام 4هاي کارلسون در [ این مطلب از ایده

تري نسبت  اند و با به کارگیري ویژگی ضعیف گرفته

به همگن و جمعی بودن این تعامد در فضاهاي 

اند این واقعیت را اثبات نمایند.  نرمدار، توانسته

هاي بیشتري از فضاي ضرب داخلی  سازي مشخص

HHبراساس رابطۀ بین تعامد C رکفو تعامد ب-

دست آمده است. نویسندگان این  ] به19جیمز در [

HHاند که تعامد مقاله ثابت کرده C  و تعامد

پذیر  مقایسه Xجیمز در فضاي نرمدار -برکف

از یک ضرب داخلی  Xهستند اگر و تنها اگر نرم 

  القا شود.

این مقاله قصد داریم ابتدا نتایج بیشتري در مورد در 

HHویژگی وجودي تعامد C دست آوریم.  به

ها برهان دیگري براي  سپس، با استفاده از آن

] از فضاهاي 13هاي ارائه شده در [  سازي مشخص

کنیم. در واقع، ثابت  ضرب داخلی پیشنهاد می

HHکنیم تعامد می C  در فضاي نرمدارX 

فضاي ضرب داخلی  Xجمعی است اگر و تنها اگر 

باشد. لازم است بر این نکته تأکید کنیم که برهان 

ارائه شده براي این حقیقت در مقالۀ پیش رو مبتنی 

HHبر ویژگی وجودي تعامد Cروند کاملاً  و است

 کند.  متفاوتی را پیشنهاد می

 

سازي فضاهاي ضرب داخلی  مشخص -2

HHوسیلۀ تعامد  به C  

کنیم که فضاهاي  در سراسر این بخش فرض می

نرمدار حقیقی هستند و حداقل دوبعدي. ابتدا ضمن 

HHیادآوري ویژگی وجودي تعامد C در لم ،

آوریم که در اثبات نتایج  دست می زیر نابرابري را به

 کار گرفته خواهد شد. اصلی به

   

)فرض کنیم  -2لم  , )X P P  ،فضاي نرمدار باشد

,x y X  0وx صورت عدد  . در اینR 

)که  طوري  جود دارد بهو )HH Cx x y . 

 علاوه، همواره داریم  به

1
2

0
=1

1
| | ( | (1 ) | ).

6

m

i i i i i
i

x y t t t dt      P P P P 

  

x,فرض کنیم  برهان: y X  0وx .  در

وجود  R] ثابت شده است، 13از [ 2. 5قضیۀ 

)طوري که  دارد به )HH Cx x y  به  . بنا

HHتعریف تعامد C داریم  

1
2

0
=1

(1 ) ( ) = 0.
m

i i i
i

t x t x y dt       P P

  

  دهد که این نتیجه می
1

2

0
<0

1
2

0
0

[(1 ) ]

[(1 ) ]

i i i i

i

i i i i

i

t t x t y dt

t t x t y dt





    

    


   

   

 

 

P P

P P
 

  

1علاوه، براي هر  به i m   [0,1]و هرt  داریم  
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[(1 ) ]

[(1 ) ] .

i i i

i i i

t t x t y

t t x t y

   

   

  

   

P P P P

P P
)2(   

  

  و لذا
2

2

( (1 ) )

[(1 ) ] .

i i i

i i i

t t x t y

t t x t y

   

   

  

   

P P P P

P P

 

0i (1<پس براي هر  i m    داریم t[0,1]و هر (
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

((1 )

2 (1 ) )

2 (1 )

[(1 ) ] .

i i i i

i i i i i

i i i i

i i i i

t t

t t x t y

t t t x y

t t x t y

    

    

    

    

 

  

  

   

P P P P

P PP P

P P

 

  

 [0,1]گیري از نامساوي بالا روي بازة  با انتگرال

<براي هر  0i(1 i m    خواهیم داشت (

2 2 2 2

2 2

1

0

1
2

0

1
( )

3

1

3

2 (1 )

[(1 ) ] .

i i i i i i i

i i

i i i i

i i i i

x

y

x y t t t dt

t t x t y dt

        

 

    

    

 



  

   





P P

P P

P PP P

P P

 

  بنابراین

2 2 2 2

>0 >0 >0

2 2

>0

1

0
>0

1
2

0
>0

1
( )

3

1

3

2 (1 )

[(1 ) ] .

i i i i i i i

i i i

i i

i

i i i i

i

i i i i

i

x

y

x y t t t dt

t t x t y dt

  







        

 

    

    

 



  

   

  



 

 

P P

P P

P PP P

P P

 )3(  

  

1از سوي دیگر، براي هر  i m   [0,1]و هرt 

  داریم
2

2

[(1 ) ]

( (1 ) | | ) .

i i i

i i i

t t x t y

t t x t y

   

   

  

   

P P

P P P P
 )4(  

>راي هر پس ب 0i (1 i m   t[0,1]و هر  (

  خواهیم داشت 
2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

((1 )

2 (1 ) )

2 (1 )

[(1 ) ] .

i i i i

i i i i i

i i i i

i i i i

t t

t t x t y

t t t x y

t t x t y

    

    

    

    

 

  

  

   

P P P P

P PP P

P P

 

 
نتیجه  [0,1]گیري از نامساوي بالا روي بازه  انتگرال

>براي هر   دهد که می 0i(1 i m   داریم (

2 2 2 2

2 2

1

0

1
2

0

1
( )

3

1

3

2 (1 )

[(1 ) ] .

i i i i i i i

i i

i i i i

i i i i

x

y

x y t t t dt

t t x t y dt

        

 

    

    

 



  

   





P P

P P

P PP P

P P

 

 رو از این

2 2 2

<0 <0

2 2 2

<0 <0

1

0
<0

1
2

0
<0

1
2

0
>0

1
(

3

1
)

3

2 (1 )

[(1 ) ]

= [(1 ) ] .

i i i i

i i

i i i i i

i i

i i i i

i

i i i i

i

i i i i

i

x y

x y t t t dt

t t x t y dt

t t x t y dt

 

 







    

     

    

    

    



 

  

   

   

 

 

 

 

 

P P P P

P PP P

P P

P P

)5(  

  

  شود که ) نتیجه می5) و (3از (

2

1
2

0
>0

1
2

0
<0

1
2

3

( (1 )

(1 ) ) 0.

i i i i i

i

i i i i i

i

x x y

t t t dt

t t t dt







     

     



 

   

 

 

P P P PP P

  

  

 از طرفی چون
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1
2

0
> 0

1
2

0
< 0

1
2

0
> 0

1
2

0
< 0

1
2

0
=1

(1 )

(1 )

= (1 )

(1 )

= (1 ) ,

i i i i

i

i i i i

i

i i i i

i

i i i i

i

m

i i i i i
i

t t t dt

t t t dt

t t t dt

t t t dt

t t t dt









    

    

    

    

     

 

  

 

  

 

 

 

 

 



 

  پس

)6(  
1

2

0
=1

1

6

(1 ) .
m

i i i i i
i

x

y t t t dt



       

P P

P P

 

  

رگیري روشی مشابه، ) و به کا2استفاده از ( با

  آوریم دست می به

2 2 2

<0 <0

2 2 2

<0 <0

1

0
<0

1
2

0
<0

1
2

0
>0

1
(

3

1
)

3

2 (1 )

[(1 ) ]

= [(1 ) ] .

i i i i

i i

i i i i i

i i

i i i i

i

i i i i

i

i i i i

i

x y

x y t t t dt

t t x t y dt

t t x t y dt

 

 







    

     

    

    

    



 

  

   

   

 

 

 

 

 

P P P P

P PP P

P P

P P

)7(  

   

  آوریم دست می ) به4همچنین از (

2 2 2

>0 >0

2 2 2

>0 >0

1

0
>0

1
2

0
>0

1
(

3

1
)

3

2 (1 )

[(1 ) ] .

i i i i

i i

i i i i i

i i

i i i i

i

i i i i

i

x y

x y t t t dt

t t x t y dt

 

 





   

   

    

    



 

  

   

 

 

 

 

P P P P

P PP P

P P

)8( 

  

 شود که ) نتیجه می8) و (7پس از ( 

2

1
2

0
>0

1
2

0
<0

1
2

3

( (1 )

(1 ) ) 0

i i i i i

i

i i i i i

i

x x y

t t t dt

t t t dt







     

     



 

   

 

 

P P P PP P

 

 و لذا

 
1

2

0
=1

1

6

(1 ) .
m

i i i i i
i

x

y t t t dt



     



  

P P

P P

)9(   

  

  آید: دست می ر به)، نابرابري زی9) و (6سرانجام از (

1
2

0
=1

1

6

( (1 ) ).
m

i i i i i
i

x

y t t t dt



     



 

P P

P P

 

 
  بدین ترتیب اثبات کامل می شود.

  

)شود که اگر  یادآوري می , )X P P  فضاي نرمدار

0باشد،  x X   وy Xهاي  گاه تابعک ، آن  

0

( , ) = lim
t

x ty x
x y

t




 P P P P
 

 و

0

( , ) = lim
t

x ty x
x y

t




 P P P P
 

  

ترتیب، مشتق گاتوي چپ و راست تابع نرم در  به 

  شوند. نامیده می yو در جهت  xنقطۀ 

پذیرِ گاتو   مشتق y، در جهت xتابع نرم در نقطۀ  

)است اگر  , ) = ( , )x y x y    که این مقدار

)مشترك را با  , )x y شود و مشتق  نشان داده می

نامند.  می y، در جهت xگاتوي تابع نرم در نقطۀ 

yدر جهت هر  xاگر تابع نرم در نقطۀ  X 
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 xگاه تابع نرم در نقطۀ  پذیرِ گاتو باشد، آن  مشتق

  پذیرِ گاتو است.  مشتق

هاي  هاي مهم تابعک از جمله ویژگی   توانیم  می

  به موارد زیر اشاره کنیم:

)الف) , ) ( , )x y x y  .  

) ب) , )x y y P P.  

 )پ
( , ) > 0

( , ) =
( , ) 0

x y
x y

x y

 
 

 







 

.  

) ت) , ) = ( , )x x y x x y     P P. 

 
براي اثبات قضیۀ بعد به دو نتیجۀ زیر که توسط 

  دست آمده است نیاز داریم.  ] به2جیمز در [

  

)] فرض کنیم 2[ - 3لم , )X P P  فضاي نرمدار

x,یر گاتو است و پذ باشد که نرم آن مشتق y X .

Bxصورت  در این y  اگر و تنها اگر( , )=0x y .  

  

)] فرض کنیم 4. 4، لم 2[ - 4لم , )X P P  فضاي

x,نرمدار باشد و  y X براي هر .aR داریم
2 2

2

| |

( )
= 2 .lim

s

a s x y sx y
a x

s

   P P P P
P P

  

)فرض کنیم   - 5قضیه  , )X P P  فضاي نرمدار

x,باشد،  y X 0وx صورت براي هر  . در این

0 r R  مقدار( )r R طوري وجود دارد به 

  که 

( ( ) ).HH Crx r x y   

  

)علاوه، براي هر چنین  به  )r،  

( ) = ( , )limr r x y   

  

  که در آن 

( , ) (1 ) ( , )1
( , ) =

6

p x y p x y
x y

x

 
   


P P

  و

>0

= .i i i

i i

p
 

    

  

0فرض کنیم  برهان: r R. صورت بنا   در این

)عدد  2به لم  )r R طوري که وجود دارد به  

( ( ) ).HH Crx r x y   

  بنابراین 
1([ ( )]( ) ).HH Crx r r rx y

   

  

نتیجه  2دست آمده در لم  پس از نابرابري به

  گیریم که می

1

1

0
=1

2 1

1

0
=1

1
1 2 2

0
=1

=1

1 2

=1

1
( )

6

| (1 )

[ ( )] |

[ | | (1 )

( ) | | ]

1
= | |

6

1
( ) | | .

3

m

i i i
i

i i

m

i i i
i

m

i i
i

m

i i i
i

m

i i
i

r r rx

y t t

t r r dt

y t t dt

r r t dt

y

y r r



  

  

  

  

  

  









 



 







 

 





P P

P P

P P

P P

P P

 

  بنابراین

1 2

=1

=1

1 1
( ) [ | | ]

6 3

1
| | .

6

m

i i
i

m

i i i
i

r r rx y

y

  

  

 







P P P P

P P

 

  

  دهد که  این نتیجه می

)10  (                     
1

| ( ) | [ ]
6 | |

A
r B

r
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2که در آن 

=1

1
= | |

3

m

i ii

y
A

x
 

P P

P P
و  

=1

1
= | |

6

m

i i ii

y
B

x
  

P P

P P
.  

}اکنون فرض کنیم  }nr اي از اعداد حقیقی  دنباله

limn=مثبت باشد که  nr  دهیم  و قرار می

:= ( )n nr . دست  ) به10نا به آنچه در (ب

}آوردیم، دنبالۀ  }n  کراندار است. پس بدون

توانیم فرض کنیم  کاسته شدن از کلیت، می

R طوري که  وجود دارد به  

( ), = .limn HH C n n
n

r x x y  


   

  بنابراین

1
2

0
=1

:=

1
[(1 ) ] 0.

n

m

i n i i n i
i

F

t r t x t y dt
r
n

         P P

  

  کنیم تعریف می nNبراي هر 

1
1 2

0
=1

2

1
:= ( [(1 ) ]

[(1 ) ] ) ,

m

n i n i i n i
i

n i i i

F t r t x t y
r
n

t r t x t y dt

    

   

  

   

  P P

P P

  

2

1
1 1 2

0
0

1 2

12

:=

( [(1 ) ]

(1 ) ) ,

n

n i i i i

i

n i i

i i rn

F

t r t x t y

t r x t y dt



      

 

 





  

  

  P P

P P

 

2
3 2

=0

1
:= ,

3
n i i

n i

x y
F

r 


 




P P
 

  و
1 2

1
4 2

0
0

(1 )
:= .n i i

n i i

ni

t r x t y
F dt

r

 
 





 
 

P P
 

  

  رو از این
1 2 3 40 = =n n n n nF F F F F   . 

  

  

  

1اکنون براي هر  i m ،[0,1]t و هر 

nN کنیم: تعریف می  

2

2

:
1

( ) = ( [(1 ) ]

[(1 ) ] )

1
= ( [(1 ) ]

[(1 ) ] )

( [(1 ) ]

[(1 ) ] )

n i i n i

n i i i

n i i n i

n

n i i i

n i i n i

n i i i

f t t r t x t y
n r

n

t r t x t y

t r t x t y
r

t r t x t y

t r t x t y

t r t x t y

   

   

   

   

   

   

  

   

  

   

  

   

P P

P P

P P

P P

P P

P P

 

1کنیم که براي هر  ابتدا توجه می i m ،

[0,1]t  و هرnN داریم  

[(1 ) ]

[(1 ) ]

[(1 ) ]

[(1 ) ]

= | || | .

n i i n i

n i i i

n i i n i

n i i i

i n

t r t x t y

t r t x t y

t r t x t y

t r t x t y

t

   

   

   

   

  

  

   

   

   



P P

P P

P

P

 

  

limn=که  همچنین، از آنجایی nr   و

=limn n  گیریم که نتیجه می 

1
( ) : ( [(1 ) ]

[(1 ) ] )

[(1 ) ]

[(1 ) ]

n n i i n i

n

n i i i

n i
i i

n n

n i
i i

n n

g t t r t x t y
r

t r t x t y

t y
t t x

r r

t y
t t x

r r

   

   

 
 

 
 

   

   

   

   

P P

P P

P P

P P

  

1)2به  ) | |it x P P  همگراست و در نتیجه

رو بنا به قضیۀ همگرایی تسلطی  کرندار است. از این

  گیریم که لبگ نتیجه می
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1
1

0
=1

1

0
=1

1

0
=1

| | | ( ) |lim lim

| | | | ( )lim

= ( | | 2 (1 ) )

| | = 0.lim

m

n i n
nn i

m

i i n n
ni

m

i i i
i

n
n

F f t dt

tg t dt

t t dt

x



   

  

 









 





 

 

 
P P

 

1بنابراین  = 0limn nF. اکنون فرض کنیم  

1 1 2

1 2

1
( ) := ( [(1 ) ]

(1 ) ).

n n i i i i

n

n i i

h t t r t x t y
r

t r x t y

    

 

 



  

  

P P

P P

  

با به کارگیري روشی مشابه آنچه که براي اثبات  

}کرنداري دنبالۀ  ( )}nf t توانیم ثابت  انجام شد، می

}کنیم که دنبالۀ  ( )}nh t .نیز کراندار است  

 یم کهگیر نتیجه می 4همچنین از لم  
1( ) = 2lim n i i

n
h t t x  


P P 

  

  دهد که و لذا قضیۀ همگرایی تسلطی لبگ نتیجه می

1
2 2

0
=1

1

0
=1

= ( )lim lim

= ( ) 2

= .

m

n i i n
n ni

m

i i i
i

F h t dt

x tdt

x

 

   



 
 

 P P

P P

 

 
=واضح است که چون  0limn nrپس ،  

2
3 2

=0

1
= = 0.lim lim

3
n i i

n n
n i

x y
F

r 


 

 




P P  

  

2که  ازآنجایی 2

0 =1
= = 0

m

i i i iii
   

  نتیجه ،

  گیریم که  می

1
4 2 1 2

0
0

2

1
= ( (1 )

(1 ) ) .

n i i n i i

ni

n

F t r x t y
r

t r x dt



   



 

 

  P P

P P

  

1براي هر   i m ،[0,1]t  و هرnN 

 دهیم قرار می

1 2

2

1

1

1
( ) := ( (1 )

(1 ) )

= ( (1 ) (1 ) )

(1 ) (1 )
( ).

n n i i

n

n

n i i n

n i i n

n

k t t r x t y
r

t r x

t r x t y t r x

t r x t y t r x

r

 

 

 







 

 

   

   

P P

P P

P P P P

P P P P

 

  لذا 
1

1

(1 ) ( ) (1 )
( ) = ( )

( (1 ) ( ) (1 ) ).

n i i
n

n

n i i

t x s t y t x
k t

s

t x s t y t x

 

 





   

   

P P P P

P P P P

  

که در آن  
1

=n

n

s
r

0limچون   . n
n

s


پس بنا ، 

به تعریف تابعک   داریم  

1

1

1

1
( (1 ) ( ) (1 ) )lim

= ((1 ) , )

= (1 ) ( , ).

n i i
n

n

i i

i i

t x s t y t x
s

t x t y

t t x y

 

  

  











   





P P P P

  

 دهد که این نتیجه می
2 1( ) = 2 (1 ) ( , ).lim n i i

n
k t t t x x y  


 P P  

  

شود که دنبالۀ  علاوه، به سادگی دیده می به

{ ( )}nk t  کراندار است. لذا قضیۀ همگرایی تسلطی

  دهد که لبگ نتیجه می
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1
4 2

0
0

1
2 1 2

0
0

2 1

0

= ( )lim

= ( , ) 2 (1 )

1
= ( , )

6

1
= ( ( , ) (1 ) ( , ))

6

n i i n
n

i

i i i i

i

i i i i

i

F k t dt

x y x t t dt

x x y

x p x y p x y







 

    

    

 

 











 



 

 

 



P P

P P

P P

  

که در آن 
>0

= i i i
i i

p
 

  . دست  سرانجام به

  آوریم می

1 2 3 4

0 = lim

= ( )lim

1
= ( ( , )

6

(1 ) ( , )).

n
n

n n n n
n

F

F F F F

x x p x y

p x y

 











  



 

P P P P

 

  

  بنابراین

( , ) (1 ) ( , )1
= .

6

p x y p x y

x

 
   


P P

 

  

  شود. ترتیب اثبات کامل می بدین 

  ] نیاز داریم.4راي اثبات قضیۀ بعد به نتیجۀ زیر از [ب

   

)ض کنیم ] فر7. 2، لم 4[ -6لم  , )X P P  فضاي

وجود  و  نرمدار باشد. اگر اعداد حقیقی 

0داشته باشند که     و

( , ) ( , )x y x y    تابعی پیوسته از

,x y X نرم گاه  باشد، آنX پذیر گاتو  مشتق

  است.

HHقبلاً اشاره کردیم که تعامد  C  در فضاهاي

نرمدار  لزوماً همگن نیست. جالب است که بدانیم 

HHتعامد  C  تنها در فضاهاي ضرب داخلی

  ده است.] ثابت ش13همگن است. این واقعیت در [

] فرض کنیم 1. 3، قضیۀ 13[ - 7قضیه 

( , )X P P  فضاي نرمدار باشد. اگر تعامد

HH C  درX گاه  همگن باشد، آنX  فضاي

  ضرب داخلی است. 

HHدر قضیۀ بعد ثابت می کنیم تعامد  C  تنها

در فضاهاي ضرب داخلی جمعی است. ذکر این نکته 

] به روش 13ضروري است که این مطلب در [

دیگري اثبات شده است. در واقع نویسندگان در 

اند. اما  ] الهام گرفته4هاي کارلسون در [ ] از ایده13[

باید بر این نکته تأکید کنیم که اثبات ارائه شده 

ي این حقیقت در مقالۀ پیش رو مبتنی بر ویژگی برا

HHوجودي تعامد  C  ًاست و روند کاملا

کند. همچنین توجه کنید از  متفاوتی را پیشنهاد می

شود که  به سادگی نتیجه می 8و  7هاي  قضیه

هاي همگنی و جمعی بودن تعامد  ویژگی

HH C ي نرمدار معادل هستند. در فضاها 

  

)فرض کنیم   -8قضیه  , )X P P  فضاي نرمدار

HHباشد. اگر تعامد  C  درX  ،جمعی باشد

  فضاي ضرب داخلی است. Xگاه  آن

کنیم  یبدون کاسته شدن از کلیت، فرض مبرهان: 

HHتعامد  C  درX  ،از چپ جمعی باشد

,x y X ،0x   وHH Cx y.  چون تعامد

HH C  از چپ جمعی است، پس براي هر

nN ،0HH Cnx y x y  .   از طرفی

)مقدار  nNبراي هر  )n R  وجود دارد که

( ( ) )HH Cnx n x y 5رو قضیۀ  . از این 

)، nNدهد که براي هر  نتیجه می ) 0n   و

( , ) ( ) 0limnx y n    و لذا  

( , ) (1 ) ( , ) = 0p x y p x y     

 
که در آن 

>0
= i i i

i i
p

 
  .  

از سوي دیگر توجه کنید که بنا به ویژگی وجودي  

HHتعامد  C براي هر ،,x y X که  
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0x  عدد ،= ( , )r r x y R  وجود دارد که

( )HH Cx rx y . چه ثابت  پس بنا به آن

  کردیم

0 = ( , ) (1 ) ( , )

= ( , ) (1 ) ( , ).

p x rx y p x rx y

r x p x y p x y

 

 
 

 

   

  P P

 
  بنابراین

( , ) (1 ) ( , )
= ( , ) = .

p x y p x y
r r x y

x

   


P P

  

}اکنون فرض کنیم   }nx  و{ }ny هایی در  دنباله

X  باشند که براي هرnN ،0nx  ،

=limn nx x  و=limn ny y به خاطر .

HHویژگی وجودي تعامد  C  براي هرnN 

=عدد  ( , )n n nr r x y طوري که  ود دارد بهوج

( )n HH C n n nx r x y  بنابراین براي هر .

nN داریم  

( , ) (1 ) ( , )
= n n n n

n

n

p x y p x y
r

x

   


P P

 
|از طرفی چون  ( , ) |n n nx y y P P پس دنبالۀ ،

{ }nr اي همگرا  کراندار است و درنتیجه زیر دنباله

}را  ه آندارد که دوبار }nr کنیم  نامیم و فرض می می

=limn nr rصورت به خاطر ویژگی   . در این

HHپیوستگی تعامد  C گیریم که نتیجه می  

( , ) = = = ( , ).lim limn n n
n n

r x y r r r x y
 

 

  

) یعنی این , )r x y نتیجه  در و

( , ) (1 ) ( , )p x y p x y     نسبت به هر دو

نتیجه  6پیوسته است. بنابراین از لم  yو  xمولفۀ 

پذیر گاتو است.  مشتق Xشود که تابع نرم روي  می

  گیریم که نتیجه می 3پس با استفاده از لم 

( , ) = 0

( , ).

HH C

B

x y x y

x y x y X

 

   

 

جیمز همگن است. - دانیم تعامد برکف اما می

HHبنابراین تعامد  C  نیز درX  همگن است

فضاي ضرب  Xدهد که  نتیجه می 7و لذا قضیۀ 

   داخلی است.

 

  تشکر و قدردانی 

رم که با نظرات ارزشمند از سردبیر و داوران محت  

خود، برغناي علمی مقاله افزودند، تشکر و قدردانی 

    کنم.می
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