
  http://jnrm.srbiau.ac.ir دسترسی در سایتِ
  1401سال هشتم، شماره سی و پنجم، فروردین و اردیبهشت 

 X588-2588شماره شاپا: 
  
 
 
  

هاي ناوردا از معادله  آنالیز تقارن، قوانین بقا و جواب 
  کسري موج همسان -زمان 

  
  

*رامین نجفی
١  

  
  ایران ماکو، اسلامی، آزاد دانشگاه ، ماکو واحد ریاضی، گروه استادیار،

  
  

  1400/ 08/ 19تاریخ پذیرش مقاله:    15/01/1399تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده: 

دهد. در  هاي تحلیلی و دقیق از معادلات دیفرانسیل ارائه میآنالیز تقارن لی روشی کارآمد براي بدست آوردن جواب
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هاي لی معادله اساسی در ارتباط است را بدست  نهایت کوچک آن، که با تقارنهمچنین معادله الحاقی و مولد بی

در معادلات کاهش یافته، مشتق در دهیم.  آوریم و این معادله را به معادله دیفرانسیل معمولی کسري تقلیل میمی
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  مقدمه .1
هاي اخیر، نظریه معادلات دیفرانسیل با  در طی سال

هاي مختلف علوم زمینهمرتبه کسري نقش اساسی در  
ها  سازي ریاضی بیشتر سیستمکند و در مدل بازي می

در فیزیک، شیمی و زیست شیمی، مالی، پزشکی و  
وسیله این نوع  علوم دیگر اهمیت اساسی دارد، چون به

پدیده  رفتار  دینامیک  بهمعادلات  قابل  ها  دقیق  طور 
]. معادلات دیفرانسیل کسري یک 1-7بررسی است[

رزشمند براي توصیف حافظه و خواص ارثی از  ابزار ا
کند، چون این معادلات  فرآیندهاي فیزیکی ارائه می

تري از  اي از فرآیندها را ضبط، ومدل دقیقتاریخچه
میسیستم فراهم  را  دیفرانسیل  ها  معادلات  کند. 

هاي عددي متنوعی مورد بحث و  کسري توسط روش
است[ گرفته  قرار  ح8-11مطالعه  این  با  براي  ]،  ال 

بدست آوردن جواب تحلیلی از این معادلات کارهاي 
  ].   12-13کمی انجام گرفته است[

همسان موج  از    2معادله  ریاضی  مدل  توصیف  براي 
محیط در  موج  فرآیندانتشار  با  خطی  غیر  هاي  هاي 

است[ گرفته  قرار  استفاده  مورد  در ].  14پراکندگی 
اثرات حافظه در  سازي این معادله، هنگامی که  مدل

نظر گرفته می شود، معادله دیفرانسیل را با مشتقات  
می  بدست  عددي    .آوریمکسري  مختلف  روش  چند 

براي تجزیه و تحلیل این معادله موج همسان کسري  
  ]. 15-17ارائه شده است[

لی تقارن  آوردن  می  3آنالیز  بدست  براي  تواند 
به هاي تحلیلی و دقیق از معادلات دیفرانسیل  جواب

صورت کارا مورد استفاده قرار گیرد. در روش تقارن  
 4نهایت کوچک لی هدف بدست آوردن مولدهاي بی

آن معادله و بدست    5معادله دیفرانسیل و سپس تقلیل
جواب است.  آوردن  مولد  آن  با  متناظر  تحلیلی  هاي 

برخی از محققان آنالیز تقارن لی را براي پیدا کردن  

 
2 equal width wave equation 
3 Lie symmetry analysis 
4 Infinitesimal generators 
5 Reduction 
6 Nonclassical method 

عادلات دیفرانسیل جزئی  هاي تحلیلی بعضی مجواب
]. براي بدست آوردن مولدهاي 18-23اند[کار برده به
هاي جدید  نهایت کوچک جدید و در نتیجه جواببی

تعمیم از  یکی  دیفرانسیل،  معادله  از  از  ممکن  هاي 
باشد. روش  می 6"روش غیرکلاسیک"آنالیز تقارن لی 

آنالیز تقارن لی غیرکلاسیک براي معادلات دیفرانسیل  
  ] مورد بررسی قرار گرفته است. 24-26کسري در [

نقش مهمی در مطالعه خصوصیات اساسی    7قوانین بقا
همانند  جزئی  مشتقات  با  دیفرانسیل  معادلات  از 
قضیه   دارد.  جواب  پایداري  و  یکتایی  وجود،  بررسی 
کلاسیک نوتر ارتباطی بین تقارن معادلات دیفرانسیل 

قضیه "].  27کند[ر میو قوانین بقا از آن معادله برقرا
بقا الحاقی  "جدید  معادلات  بر  بدست    8مبتنی  براي 

آوردن قوانین بقا براي معادلات دیفرانسیل غیرخطی  
لاگرانژین شده   9بدون  پیشنهاد  ایبراگیموف  توسط 

در[28است[ عملگرهاي 29].  از  کسري  تعمیم   [
معادلات    10نوتر  از  بقا  قوانین  آوردن  بدست  براي 

از    دیفرانسیل کسري با استفاده  با لاگرانژین کسري 
قضیه ایبراگیموف گسترش یافته و مورد استفاده قرار  

  گرفته است.
تشکیل شده  زیر  به صورت  بخش  پنج  از  مقاله  این 

اي از حساب دیفرانسیل  است. مفاهیم مقدماتی و پایه
چنین آنالیز تقارن لی کلاسیک  و انتگرال کسري و هم

معادلات   براي  غیرکلاسیک  در و  کسري  دیفرانسیل 
بخش دوم داده شده است. در بخش سوم آنالیز تقارن 

بیان شده    موج همسانکسري  -لی براي معادله زمان
بی مولدهاي  بدست و  معادله  این  از  کوچک  نهایت 

مولدهاي  از  استفاده  با  بخش چهارم  در  است.  آمده 
معادله   آمده،  همسانبدست  معادله   موج  به 

هاي تقلیل یافته و جواب دیفرانسیل معمولی کسري  
براي   بقا  قوانین  است.  شده  پیدا  معادله  از  دقیق 

7 Conservation law 
8 Adjoint equation 
9 Lagrangian 
10 Noether’s operator 
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معادلات دیفرانسیل کسري در بخش پنج بیان شده  
براي معادله   قوانین  این  بدست آمده    موج همسانو 

روش   به  توجه  با  ششم،  بخش  در  نهایت  در  است. 
مولدهاي  بقا،  قانون  آوردن  بدست  براي  جدید 

موج همسان  ادله الحاقی معادله  نهایت کوچک از معبی
  ارائه شده است.  کسري

  
دیفرانسیل    -2 معادلات  براي  لی  تقارن  آنالیز 

 کسري 
در این بخش به صورت خلاصه آنالیز تقارن لی را براي 

می یادآوري  کسري  دیفرانسل  براي  معادلات  کنیم. 
بحث  براي  که  را  قضایا  تعاریف،  از  بعضی  کار  این 

  کنیم. بیان میضروري هستند را 
  

αفرض کنید  :  1  تعریف > ݊و    0 − 1 < ߙ ≤ ݊ 
از تابع    αلیوویل از مرتبه -باشد. مشتق کسري ریمن

݂ ∈ ,ଵ(0ܮ   شود: صورت زیر تعریف میبه (ܶ
(ݐ)௧ఈ݂ܦ = ଵ

୻(௡ିఈ) ×  
ௗ೙

ௗ௧೙ ∫ ݐ) − ௧ݏ݀(ݏ)௡ିఈିଵ݂(ݏ
଴   

  
آن   در  (ߙ)Γکه  = ∫ ஶݏఈିଵ݁ି௦݀ݏ

଴    را گاما  تابع 
  دهد. نمایش می

  
(فرمول لایبنیتز براي عملگر مشتق کسري  :  2قضیه
αفرض کنید  لیوویل) -ریمن > براي هر  ݃و  ݂و   0

ℎ > ,ℎ−)توابع تحلیلی در بازه    0 ℎ)    باشند، در این
0صورت براي هر  < ݐ < ௛

ଶ
  داریم:  

(ݐ)[݂݃]௧ఈܦ = ∑ ൫ఈ௡൯݂
(௡)ஶ

௡ୀ଴   .(ݐ)௧ఈି௡݃ܦ(ݐ)
  

  فرض کنید
ݔ̅ = ݔ + (ݑ,ݐ,ݔ)ߦ߳ + ܱ(߳ଶ),  
̅ݐ = ݐ + ,ݔ)߬߳ (ݑ,ݐ + ܱ(߳ଶ), )1          (               
തݑ = ݑ + ,ݔ)ߟ߳ (ݑ,ݐ + ܱ(߳ଶ),  

 
11 One-parameter Lie group transformation 
12 Invariant 

با مولد بی نهایت   ܩ  11تبدیلات گروه لی یک پارامتري
  کوچک

)2             (                  ܺ = ߦ డ
డ௫

+ ߬ డ
డ௧

+ ߟ డ
డ௨

,  
 

باز   زیرمجموعه  ܯروي  ⊂ ℝଶ × ℝ    مختصات با 
,ݔ) αفرض کنید  .باشد (ݑ,ݐ >   و  0

,ݔ)ܨ        )   3( ௫ݑ,ݑ,ݐ ௧ݑ, ௫௫ݑ, , … (ݑ௧ఈܦ, = 0,  
   

 ܯکسري تعریف شده روي  -معادله دیفرانسیل زمان
ناوردا  آوردن  بدست  براي  معادله 12باشد.  یی 

دیفرانسیل کسري فوق در روش تقارن لی کلاسیک،  
  داریم:  ܺهر مولد بی نهایت کوچک  براي 

)4           (                           ܺ(ఈ,௧)(ܨ)|ிୀ଴ = 0,  
  

  شود: به شکل زیر تعریف می (ఈ,௧)ܺکه در آن  
ܺ(ఈ,௧) = ܺ + ௫ߟ డ

డ௨ೣ
+ ௧ߟ డ

డ௨೟
  

௫௫ߟ+ డ
డ௨ೣೣ

+ ⋯+ (ఈ,௧)ߟ డ
డ஽೟

ഀ௨
,  

  و
௫ߟ = ࣞ௫ߟ − ࣞ௫(ߦ)ݑ௫ −ࣞ௫(߬)ݑ௧ ,  
௧ߟ = ࣞ௧ߟ − ࣞ௧(ߦ)ݑ௫ −ࣞ௧(߬)ݑ௧ , )5            (  
௫௫ߟ = ࣞ௫(ߟ௫) −ࣞ௫(ߦ)ݑ௫௫ −ࣞ௫(߬)ݑ௫௧ ,  
(ఈ,௧)ߟ = ࣞ௧

ఈߟ + ௫ݑ௧ఈܦߦ − ࣞ௧
ఈ(ݑߦ௫)  

+ࣞ௧
ఈ(ࣞ௧(߬)ݑ) −ࣞ௧

ఈାଵ(߬ݑ) +   .ݑ௧ఈାଵܦ߬
  

فرمول این  ௧ࣞو  ௧݂ࣞها  در 
ఈ݂  ترتیب عملگرهاي به 

کلی کسري،  13مشتق  کلی  مشتق  به    و  را    ݐنسبت 
) و بدست آوردن  4دهند. براي استفاده از (نمایش می

بی مولد دیفرانسیل هاي  معادله  از  کوچک  نهایت 
است   لازم  کار   (ఈ,௧)ߟکسري  این  براي  ساده شود، 

  نوشت:  2توان با استفاده از قضیه می
(ఈ,௧)ߟ = ࣞ௧

ఈߟ − ∑ ൫ఈ௡൯
ஶ
௡ୀଵ ࣞ௧

௡ܦߦ௧ఈି௡ݑ௫ −
∑ ൫ఈ௡൯ࣞ௧

௡߬ܦ௧ఈାଵି௡ݑஶ
௡ୀଵ ,  

  
௧ࣞکه در آن 

ఈتواند  با استفاده از قاعده زنجیري می ߟ  
  

13 Total derivative 
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  به صورت زیر محاسبه شود: 
ࣞ௧
ఈߟ൫ݔ, ,ݔ)ݑ,ݐ ൯(ݐ = ߟ௧ఈܦ +   ݑ௧ఈܦ௨ߟ

௨ߟ௧ఈܦݑ− + ∑ ൫ఈ௡൯ܦ௧
௡ߟ௨ܦ௧ఈି௡ݑஶ

௡ୀଵ +   ,ߤ
  با

ߤ =
∑ ൫ఈ௡൯

௫೙షഀ

୻(௡ାଵିఈ)
∑ ∑ ∑௞ିଵ

௥ୀ଴
௠
௞ୀଶ

௡
௠ୀଶ

ஶ
௡ୀଶ   

൫௡௠൯൫
௞
௥൯

ଵ
௞!

  ,൯ߟ௨௞ܦ௧௡ି௠൫ܦ௞ି௥ݑ௧௠ܦ௥(ݑ−)
  

௨ߟکه در آن   = డఎ
డ௨

௧௠ܦو   = డ೘

డ௧೘
 .  

براي ناوردایی حد پایین انتگرال    1با توجه به تعریف  
به   نسبت  کسري  گروه    ݐ،در مشتق  تبدیلات  تحت 

  )، باید فرض کنیم: 1(
)6             (                  ߬൫ݔ, ,ݔ)ݑ,ݐ ൯|௧ୀ଴(ݐ = 0.  
  

معادله  کردن  اضافه  با  غیرکلاسیک  لی  تقارن  آنالیز 
ناوردا  رویه  و سپس    14جدید شرط  اصلی  معادله  به 

مولدهاي  آوردن  بدست  براي  ناوردایی،  بررسی 
گرفتن بی نظر  در  با  است.  جدید  کوچک  نهایت 

)  2نهایت کوچک ( ) با مولد بی1تبدیلات گروه لی (
  شود: معادله شرط رویه ناوردا به صورت زیر تعریف می

Λ: ݔ)ߦ, ௫ݑ(ݑ,ݐ + ,ݔ)߬ ௧ݑ(ݑ,ݐ −
,ݔ)ߟ (ݑ,ݐ = 0,                                                 )7(  

  
)، بایستی  3با اضافه کردن این معادله به معادله اصلی (

لی(  گروه  تبدیلات  تحت  معادلات  این  )  1هردوي 
,߬ناوردا باشد. چون به ازاي هر   معادله شرط    ߟو    ߦ

لی( گروه  تبدیلات  تحت  همواره  ناوردا  ) 1رویه 
بنابراین غیرکلاسیک،    ناورداست  لی  تقارن  روش  در 

  داریم:  ܺبراي هر مولد بی نهایت کوچک  
)8             (                  ܺ(ఈ,௧)(ܨ)|ிୀ଴,ஃୀ଴ = 0. 
 
کلاسیک    -3 غیر  و  کلاسیک  لی  تقارن  آنالیز 

  کسري موج همسان -براي معادله زمان
زمان خطی  غیر  دیفرانسیل  موج -معادله  کسري 

  همسان زیر را در نظر بگیرید:
 

14 Invariant surface condition 

Δ: ܦ௧ఈݑ + ௫(ଶݑ)ߚ − ௫௫௧ݑߣ = 0,  
0 < ߙ < 1,                                                       )9 (  

  
مقادیر حقیقی هستند. با توجه به    ߣو    ߚکه در آن  

می کلاسیک،  لی  تقارن  توابع آنالیز  همه  خواهیم 
,߬ممکن   ) را طوري  2نهایت کوچک (از مولد بی  ߟو    ߦ

)، گروه 1پیدا کنیم که تبدیلات گروه یک پارامتري ( 
) و بکار 4) باشد. با در نظر گرفتن (9تقارن از معادله (

 15نهایت کوچک ک بی) مح9در معادله (  (ఈ,௧)ܺبردن  
  آید:به صورت زیر بدست می

(ఈ,௧)ߟ + ௫ݑߟߚ2 + ௫ߟݑߚ2 −   ௫௫௧|୼ୀ଴ߟߣ
= 0,                                                                  )10(  

  
شود  ) تعریف می5به صورت (  ௫ߟو   (ఈ,௧)ߟکه در آن 

  به صورت زیر است:  ௫௫௧ߟو 
௫௫௧ߟ = ࣞ௧(ߟ௫௫) −ࣞ௧(ߦ)ݑ௫௫௫ −
ࣞ௧(߬)ݑ௫௫௧ .  

  
) و جایگزینی  10با جایگذاري کردن این مقادیر در (

௫(ଶݑ)ߚ−با    ݑ௧ఈܦ + مساوي    ௫௫௧ݑߣ با  سپس  و 
معادلات مشخصه   ݑ،صفر قرار دادن ضرایب مشتقات 

  آید: آنالیز تقارن لی کلاسیک به صورت زیر بدست می
ݑ௫ߟߚ2 − ௫௫௧ߟߣ + ߟ௧ఈܦ − ௨ߟ௧ఈܦݑ = 0,  
ߟߚ2 − ݑ௫ߦߚ2 − ௫௧௨ߟߣ2 + ௫௫௧ߦߣ +
ݑ௧߬ߙߚ2 = 0,  
ݑ௫߬ߚ2− − ௫௫௨ߟߣ + ௫௫௧߬ߣ = 0,  
ݑ௨ߦߚ2− − ௧௨௨ߟߣ + ௫௧௨ߦߣ2 = 0,  
ݑ௨߬ߚ2− − ௫௨௨ߟߣ2 + ௫௫௨ߦߣ + ௫௧௨߬ߣ2 +
ݑ௨߬ߙߚ2 = 0,   
߬௫௨௨ = ௨௨௨ߟ−,0 + ௫௨௨ߦ2 + ߬௧௨௨ = 0,  
௧௨ߟ− + ௫௧ߦ2 = 0,    
௫௨ߟ2− + ௫௫ߦ + 2߬௫௧ = 0,  
௨௨ߟ− + ௫௨ߦ2 + ߬௧௨ = 0, ߬௫௫௨ = 0,  
߬௫௫ = 0, ߬௫௨ = 0, ௧௨௨ߦ = 0, ௨௨௨ߦ = 0,  
௨௨ߦ = 0, ߬௨௨௨ = 0, ߬௨௨ = 0,  
௫ߦ2 + (1 − ௧߬(ߙ = 0, ߬௫ = 0, ௧௨ߦ = 0,  
௨ߦ = 0, ߬௨ = 0, ௧ߦ = 0,  
൫ఈ௡൯ܦ௧

௡ߟ௨ − ൫ ఈ
௡ାଵ൯ࣞ௧

௡ାଵ߬ = 0, ݊ ∈ ℕ,  
ࣞ௧
௡ߦ = 0,           ݊ ∈ ℕ.  

15 Infinitesimal criterion 
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گرفتن   نظر  در  با  و  معادلات مشخصه  کردن  با حل 
,߬)، توابع 6(   آید:به صورت زیر بدست می ߟو   ߦ

ߦ = ߙ) − 1)ܿଶݔ + ܿଵ,                          
߬ = 2ܿଶݐ,  
ߟ = ߙ)− + 1)ܿଶݑ,  

  
بنابراین    ଶܿو    ଵܿکه   است.  دلخواه  ثابت  مقادیر 

) به  9نهایت کوچک کلاسیک از معادله (مولدهاي بی
  صورت زیر است:

ܺଵ = డ
డ௫

,  

ܺଶ = ߙ) − ݔ(1 డ
డ௫

+ ݐ2 డ
డ௧
− ߙ) + ݑ(1 డ

డ௨
.   
  

بدست   براي  را  غیرکلاسیک  لی  تقارن  آنالیز  حال 
بریم.  ) به کار می9هاي برداري معادله (آوردن میدان
تبدیلات گروه یک پارامتري با مولد    )1فرض کنید (

) باشد، در این صورت شرط رویه 2نهایت کوچک (بی
شود و شرط ناوردایی  ) تعریف می7ناوردا به صورت (

) به صورت  9غیرکلاسیک آنالیز تقارن لی از معادله (
  زیر است: 

ܺ(ఈ,௧)(Δ)|୼ୀ଴,ஃୀ଴ = 0.  
  

  ) داریم: 9در معادله ( (ఈ,௧)ܺبا بکار بردن  
(ఈ,௧)ߟ + ௫ݑߟߚ2 + ௫ߟݑߚ2 −
௫௫௧ߟߣ |୼ୀ଴,ஃୀ଴ = 0.                                        )11(  

  
با توجه به مشتق کسري نسبت به زمان، براي پیدا  

مولد  بیکردن  دو  هاي  غیرکلاسیک  کوچک  نهایت 
می نظر  در  ߦگیریم:  حالت  ≠ ߦو    0 = هرگاه  0  .

ߦ ≠ باشد در این صورت بدون از دست دادن کلیت    0
ߦتوان فرض کرد  مطلب می = و از اینرو با توجه    1

  ) داریم: 7به شرط رویه ناوردا ( 
௫ݑ = ߟ − ௧ݑ߬ ,  
௫௧ݑ = ௧ߟ + ௨ߟ) − ߬௧)ݑ௧ − ߬௨ݑ௧ଶ − ௧௧ݑ߬ ,  
௫௫ݑ = ௫ߟ + ௨ߟߟ − ௧ߟ߬ − ௨ߟ2߬) + ߬௫ +  
߬௨ߟ − ߬߬௧)ݑ௧ + 2߬߬௨ݑ௧ଶ + ߬ଶݑ௧௧ ,  
௫௧௧ݑ = ௧௧ߟ + ௧௨ߟ2) − ߬௧௧)ݑ௧ + ௨௨ߟ) −  
2߬௧௨)ݑ௧ଶ − ߬௨௨ݑ௧ଷ + ௨ߟ) − 2߬௧)ݑ௧௧   
−3߬௨ݑ௧ݑ௧௧ − ௧௧௧ݑ߬ ,  

௫௫௧ݑ = ௫௧ߟ + ௨ߟ௧ߟ + ௧௨ߟߟ − ߬௧ߟ௧  
௧௧ߟ߬− + ௫௨ߟ) + ௨ଶߟ + ௨௨ߟߟ − 2߬௨ߟ௧  
௧௨ߟ3߬− − 2߬௧ߟ௨ − ߬௫௧ − ߬௧௨ߟ + ߬௧ଶ  
+߬߬௧௧)ݑ௧ − (3߬௨ߟ௨ + ௨௨ߟ2߬ + ߬௫௨ +  
߬௨௨ߟ − 3߬௧߬௨ − 3߬߬௧௨)ݑ௧ଶ + (2߬௨ଶ +  
+2߬߬௨௨)ݑ௧ଷ − ௨ߟ2߬) + ߬௫ + ߬௨ߟ  
−3߬߬௧)ݑ௧௧ + 6߬߬௨ݑ௧ݑ௧௧ + ߬ଶݑ௧௧௧,  

  
,(ఈ,௧)ߟپس از جایگذاري کردن مقادیر   ௫௫௧ߟ , با   ௫ߟ

ߦمقدار   = 1  ) کردن  11در  جایگزین  با   ݑ௧ఈܦ)، 
௫(ଶݑ)ߚ− + و   ௫௫௧ݑߣ کلاسیک  حالت    همانند 

௫ݑهمچنین جایگذاري کردن مقادیر   ,ݐݔݑ, طبق    …
روابط بالا، و مساوي صفر قرار دادن ضرایب مشتقات  

تقارن    ݑ گروه  براي  غیرکلاسیک  معادلات مشخصه 
که   ݑآید. در بررسی ضرایب مشتقات  ) بدست می1(

  به صورت زیر است: ௧௧ଶݑشوند، ضریب  ظاهر می
߬ଶ߬௨ = 0,  

  
߬گیریم  بنابراین نتیجه می = ௨߬یا    0 = . هرگاه  0

߬ = شکل   0 به  ناوردا  رویه  شرط  صورت  این  در 
௫ݑ = مشخصه   ߟ معادلات  حالت  این  در  و  است 

  باشد: ) به صورت زیر می9غیرکلاسیک معادله (
ଶߟߚ2 + ݑ௫ߟߚ2 − ௫௫௧ߟߣ − ௫௧௨ߟߟߣ2   
௧௨௨ߟଶߟߣ− − ௧௨ߟ௫ߟߣ −   ௧௨ߟ௨ߟߟߣ
௫௨ߟ௧ߟߣ2− −   ௨௨ߟ௧ߟߟߣ2
ߟ௧ఈܦ+ − ௨ߟ௧ఈܦݑ = 0,  
௫௫௨ߟ + ௫௨௨ߟߟ2 + ௨௨௨ߟଶߟ + ௫௨ߟ௨ߟ2 +
௨௨ߟ௫ߟ + ௨௨ߟ௨ߟߟ3 = 0,  
௨ߟ௧௡ܦ = 0,            ݊ ∈ ℕ.  

  
به صورت   ߟبا حل کردن این معادلات مشخصه تابع 

  آید: زیر بدست می
η = ௨

௫ାఘ
,  

  
نهایت  مقدار ثابت دلخواه است. بنابراین مولد بی   ߩکه  

  ) به صورت زیر است: 9کوچک غیرکلاسیک از معادله (
ܺଷ = ݔ) + (ߩ డ

డ௫
+ ݑ డ

డ௨
.  

  
  توان  از اینرو با توجه به مباحث بالا قضیه زیر را می
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  اثبات کرد:
  

αفرض کنید  : 3قضیه >   و   0
Δ:ܦ௧ఈݑ + ௫ݑݑܽ +
௫௫ݑ)ܩ ௫௫௧ݑ, ௫௫௫ݑ, , … ) = 0,                       )12 (  

  
زمان دیفرانسیل  روي  -معادله  شده  تعریف  کسري 

ܯ ⊂ ℝଶ × ℝ    ݔ)با مختصات, باشد که در    (ݑ,ݐ
تابع دلخواه است، در    ܩمقدار ثابت دلخواه و    ܽآن  

  این صورت 
)13                           (ܺ = ݔ) + (ߩ డ

డ௫
+ ݑ డ

డ௨
, 

  
بی غمولد  کوچک  (نهایت  معادله  از  ) 12یرکلاسیک 

  باشد.می
  

بکار بردن    اثبات: (  (ఈ,௧)ܺبا  ) محک  12در معادله 
نهایت کوچک غیرکلاسیک از این معادله به صورت بی

  آید: زیر بدست می
(ఈ,௧)ߟ + ௫ݑߟܽ + ௫ߟݑܽ +  
௫௫ߟ)ܪ , ௫௫௧ߟ , ௫௫௫ߟ , … )|୼ୀ଴,ஃୀ଴ = 0,     )14(  

  
بدست   ܩروي تابع    (ఈ,௧)ܺاز بکار بردن    ܪکه تابع  

) به  توجه  با  است.  به  13آمده  ناوردا  رویه  شرط   (
  صورت 

Λ: u௫ = ௨
௫ାఘ

,  

  
و    ݔنسبت به    Λباشد. با مشتق گرفتن از طرفین  می

  داریم:  ௫ݑجایگذاري مقدار  
௫௫ݑ = ௫௫௧ݑ     ,0 = ௫௫௫ݑ     ,0 = 0,    …  

  
௫ݑوهمچنین با توجه به   =   داریم:  ߟ

(ఈ,௧)ߟ = ଵ
௫ାఘ

,ݑ௧ఈܦ ௫ߟ = 0,  
௫௫ߟ = ௫௫௧ߟ     ,0 = 0,    …  

  
  ) داریم: 14با جایگذاري این مقادیر در ( 

(ఈ,௧)ߟ + ௫ݑߟܽ + ௫ߟݑܽ +  

௫௫ߟ)ܪ , ௫௫௧ߟ , ௫௫௫ߟ , … ) = ଵ
௫ାఘ

Δ,  
  

  کند. و این اثبات قضیه را کامل می
  

ߙبه ازاء   این قضیه :1تذکر ∈ ℕ  .نیز برقرار است  
  

معادلات    :2تذکر از  خیلی  قضیه  این  به  توجه  با 
هاي مختلف علوم همانند  زمینه  دیفرانسیل موجود در

کی  کاواهاراديمعادلات  برگر،  مولد   وي،  داراي 
(بی صورت  به  غیرکلاسیک  کوچک  )  13نهایت 
  باشد.می

ߦهرگاه   = 1  ،߬ ≠ ௨߬و    0 = معادلات   0 در 
ضرایب   غیرکلاسیک  و    ௧ଷݑ،  ௧௧௧ݑ،  ௧௧ݑ௧ݑمشخصه 
  باشد: داخل زیگما به صورت زیر می

௨௨ߟ = 0, ߙ) − 1)߬߬௧ + 2߬௫ = 0,  
௨௨௨ߟ = 0,  
൫ఈ௡൯ܦ௧

௡ߟ௨ − ൫ ఈ
௡ାଵ൯ܦ௧

௡ାଵ߬ = 0,݊ ∈ ℕ.  
  

به صورت زیر  ߟو  ߬با حل کردن این معادلات، توابع 
  آیند: بدست می

߬ = ଶ௧
(ఈିଵ)௫ାఘ

,  
ߟ = ݑ(ݔ)ܣ + ,ݔ)ܤ   ,(ݐ

  
مقدار ثابت دلخواه   ߩتوابع دلخواه و   ܤ،  ܣکه در آن 

معادلات   بقیه  در  توابع  این  جایگذاري  با  است. 
  مشخصه داریم: 

ܣ = − ఈାଵ
(ఈିଵ)௫ାఘ

ܤ                , = 0.  
  

مولد حالت  این  در  کوچک  بی  بنابراین  نهایت 
  غیرکلاسیک به صورت زیر است: 

ܺସ = ߙ)] − ݔ(1 + [ߩ డ
డ௫

+ ݐ2 డ
డ௧
− ߙ) +

ݑ(1 డ
డ௨

.  
  

صورت    :3تذکر به  مولد  ସܺاین  = ܺଶ +  ଵܺߩ
توسط  می است  معناست که ممکن  این بدین  باشد، 

بی مولدهاي  غیرکلاسیک  کوچک  روش  نهایت 
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] نشان داده شده  26کلاسیک را نیز بدست آوریم. در [
است   ممکن  غیرکلاسیک  روش  توسط  که  است 

مهم بدست مولدهاي  کلاسیک  روش  به  نسبت  تري 
ߦدر حالتی که    آید. = با توجه به شرط رویه ناوردا    0

می7( نتیجه  ߬گیریم  )  ≠ این   0 صورت  این  در  و 
௧ݑشرط به شکل   = ఎ

ఛ
خواهد بود. مشابه حالت قبل   

از این شرط و محاسبه مقادیر  با مشتق ،  ௫௧ݑگیري 
و جایگزینی آنها، معادلات مشخصه   ݐݐݔݑ،  ݐݔݔݑ،  ݐݐݑ

ید. توجه شود  آ) بدست می9غیرکلاسیک از معادله (
و   ߬که در حالت عمومی، حل این معادلات نسبت به  

 مشکل است.  ߟ
  
جواب   -4 و  زمانتقلیل  معادله  از  دقیق  -هاي 
  سري موج همسانک

نهایت کوچک هاي بیدر این بخش با استفاده از مولد
)، این معادله را به یک معادله 9بدست آمده از معادله (

تقلیل می دهیم و جواب  دیفرانسیل معمولی کسري 
  آوریم.  دقیق از معادله را بدست می

  
براي بدست آوردن جواب ناوردا براي معادله   :1حالت  

را با   ଵܺه به وسیله  ) گروه یک پارامتري تولید شد9(
  جواب ناورداي  

,ݔ)ݑ                            )              15( (ݐ =  ,(ݐ)݂
  

در   جواب  این  کردن  جایگذاري  با  بگیرید،  نظر  در 
)، معادله دیفرانسیل تبدیل یافته به صورت  9معادله (
  باشد:زیر می

(ݐ)௧ఈ݂ܦ = 0,  
  

) به  9له (با توجه به جوابی از این معادله، جواب معاد
  شکل زیر است: 

,ݔ)ݑ (ݐ = ݇ଵݐఈିଵ,  
  

  مقدار ثابت دلخواه است.   ଵ݇که 
 

16 Global invariants 

با در نظر گرفتن گروه تک پارامتري تولید    :2حالت  
، و حل کردن  ଶܺنهایت کوچک  شده به وسیله مولد بی

  سیستم مشخصه 
ௗ௫

(ఈିଵ)௫
= ௗ௧

ଶ௧
= ௗ௨

ି(ఈାଵ)௨
,  

  
سراسري  زیر    16ناورداهاي  صورت  به  گروه  این  از 

  آید: بدست می
ݕ = ଵିఈݐଶݔ ,  

ݑ)                                       16( = ିݐ
ഀశభ
మ  .(ݕ)݃

  
(   :4قضیه تغییر متغیر  (16با  به معادله 9) معادله   (

  دیفرانسیل معمولی کسري زیر تبدیل می شود: 

ቆܲ భ
ഀషభ

భషయഀ
మ ,ఈ

݃ቇ (ݕ) +   ᇱ݃݃ݕඥߚ4
ߙ3)ߣ+ − 1)݃ᇱ + ߙ12)ߣ − ᇱᇱ݃ݕ(8 +
ߙ4)ߣ − ଶ݃ᇱᇱᇱݕ(4 = 0,  

  
ᇱ݃که در آن   = ௗ௚

ௗ௬
)و     ఋܲ

ఊ,ఈ݃)(ݕ)   مشتق کسري
لیوویل است  -براي مشتق کسري ریمن  17کوبر -اردلی

  شود:که به صورت زیر تعریف می
( ఋܲ

ఊ,ఈ݃)(ݕ) =  
∏ ߛ) + ݆ − ଵ

ఋ
ݕ ௗ
ௗ௬

ఋܭ)(
ఊାఈ,௡ିఈ݃)(ݕ)௡ିଵ

௝ୀ଴ ,  

݊ = ൜[ߙ] + ߙ       ,1 ∉ ℕ
ߙ                  ,ߙ ∈ ℕ  

  
ఋܭ)و 

ఊ,ఈکوبر است که  -انتگرال کسري اردلی (ݕ)(ߥ
  شود: به صورت زیر تعریف می

ఋܭ)
ఊ,ఈ݃)(ݕ)  

=

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ଵ
୻(ఈ) ∫ ݎ) − 1)ఈିଵିݎ(ఊାఈ)ஶ

ଵ

× ݃ ቀݎݕ
భ
ഃቁ ߙ             ,ݎ݀ > 0

ߙ                             ,(ݕ)݃ = 0

  

  
ریمن  اثبات: کسري  مشتق  عملگر  از  استفاده  - با 

مرتبه   0لیوویل  < ߙ < گرفتن    1 نظر  در  با    و 
  

17 Erdélyi–Kober fractional derivative 
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  ) داریم:16تبدیلات (
ݑ௧ఈܦ = ଵ

୻(ଵିఈ) ×  
డ
డ௧ ∫ ݐ) − ఈ௧ି(ݏ

଴ ିݏ
ഀశభ
మ   ,ݏ݀(ଵିఈݏଶݔ)݃

  
ݎبا استفاده از تغییر متغیر   = ௧
௦

  آوریم: بدست می 

ݑ௧ఈܦ = డ
డ௧
ቈݐ

భషయഀ
మ ቆܭ భ

ഀషభ

భషഀ
మ ,ଵିఈ

݃ቇ    ቉(ݕ)

= ିݐ
భశయഀ
మ ቂଵିଷఈ

ଶ
+ (1− ݕ(ߙ ௗ

ௗ௬
ቃ  

× ቆܭ భ
ഀషభ

భషഀ
మ ,ଵିఈ

݃ቇ   (ݕ)

= ିݐ
భశయഀ
మ (ܲ భ

ഀషభ

భషయഀ
మ ,ఈ

  ,(ݕ)(݃

  
  ) داریم: 16از طرف دیگر، با توجه به تغییر متغیر ( 

௫(ଶݑ) = ିݐ4
భశయഀ
మ ඥ݃݃ݕᇱ,  

௫௫௧ݑ = ିݐ
భశయഀ
మ [(1−   ᇱ݃(ߙ3

+(8 − ᇱᇱ݃ݕ(ߙ12 + (4 −   ,[ଶ݃ᇱᇱᇱݕ(ߙ4
  

  کند. و این اثبات را کامل می
  
بی  :3الت  ح مولد  از  استفاده  کوچک  با  نهایت 

ناورداي    ଷܺغیرکلاسیک   جواب  ,ݔ)ݑبا  (ݐ =
ݔ) + (  (ݐ)ℎ(ߩ دیفرانسیل  9معادله  معادله  به   (

  شود:کسري زیر تبدیل می
(ݐ)௧ఈℎܦ + (ݐ)ℎଶߚ2 = 0,  

  
  که جوابی از این معادله به صورت زیر است:

ℎ(ݐ) = − ୻(ଵିఈ)
ଶఉ୻(ଵିଶఈ) ݐ

ିఈ ,   

  
جواب   (بنابراین  معادله  از  زیر  9ناوردا  صورت  به   (

  باشد:می
,ݔ)ݑ (ݐ = − ୻(ଵିఈ)

ଶఉ୻(ଵିଶఈ)
ݔ) + ఈିݐ(ߩ .  

 

 
18 Conserved vector 

زمان  -5 معادله  براي  بقا  موج -قوانین  کسري 
  همسان با استفاده ازمولد بی نهایت کوچک

نهایت کوچک،  هاي بیدر این بخش با استفاده از مولد
) معادله  براي  را  (پایستگی)  بقا  بیان  9قوانین   (

  یم: کنمی
  

ܥبردار  :  5تعریف = ௫ܥ) پایسته   (௧ܥ, بردار    18را 
) نامند هرگاه در معادله بقا زیر صدق  9براي معادله (

  کند:
)17                 (ࣞ௧(ܥ௧) +ࣞ௫(ܥ௫)|୼ୀ଴ = 0, 
  

௫ܥکه  = ,ݔ)௫ܥ ,ݑ,ݐ … ௧ܥو    ( = ,ݔ)௧ܥ ,ݑ,ݐ … )  .  
  ) گویند. 9) را قانون بقا براي معادله (17معادله (

تواند در شکلی از قانون  ) می9واضح است که معادله (
آن   در  که  شود  نوشته  ௧ܥبقا  =    ,ݑ௧ఈିଵܦ

௫ܥ = ଶݑߚ − بدست  ௫௧ݑߣ براي  جدید  روش 
وسیله  به  شده  مطرح  بقا  قانون  آوردن 

قوانین  28ایبراگیموف[ این  ساختن  براي  روشی   ،[
فراهم می به براي معادلات دیفرانسیل  توجه  با  کند. 
) به صورت زیر  9این قضیه، لاگرانژین براي معادله (

  شود:تعریف می
ℒ = ,ݔ)ݒ ݑ௧ఈܦ](ݐ + ௫(ଶݑ)ߚ − ,[௫௫௧ݑߣ )18(    

  
,ݔ)ݒکه   متغیر وابسته جدید است. معادله الحاقی    (ݐ

  شود: صورت زیر نوشته می) به9از معادله (
)19                           (                             ఋℒ

ఋ௨
= 0, 

  
ఋکه در آن  

ఋ௨
لاگرانژ است و به صورت -عملگر اویلر  
  شود:زیر تعریف می

ఋ
ఋ௨

= డ
డ௨

+ (ࣞ௧
ఈ)∗ డ

డ(஽೟
ഀ௨)

−ࣞ௫
డ
డ௨ೣ

  

+∑ (−1)௞ࣞ௜భ
ஶ
௞ୀଶ ࣞ௜మ …ࣞ௜ೖ

డ
డ௨೔భ ,೔మ,…,೔ೖ

,  
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௧ࣞ)و  
ఈ)∗    ࣞعملگر الحاقی از௧

ఈ  ]این عملگر 29است .[
براي مشتق کسري ریمن لیوویل به صورت  -الحاقی 

 شود:زیر تعریف می
(ࣞ௧

ఈ)∗݂(ݔ, (ݐ = (ିଵ)೙

୻(௡ିఈ) ×  

∫ ݏ) − ,ݔ)௦௡݂ܦ௡ିఈିଵ(ݐ ்ݏ݀(ݏ
௧ ,  
݊ = [ߙ] + 1.  

  
) معادله الحاقی از معادله 19) در (18با جایگذاري (

  آید: ) به صورت زیر بدست می9(
)20    (          (ࣞ௧

ఈ)∗ݒ − ௫ݒݑߚ2 + ௫௫௧ݒߣ = 0.  
  

آوردن   بدست  براي  اساسی  تساوي  دیگر  طرف  از 
 ]:28-30قوانین بقا به صورت زیر است[

ܺ(ఈ,௧) + ࣞ௧(߬)ܫ +ࣞ௫(ߦ)ܫ  
)21  (                 = ܹ ఋ

ఋ௨
+ ࣞ௧(ܰ௧) + ࣞ௫(ܰ௫), 

  
عملگرهاي   ௫ܰو    ௧ܰعملگر همانی است،    ܫکه در آن  

ܹدهد و  نوتر را نمایش می = ߟ − ௫ݑߦ −   .௧ݑ߬
݊لیوویل با -کسري ریمن-براي مشتق زمان − 1 <

ߙ < نوتر  ݊ عملگر   ،ܰ௧    نوشته زیر  صورت  به 
  ]: 29شود[می

ܰ௧ =   ܫ߬
 +∑ (−1)௞ࣞ௧

ఈିଵି௞௡ିଵ
௞ୀ଴ (ܹ)ࣞ௧

௞ ൬ డ
డ൫஽೟

ഀ௨൯
൰   

)22  (                  −(−1)௡ܬ ቆܹ,ࣞ௧
௡ ൬ డ

డ൫஽೟
ഀ௨൯

൰ቇ, 

  
  شود:به صورت زیر تعریف می ܬکه عملگر انتگرال  

(݃,݂)ܬ = ଵ
୻(௡ିఈ) ×  

∫ ∫ ݏ) − ߱)௡ିఈିଵ݂(ݔ,߱)݃(ݔ, ்.߱݀ݏ݀(ݏ
௧

௧
଴   

  
) معادله  براي  عملگر  9همچنین   (ܰ௫    صورت به 

 شود: فرمول زیر نوشته می
ܰ௫ = ܫߦ + ܹቀ డ

డ௨ೣ
+ ࣞ௫ࣞ௧

డ
డ௨ೣೣ೟

ቁ  

−ࣞ௫(ܹ)ࣞ௧
డ

డ௨ೣೣ೟
− ࣞ௧(ܹ)ࣞ௫

డ
డ௨ೣೣ೟

   

)23(                                         +ࣞ௫ࣞ௧(ܹ) డ
డ௨ೣೣ೟

.  

)  9از معادله (  ܺنهایت کوچک چون براي هر مولد بی
  و هر جوابی از این معادله داریم: 

ܺ(ఈ,௧)ℒ +ࣞ௧(߬)ℒ +ࣞ௫(ߦ)ℒ|୼ୀ଴ = 0,  
  

) قانون  21) و ( 19بنابراین با در نظر گرفتن روابط ( 
  آید:) به صورت زیر بدست می9براي معادله (بقا 

)24  (         ࣞ௧( ܰ௧ℒ) + ࣞ௫( ܰ௫ℒ)|୼ୀ଴ = 0, 
  

پایسته (که مولفه  ) با توجه به تعاریف 17هاي بردار 
)22) ازاء  23)،  به  و   (0 < ߙ < زیر    1 صورت  به 

 شود: نمایش داده می
௧ܥ = ܰ௧ℒ = ߬௜ℒ + ࣞ௧

ఈିଵ( ௜ܹ)
డℒ

డ൫஽೟
ഀ௨൯

  

ܬ+ ቆ ௜ܹ ,ࣞ௧ ൬
డℒ

డ൫஽೟
ഀ௨൯
൰ቇ  

= ߬௜ℒ + ࣞ௧
ఈିଵ( ௜ܹ)ݒ + )ܬ ௜ܹ   ,(௧ݒ,

 و

௫ܥ = ܰ௫ℒ = ௜ℒߦ + ௜ܹ ቀ
డℒ
డ௨ೣ

  

+ࣞ௫ࣞ௧
డℒ

డ௨ೣೣ೟
ቁ − ࣞ௫( ௜ܹ)ࣞ௧

డℒ
డ௨ೣೣ೟

  

−ࣞ௧( ௜ܹ)ࣞ௫
డℒ

డ௨ೣೣ೟
+ࣞ௫ࣞ௧( ௜ܹ)

డℒ
డ௨ೣೣ೟

  
= ௜ℒߦ + ௜ܹ(2ݒݑߚ −   (௫௧ݒߣ
)௫ࣞߣ+ ௜ܹ)ݒ௧ + )௧ࣞߣ ௜ܹ)ݒ௫ −
)௫ࣞ௧ࣞߣ ௜ܹ)ݒ,  

  
,ݔ)ݒکه در آن   جواب دلخواه غیربدیهی از معادله  (ݐ
௜ߦ) است و  20الحاقی ( , ߬௜  نهایت  هاي بیمولد  مولفه
௜ܺکوچک   , ݅ = به ازاء هر  می  1,2,3 باشد. بنابراین 

ܺ௜ مقادیر ،௜ܹ شوند:به صورت زیر تعریف می 
ଵܹ =   ,௫ݑ−
ଶܹ = ߙ)− + ݑ(1 − ߙ) − ௫ݑݔ(1 − ௧ݑݐ2 ,  
ଷܹ = ݑ − ݔ) +    .௫ݑ(ߩ

 
بی مولد  -6 معادله هاي  براي  کوچک  نهایت 

  ) 20الحاقی (
) 20دهیم که معادله الحاقی (در این بخش نشان می

از معادله (همه مولدهاي بی به  9نهایت کوچک  را   (
  کنیم: برد. براي این کار قضیه زیر را بیان میارث می
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هاي معادله تقارن) همه  20معادله الحاقی (:  6قضیه
  برد، به عبارت دیگر اگر ) را به ارث می9(

ܺ = ߦ డ
డ௫

+ ߬ డ
డ௧

+ ߟ డ
డ௨

,  
  

بی (مولد  معادله  از  کوچک  این  9نهایت  در  باشد،   (
) داراي مولد تعمیم یافته 20صورت معادله الحاقی (

  به صورت  ݒبه متغیر  
)25         (        ܻ = ߦ డ

డ௫
+ ߬ డ

డ௧
+ ߟ డ

డ௨
+ ∗ߟ డ

డ௩
, 

  
آن   در  که  ∗ߟاست  = ,ݔ)∗ߟ ,ݑ,ݐ ௫ݑ,ݒ ௧ݑ, , … ) 

  باشد. یک تابع معین می
و   Xبا در نظر گرفتن مولد بی نهایت کوچک  اثبات:

  ) داریم: 9معادله (
ܺ(ఈ,௧)(Δ) =   ,Δߢ

  
ߢکه  = ,ݔ)ߢ ,ݑ,ݐ … ) .  

نهایت  ) تحت مولد بی20براي اینکه معادله الحاقی (
 ]: 28داشته باشیم[) ناوردا باشد باید 25کوچک (

ܻ(ఈ,௧)(ℒ) + ℒࣞ௫(ߦ) + ℒࣞ௧(߬)|୼ୀ଴ = 0, )26(  
  

آن   در  (  ℒکه  معادله  به9لاگرانژین   () ) 18صورت 
 ) داریم:26و محاسبه (   ℒروي   (ఈ,௧)ܻاست. با اعمال 

ܻ(ఈ,௧)(ℒ) + ℒࣞ௫(ߦ) + ℒࣞ௧(߬)  
= Y(ݒ)Δ + (Δ)(ఈ,௧)ܺݒ + (ߦ)Δࣞ௫ݒ +
  (߬)Δࣞ௧ݒ
= Δ∗ߟ + +Δߢݒ (ߦ)Δࣞ௫ݒ +   (߬)Δࣞ௧ݒ
= ∗ߟ] + ߢݒ + (ߦ)௫ࣞݒ +   ௧(߬)]Δࣞݒ

  
  آوریم: ) بدست می26بنابراین با توجه به (

∗ߟ = ߢ]− +ࣞ௫(ߦ) + ࣞ௧(߬)]ݒ.  
) را تضمین  20) و (9) ناوردایی معادلات ( 26چون (

)  20گیریم که معادله الحاقی (کند پس نتیجه میمی
 نهایت کوچک به صورت زیر است: داراي مولد بی

ܻ = ߦ డ
డ௫

+ ߬ డ
డ௧

+ ߟ డ
డ௨

  

ߢ]− + ࣞ௫(ߦ) + ࣞ௧(߬)]ݒ డ
డ௩

.  
  

می قضیه  این  از  استفاده  بیبا  مولدهاي   نهایت توان 
  نوشت: را  الحاقی معادله کوچک

  
ଵܺ  هرگاه  :1  حالت = డ

డ௫
ߢ  صورت  این  در   =  و  0

    صورت  به  الحاقی معادله از کوچک نهایتبی مولد
ଵܻ = డ

డ௫
,  

  
  معادله   از  ناوردا  جواب  مولد  این  از  استفاده  با  بود.  خواهد
,ݔ)ݒ  صورت  به  الحاقی (ݐ =  با  است.  (ݐ)݂∗

  داریم: الحاقی معادله  در مقدار این جایگذاري
)27(                                                  (ࣞ௧

ఈ)∗ (ݐ)݂∗ = 0, 
  

  تابع   مقدار   حالت  این  در   که  است  یادآوري  به  لازم
,ݔ)ݑ  )27(  معادله   حل  با   باشد.می  )15(  صورت   به   (ݐ

,ݔ)ݒ  صورت به   الحاقی  ازمعادله   دقیق  جواب (ݐ = ݇ଶ 
  است. دلخواه ثابت  مقدار ଶ݇  که آیدمی بدست

  
  هرگاه  :2حالت

ܺଶ = ߙ) − ݔ(1 డ
డ௫

+ ݐ2 డ
డ௧
− ߙ) + ݑ(1 డ

డ௨
  
   

ߢ  صورت  این  در  باشد، = ߙ3− −  نهایت بی   مولد  و  1
  بود:  خواهد زیر صورت به  الحاقی معادله کوچک

ଶܻ = ߙ) − ݔ(1 డ
డ௫

+ ݐ2 డ
డ௧
− ߙ) +

ݑ(1 డ
డ௨

+ ݒߙ2 డ
డ௩

.  
  

با حل سیستم معادلات مشخصه این مولد متغیرهاي  
 آید: صورت زیر بدست میجدید از این گروه به

ݕ = ଵିఈݐଶݔ ,  
ݑ                 )                          28( = ିݐ

ഀశభ
మ  ,(ݕ)݃

ݒ =   .(ݕ)∗ఈ݃ݐ
  
  الحاقی   معادله  توانمی  متغیر  تغییر  این  از  استفاده  با
  داریم:  را زیر قضیه بنابراین داد. تقلیل را )20(
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ܶبا فرض    :7قضیه = ) معادله 28و با استفاده از (  ∞
) به معادله دیفرانسیل معمولی کسري زیر  20الحاقی (

  شود: تبدیل می
൬ ܲ∗ భ

ഀషభ

ିఈିଵ,ఈ݃∗൰ (ݕ) − ᇱ∗݃݃ݕඥߚ4 +  

ᇱ∗݃ߣ2 − ߙ6)ߣ − ᇱᇱ∗݃ݕ(10 − ߙ)ߣ4 −
ଶ݃∗ᇱᇱᇱݕ(1 = 0,  

  
)که در آن  ܲ∗ ఋ

ఊ,ఈکوبر -مشتق کسري اردلی  (ݕ)(ߥ
صورت به  که  است  کاپوتو  کسري  مشتق  زیر    براي 

 توان نوشت: می
( ܲ∗ ఋ

ఊ,ఈ݃)(ݕ) =  
ቂିܭఋ

ఊାఈାଵ,௡ିఈ∏ ቀߛ + 1 + ݆ +௡ିଵ
௝ୀ଴

ଵ
ఋ
ݕ ௗ
ௗ௬
ቁ݃ቃ   ,(ݕ)

݊ = ൜[ߙ] + ߙ       ,1 ∉ ℕ,
ߙ                  ,ߙ ∈ ℕ.  

  
  توان اثبات کرد. می 4شبیه قضیه اثبات:

  
  گیريبحث و نتیجه

و  کلاسیک  لی  تقارن  آنالیز  مطالعه  این  در 
براي   کسري -معادلات دیفرانسیل زمانغیرکلاسیک 

بی مولدهاي  و  شد  برده  کار  به  همسان  نهایت  موج 
معادله  این  براي  غیرکلاسیک  و  کلاسیک  کوچک 
معادله  مولدها،  این  از  استفاده  با  آمد.  بدست 

لیوویل به  -دیفرانسیل کسري با مشتق کسري ریمن
معادلات دیفرانسیل معمولی کسري با مشتق کسري 

ی-ریمن و  اردلیلیوویل  کسري  تقلیل -ا مشتق  کوبر 
جواب از  برخی  و  معادلات  یافت  این  از  ناوردا  هاي 

تقلیل معادلات  این  از  برخی  آمد.  را  بدست  یافته 
هاي تحلیلی یا عددي دیگر  توان با استفاده از روشمی

حل کرد. قوانین بقا براي معادله دیفرانسیل کسري و  
ن داده  همچنین معادله الحاقی آن بدست آمد و نشا

نهایت کوچک معادله شد که با استفاده از مولدهاي بی 
الحاقی معادله اصلی  اصلی می توان مولدهاي معادله 

را ساخت و با استفاده از این مولدها معادله الحاقی را  
  تقلیل داد.
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