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ها دسترسی ندارد.  تحقیقات کاربردي به دلایلی همچون محدودیت زمانی و مالی، پژوهشگر به تمامی داده  در بسیاري از
باشند، حائز اهمیت است. در این مقاله،  براساس اطلاعات واحدهایی از نمونه که در دسترس میبنابراین استنباط آماري 

تعمیمروش معکوس  نمایی  توزیع  مجهول  پارامترهاي  برآورد  مختلف  دادههاي  تحت  سانسورشده یافته  هیبرید  هاي  ي 
تعمیم درستنماییفزاینده  ماکسیمم  برآوردگر  است.  مطالعه شده  دوم،  نوع  و    یافته  وجود  و  توزیع  مجهول  پارامترهاي 

ها بررسی گردیده است. براساس دیدگاه بیزي، برآورد پارامترهاي شکل و مقیاس توزیع با استفاده از تابع زیان  یکتایی آن
 گیري از هاي لیندلی و نمونه اي ندارند، تقریبمربع خطا محاسبه شده است. از آنجا که برآوردگر بیزي پارامترها فرم بسته

سازي براي مقایسه برآوردگرهاي مختلف کلاسیک  نقاط مهم، براي محاسبه برآوردگرها استفاده شده است. مطالعه شبیه
هاي مربوط به برخورد مایل میکرو قطره در فرآیند پاشش و بیزي، ارائه گردیده است. در پایان، دو مثال واقعی شامل داده
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فزاینده تعمیم یافته نوع    سانسورهیبرید برآورد ماکسیمم درستنمایی، پاشش پلاسمایی، تقریب لیندلی،    ي کلیدي:واژه
 گیري از نقاط مهم، یکتایی. دوم، نمونه

 
 

  Email: panahi@liau.ac.ir                                                                                                          : دار مکاتباتعهده .*١

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 

http://jnrm.srbiau.ac.ir
mailto:panahi@liau.ac.ir


 18                              1401 یبهشتدن و اردیفرور، نجمپسی و شماره ، تمشهسال  هاي نوین در ریاضی/ پژوهش /و همکاران  پریا پرویز
 

 
 

  مقدمه -1
بقا،   تحلیل  مانند  کاربردي  مطالعات  تمامی 

هاي بالینی و کاربردهاي صنعتی و مکانیکی  آزمایش
داده اساس  می بر  انجام  شده  مشاهده  پذیرد.  هاي 

استنباطبنابراین   دادهکارآیی  به  مختلف  هاي  هاي 
موقعیت است.  متکی  شده،  بسیاري  مشاهده  هاي 

ها وجود دارد که آزمایشگر ممکن است به تمامی داده
ها سانسور شده  دسترسی نداشته باشد و برخی از داده

تا   را  آزمایش  پژوهشگر  که  اول  نوع  سانسور  باشند. 
دهد و سانسور  ادامه می Tزمان از پیش تعیین شده

شکست خاتمه    mنوع دوم که آزمایش تا مشاهده  
باشند.  یابد، دو تا از رایج ترین انواع سانسورها میمی

ترکیبی از سانسورهاي نوع اول و دوم، سانسور هیبرید  
  ]1[شود که براي اولین بار توسط اپستین نامیده می
ش و  معرفی  اطمینان  قابلیت  در  فراوانی  کاربرد  و  د 

مطالعات طول عمر دارد. در سانسور هیبرید نوع اول،  
آزمایش در زمان تصادفی : :min ,m m nT x T   خاتمه

:یابد، که در آن می :m m nx   زمان شکستm-  امین واحد
مقادیر ثابت mو  Tو  شده ،  تعیین  قبل  از  هاي 

هستند. عیب سانسور هیبرید نوع اول این است که  
شده  تعیین  پیش  از  زمان  تا  دارد  تعداد Tامکان   ،

کمی شکست رخ دهد و این امر موجب کاهش کارایی 
براي رفع این مشکل، چیلدز و  شود.  برآوردگرها می

همکاران سانسور هیبرید نوع دوم را معرفی کردند که  
زمان در  آزمایش  آن  در  : :max ,m m nT x T    خاتمه

که  ]. 2[یابدمی است  این  سانسور  طرح  این  مزیت 
شکست تا پایان آزمایش تضمین    mمشاهده حداقل  

یاري بر روي سانسور هیبرید در  شود. مطالعات بسمی
هاي مختلف و بررسی کاربردهاي آن انجام شده  توزیع

،  ]3[توان به بالاکریشنان و کندو  است. از آن جمله می
، حبیبی و ایزانلو  ]5[، سیاره و پناهی  ]4[گوپتا و سان  

هاي سانسور نوع  اشاره کرد. مشکل اساسی طرح   ]6[
ها  مکان سانسور دادهاول، دوم و هیبرید، این است که ا 

از نقاطی غیر از انتهاي آزمایش وجود ندارد. بنابراین  
پرکاربردترین  از  یکی  عنوان  به  فزاینده  سانسور 

هاي سانسور در دهه اخیر معرفی گردید. چیلدز طرح
، طرح سانسور هیبرید فزاینده نوع اول  ]7[و همکاران  

و  هیبرید  سانسور  ترکیب  از  که  کردند  معرفی  را 
شود. در این طرح  سانسور فزاینده نوع اول ساخته می

که   دارد  وجود  امکان  این  اول،  نوع  سانسور  همانند 
هاي مشاهده شده کم باشد. براي غلبه  تعداد شکست

بر این مشکل، طرح سانسور هیبرید فزاینده نوع دوم 
باشد. فرض کنیدمعرفی گردید که به صورت زیر می 

n   ،واحد در یک آزمایش طول عمر قرار گرفته باشد
1و   2, ,..... mR R R  1( .... )mR R m n       از قبل 

اولین   زمان  در  باشند.   شده  تعیین  آزمایش  شروع 
:1شکست (  :m nx،(1R    1واحد به طور تصادفی ازn  

می گذاشته  کنار  مانده  باقی  زمان  واحد  در  شود. 
:2دومین شکست (  :m nx  ،(2R   واحد به طور تصادفی

12nاز R     گذاشته کنار  آزمایش  باقیمانده  واحد 
امین mکند. اگرشود و آزمایش ادامه پیدا میمی

( )m n  شکست قبل از زمان از پیش تعیین شده
T    زمان در  آزمایش  شود،  امین  mمشاهده 

:شکست (  :m m nxپذیرد و اگر قبل از زمان ) پایان می
T،m  فقط  شکست نشود،  0مشاهده  J m   

از  قبل  می  Tشکست  تعداداتفاق  به  و  افتد 
1( .... )J JR n R R J        واحد به طور تصادفی قبل

شود. براي مطالعه بیشتر  از پایان آزمایش برداشته می
دوم  و  اول  نوع  فزاینده  هیبرید  سانسور  مورد  در 

،  ]9[، کندو و جوردر ]8[توان به چان و همکاران می
مراجعه کرد. یکی   ]11[و پناهی  ]10[همتی و کرام 

سانسو طرح  مشکلات  دوم  از  نوع  فزاینده  هیبرید  ر 
مشاهده   تا  آزمایش  زمان  بودن  امین  mطولانی 
همکاران   و  لی  بنابراین  است.  طرح    ]12[شکست 

را   دوم  نوع  یافته  تعمیم  فزاینده  هیبرید  سانسور 
پایان  زمان  سانسور،  طرح  این  در  کردند.  معرفی 
با  است  تصادفی  متغیري  که  آزمایش 

1 : : 2max{ , min( , )}m m nT T x T  شود. نشان داده می  
شکست زمان m  تعداد  شرط   2Tو    1Tهاي  و  با 

2 1 0T T   می مشخص  قبل  تعداد از  شوند. 
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از  شکست قبل  به  اتفاق می  2Tو    1Tهایی که  افتد 
شوند. بر اساس این  نمایش داده می  2dو   1dترتیب با 

 نوع سانسور، سه نوع مشاهده خواهیم داشت: 
اگر    -1

1: :m m n Tx     زمان تا   1dبا    1Tآزمایش 
  پذیرد.شکست پایان می

 
11: : 2: : 1: :.. ..... .m n m n m n d nx x xx


      

 
1اگر    -2 2: :m m nT Tx   تا مشاهده mآزمایش 

 پذیرد.امین شکست پایان می
  

11: : : : : :.... ...m n d m n m m nx xx      . 
 

:اگر  -3 : 2m m nx T    زمان در    2dبا    2Tآزمایش 
 پذیرد.شکست پایان می

 1 21: : : : : :.... ...m n d m n d m nx x x    . 
 
نمایش گرافیکی این سه نوع مشاهده، به ترتیب در  

براي مطالعه بیشتر    است.) نشان داده شده  1شکل ( 
،  ]13[توان به چاو و همکاراندر مورد این سانسور می

و موهی و    ]15[، کولی و کندو  ]14[جرنی و کرامر  
کندو    ]16  [همکاران   و  گوپتا  کرد.  ،  ]17[مراجعه 

و  کردند  معرفی  را  یافته  تعمیم  نمایی  توزیع 
با  ویژگی قرار دادند.  مطالعه  را مورد  توزیع  این  هاي 

یافته  تعمیم  نمایی  توابع خطر توزیع  اینکه  توجه به 
توان از آن براي تحلیل  صعودي یا نزولی هستند، نمی

هایی که تابع خطر تک مدي یا وان شکل دارند،  داده

، توزیع ]18[ن، ابوما و الشنیگیتی  استفاده کرد. بنابرای
نمایی معکوس تعمیم یافته را معرفی کردند که تابع 
نرخ خطر آن تک مدي است (ابتدا افزایشی و سپس  

توزیع در بررسی داده این  هاي طول  کاهشی است). 
مسابقات   هواشناسی،  ایستگاه  در  باد  سرعت  عمر، 

صف و  دوانی  دادهاسب  و  مارکت  سوپر  هاي هاي 
و مهندس کریشنا  است.  قرارگرفته  استفاده  مورد  ی 
، برآوردهاي توزیع نمایی معکوس تعمیم  ]19[کومر  

دست آوردند.  یافته تحت سانسور فزاینده نوع دوم را به
انجام شده   تحقیقات  از  بیشتر  اطلاع  براي  همچنین 

می توزیع  این  مورد  دي  در  و  دي  به  ،  ]20[توان 
  ]22[اران  و حسن و همک   ]21[ساموئل و همکاران  

توزیع   تابع  و  احتمال  چگالی  تابع  کرد.  مراجعه 
براي   یافته  تعمیم  معکوس  نمایی  توزیع  تجمعی، 

0x     توزیع تابع  تابع چگالی احتمال و  ترتیب  به 
براي   یافته  تعمیم  معکوس  نمایی  توزیع  تجمعی، 

0x  :به ترتیب عبارت از  
--

-2 -1( ; , ) (1- ) ; 0, 0xxf x x e e


           (1) 
  و

( ; , ) 0, 0X

F x e  
 

         (2) 
 

و    که  شکل  است.    پارامتر  مقیاس  پارامتر 
  همچنین تابع نرخ خطر توزیع نمایی معکوس تعمیم 

  شود.  یافته به صورت زیر تعریف می

  
  
  
  
  
  
  
  

 : طرح سانسور هیبرید فزاینده تعمیم یافته نوع دوم )1( شکل



 20                              1401 یبهشتدن و اردیفرور، نجمپسی و شماره ، تمشهسال  هاي نوین در ریاضی/ پژوهش /و همکاران  پریا پرویز
 

 
 

 α و مقادیر مختلف پارامتر شکل  λ=2پارامترهاي ثابت نمودار تابع چگالی، تابع توزیع و تابع نرخ خطر با ) 2شکل (

 
2 1

( ; , )
( ; , ) (1 )

( ; , )
.x x

f x
h x x e

S x
e

 
 

  
 

 

 

    

  
) نمودار تابع چگالی احتمال (الف)، نمودار  2در شکل ( 

تابع توزیع (ب) و نمودار نرخ خطر (ج)، توزیع نمایی 
است. این مقاله در   معکوس تعمیم یافته آورده شده

  2شود. در بخش  دهی میادامه به صورت زیر سازمان
پارامترهاي   ماکسیمم،  درستنمایی  روش  براساس 
برآوردگرهاي   یکتایی  و  شده  برآورد  توزیع  مجهول 
ماکسیمم درستنمایی به روش آزمون مشتق دوم و از  
طریق گرافیکی نشان داده شده است. با توجه به غیر  

درستنمایی   معادلات  بودن  پکیخطی  طراحی    جاز 
براي محاسبه برآوردها استفاده    Rشده در نرم افزار 

بخش   در  است.  پارامترهاي  3شده  بیزي  برآورد   ،
گیري از نقاط مهم و  مجهول با استفاده از روش نمونه

سازي  دست آمده است. مطالعه شبیهتقریب لیندلی به
از استفاده  افزار  با  روش  Rنرم  مقایسه  هاي  براي 

آورده شده است و در    4مختلف برآوردیابی در بخش  
داده5بخش   سري  دو  اساس  بر  نتایج  ،  واقعی،  هاي 

به بحث   6دست آمده، تحلیل گردیده است. بخش  به
    گیري اختصاص داده شده است.و نتیجه

  
  برآوردگر ماکسیمم درستنمایی -2

ترین اهداف در علم آمار، استنباط در  یکی از اساسی
ایی منتخب  نهمورد جامعه تحت بررسی براساس نمو

از   از جامعه است. روش ماکسیمم درستنمایی یکی 
پراهمیتقدیمی و  روشترین  برآورد  ترین  در  ها 

زمان درستنمایی  تابع  است.  شکست  پارامترها  هاي 
ده تعمیم یافته  مشاهده شده در سانسور هیبرید فزاین

نوع دوم براي سه دسته مشاهده اول و دوم و سوم به  
 ترتیب عبارتند از:

11

1 1

1 : :
1 1

1: :

( , | ) (1 ) ( )

(1 ( ))                [1 ( )] .d

dd m

k j m n
j k j j

RjR
j m n

L x R f x

F TF x 

  

   

 

    (3) 

2

: : : :
1 1

( , | )

(1 ) ( ) [1 ( )] .j

mm m
R

k j m n j m n
j k j j

L x

R f x F x
  

  

      (4)

22

2 1

3 : :
1 1

: : 2

( , | ) (1 ) ( )

               [1 ( )] (1 ( )) .dj

dd m

k j m n
j k j j

RR
j m n

L x R f x

F x F T 

  

   

  

   (5) 

  
) درستنمایی  توابع  ادغام  جایگذاري  5( -)3با  و   (

) (1معادلات  تابع  2) و  آن،  درستنمایی عبارت  ) در 
  است از: 

: : 1

: :

2
: :

1

1

( , | ) ( )

                  (1 ) ,

j m n I

x j m n
j

N
RN

j m n
j

x

R

L x e Dx

e













 

   

 


  (6) 

2

2 1 1 12
1

1

1
1

,
d

d j
j

m

d j
j

R n d R R n d R
 







         
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1

2

1

2

(1 )

(1 )

( , ),            (1)    
( , ) ( ,1),                            (2)    

( , ).            (3)     

e

e

d
N D m

d

  

  













 

  
-، با مشتقو برآوردهاي ماکسیمم درستنمایی  

به   نسبت  درستنمایی  تابع  لگاریتم  از  گیري 
پارامترهاي مجهول و مساوي صفر قرار دادن آنها به  

 شوند:صورت زیر، محاسبه می

  : :

1

1

( 1) log(1 )

0.

j m n

N

j
j

xl N
l R e

M







    
 

 

    (7) 

: :

1
: : 2

1

1
: :

1
 ( 1) 0.

1j m n

N

j m n
j

N
j m n

j
j x

l Nl x M

x
R

e












   
 

     






             (8) 

 

اول:   حالت  1در 

11 1 log(1 )T
dM R e



  ،
1

1

1 1
2 1 1 ( 1)T

dM R T e


 
     :دوم حالت  و 

1 2 0M M   :و حالت سوم ،  
2

21 1 log(1 ),T
dM R e



   
2

2

1 1
2 1 2 ( 1) .T

dM R T e


 
    

  
ˆ)،  7بامساوي صفر قرار دادن معادله(

mle   :برابراست با  

: :

1
1

ˆ

( 1) log(1 )j m n

mle
N

x
j

j

N

R e M






  

  
  

  
مقدار   جایگذاري  ˆبا  mle  ) معادله  معادله  8در   ،(

اي ندارد و  آید که فرم بستهدست می) به9غیرخطی (
  هاي عددي براي حل آن استفاده کرد. باید از روش

1

1

1 : :

: : 2
1 1

: :

: :

1
: :

( )

( 1)

1

1

        0.
N

j

j

N N
j m n

j m n
j j

j m n

j m n

x

j m n
j

x

F

R x

e

xN
x M

e







 






 





  




  

 
        (9) 

: : 1
1

1
( ( 1) log(1 ) ) .j m n

N
x

j j
j

N R e M






      

 
ماکسیمم   2-1 برآوردهاي  یکتایی  و  وجود 

    درستنمایی
برآوردهاي ماکسیمم  در این بخش، وجود و   یکتائی 

درستنمایی پارامترهاي توزیع نمایی معکوس تعمیم 
هاي سانسور شده هیبرید فزاینده یافته براساس داده

تعمیم یافته نوع دوم، مطالعه شده و نتایج به روش  
 ). اگر پارامتر  ]23[گرافیکی نشان داده شده است (

ˆباشد،    معلوم، ثابت و مثبت mle    وجود دارد و یکتا
است. همچنین تابع لگاریتم درستنمایی، تابعی مقعر 

است و مقدار مشتق دوم آن نسبت به   نسبت به  
 منفی است. به عبارتی،  پارامتر

2

2 2

1
2

: :

: :

3

2
: :

( 1)

( 1)

0,
j

N

j

j m n

j m n

x
j m n

x

N
l M

e
R

e

l

x











 
  
 

   




 

  

که در حالت اول  
1 1

1 1

3

2 2
1 ( 1)d

T TM R T e e


 

    
دوم   3درحالت  0M    سوم درحالت  و 

2 2

2 1

2 2
3 2 ( 1)T T

dM R T e e


 

       همچنین است. 
  توان نوشت: می

0 0

log ( )
lim ( ) lim ,

L x
F

 

  
   


 

1

log ( ) 1
lim ( ) lim

N

j j

L x
F

x 


  
   


  

  
ˆ، بنابراین با فرض معلوم بودن پارامتر 

mle   وجود
)، نمایش نقطه ماکسیمم  3دارد و یکتا است. شکل (
به روش گرافیکی    و    درستنمایی پارامترهاي  

  است.  
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  به روش گرافیکی  و): نمایش نقطه ماکسیمم در ستنمایی پارامتر  3شکل(

  
برآوردگرهاي   یکتایی  و  وجود  دادن  نشان  براي 
یک   ابتدا  گرافیکی،  روش  به  درستنمایی  ماکسیمم 

)نمونه به حجم   90)n     معکوس نمایی  توزیع  از 
شود. براساس یک حالت خاص  تعمیم یافته تولید می
  از سانسور به صورت 

1 2 80( 80, 1.5, 5, 10, 0, 80)jm T T R R j       
  

ایی پارامترها به ترتیب روي نقاط ماکسیمم درستنم
logˆمنحنی  ( , )L x     وˆlog ( , )L x      شکل در 

) مشاهده 3) نشان داده شده است. بر اساس شکل (3(
(می تقاطع  نقطه  یک  که    ، 327814/1شود 

) وجود دارد که نشان دهنده این است که  1/ 731462
و   دارند  وجود  درستنمایی  ماکسیمم  برآوردگرهاي 
تقاطع،   یکتا هستند. همچنین واضح است که نقطه 
ماکسیمم کننده تابع لگاریتم درستنمایی پارامترهاي  

  وهستند .  
 
  زي  برآوردگر بی -3

در   و  در این بخش، برآوردهاي بیز پارامترهاي  
گردیده  محاسبه  یافته  تعمیم  معکوس  نمایی  توزیع 

مستقل و به ترتیب داراي   و است. فرض کنید  
پیشین  توزیع  1هاي  1( , )Gamma a b   و
2 2( , )Gamma a b    1باشند،که در آن 2 1, ,b a a   2وb  

چگالی   بنابراین  هستند.  معلومی  و  مثبت  مقادیر 
  شود.  پیشین توأم بصورت زیر تعریف می

1 1 2 21 1( , ) .a b a be e                           (10) 

) تابع چگالی پسین توأم  10) در ( 6با ضرب رابطه (
  عبارت از:  

1 2 1 2

: : : : 1

1 1

12
: :

1

( )

 (1 ) ,j mn j mn j I

N a N b b b

N
x x R R

j m n
j

x C e e

x e e D





       

 
 

 



    

   (11) 

  
  است که

1 2 1 2

: : 1: :

1 1

0 0

2 1
: :

1

1

(

 (1 ) .j mn Ij mn j

N a N b b b

N
x R

j m n
j

x R

C e e

x e D d de 

        




 




 

  

 

 


 

  
مقاله  2براي سه دسته مشاهده در بخش  Dتعریف  

به   و      بیان شده است. برآورد بیز هر تابعی از
)صورت   , )g   خطا دوم  توان  زیان  تابع  تحت   ،  

  عبارت است از: 

0 0

0 0

[ ( , )]

( , ) ( , | )

( , | )

bayesg E g

g x d d

x d d

 

      

    

 

 

 

 
 



  
=
ܥ ∫ ∫ ,ߙ)݃ ∞ேା௔భିଵߙ(ߣ

଴
∞
଴   ேା௕మିଵ݁ି௕భఈ݁ି௕మఒߣ

∏ ௝:௠:௡ݔ
ିଶே

௝ୀଵ ݁
ି ഊ
ೣೕ::೘:೙(1−

݁
ି ഊ
ೣೕ:೘:೙)ఈோೕା ఈିଵܦோ಺శభ݀12(                 ߣ݀ߙ(  

  
) بسته12رابطه  فرم  روش  )  از  بنابراین  ندارد،    اي 
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مهمنمونه نقاط  از  استفاده    گیري  لیندلی  تقریب  و 
  شده است.  

  
  گیري از نقاط مهم روش نمونه -3-1

گیري از نقاط مهم، توزیع  براي بکارگیري روش نمونه
  صورت زیر بازنویسی گردیده است: ) به11پسین توأم (

: :
1

11 2

2
: :1 : :

( log(1 ))
1 1

1
12

: :
1

( , | )

  (1 )

N
x j m n

j

N

j m nj j m n j

b e
N a N a

b N
x x R

j m n
j

x e

e x e D







  
   

  
 



    





 

  

: :
| 1 1

1

2 2
1 : :

        ( , log(1 ) )

1         ( , ) ( , ),

j m n
N

x

j

N

j j m n

Gamma N a b e D

Gamma N a b H
x









    

     




 

1

: :

1

( )
1

1

12
: :

: :

(1 )
( , )

( log(1 ) ))

.

j m n j

j

N
R

j

N
N a

j

x
j m n

x m n

e
H

b e D

x 

















  

  




 

  
بیز برآوردگر  محاسبه  الگوریتم  و  براي  از   ،

  ):]24[محاسباتی زیر استفاده شده است (
از توزیع    1  گام اول:

2 2
1 : :

1
( , )

N

j j m n

N a bGamma
x



  

  شود.تولید می
. از توزیع  1از مرحله اول،    1با داشتن    گام دوم:

: :

| 1 1
1

( , log(1 ) )j m n

N
x

j

Gamma N a b e D







     شود. تولید می  

سوم تعداد  :گام  به  دو  و  یک  تکرار    kمراحل  بار 
  آیند. دست میهاي زیر بهشود و نمونهمی

1 1 2 2( , ),( , )........( , )
K K

       
در مرحله آخر، برآورد بیز هر تابعی از    گام چهارم:

  و    مانند( , )g      تحت تابع زیان توان دوم خطا
  گردد. به صورت زیر محاسبه می

1

1

1
( , ) ( , )

( , )
1

( , )

K

i i i i
i

bayes K

i i
i

g H
Kg

H
K





   
  

 




    

  تقریب لیندلی -3-2
یک روش تقریبی براي    1980]، در سال25لیندلی [

ارائه داد. براساس تقریب لیندلی،  12حل انتگرال (   (
تحت تابع زیان مربع    و  برآورد بیز پارامترهاي  

  خطا عبارت از: 
.5[( 2 ) ( 2 )

 ( 2 ) ( 2 ) ]

  +( )( )
  +( )( ),

bayesg g g g g g
g g g g

g g l l l l
u g l l l l



       

      

           

           

        

       

         
         



 

  
  است که در آن 

1

1 2 2

ˆ( , ) log[ ( , )] ( 1) log
ˆ ˆˆ ( 1) log ,

mle

mle mle mle

a

b a b

         

     
 

1
1

1
,

ˆ mle

a
b

 
   

 

2
2

( , ) 1
ˆ ,

mle

a
b

   
   

 
 

2

,gg





 
2

2 ,gg





  2

,gg



  

,gg





 ,gg





 
2

2 ,gg





 
  

,و   ,      و   ماتریس معکوس  عناصر 
gاطلاع فیشر هستند. براي محاسبه برآورد       با

  استفاده از تقریب لیندلی داریم: 
0,g g g g g          1,g    

  
  بنابراین 

2ˆ .5[ 2 2
2 ].
lin mle l

l l l
     

        

      
     
    

  

  

       
فرض   با  gهمچنین     پارامتر برآورد   ،  عبارت

 است از: 
0,g g g g g         1,g     

2ˆ .5[2 2
                      3 ],

lin mle l
l l

     

     

      
   

   
 


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آن در  ˆ  که  mle  وˆ
mle    ماکسیمم برآوردهاي 

  درستنمایی هستند و همچنین 

: :
4

1

12
: :

ˆ /( 1) ,
1

( )
j m n

N

j
j

mle

j m n

x
R M

xl
l l

e



  
  


 

 
  

  

اول،   درحالت  که 
4

1

1 1

ˆ

1 1
1 ( 1)

d

mle
TM R T e




   در  ،

دوم   4حالت  0M    سوم حالت  در  و 

2

2 14

ˆ

1 1
2 ( 1)

mle
T

dM R T e



    ،است. علاوه براین  
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
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
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5

1 1

1 1 1

ˆ ˆ2(
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/ / )
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)
d

mle mle

mle

T T

TmleM R
e e

eT

 


 



 که درحالت اول  

سوم   حالت  در  5  و  0M  دوم   حالت  در 
همچنین    است. 

5

2 2

2 1 2

ˆ ˆ2(

ˆ3 3
2

/ / )

/
ˆ (
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d

mle mle

mle
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e e

eT
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
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


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2
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( 1)
N

j
j

mle mle

j m n j m nx x
j m nR
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l x e e




 

    





 


 
حالت  6Mکه   در  ترتیب  به  در ،  و  صفر  برابر  دوم 

از:   عبارت  سوم  و  اول  حالتهاي 
16

ˆ ˆ/ /2 2( 1) ;  1,2
i

mle i mle i
d

T T
iM R T e e i



     .است  
  
  سازيمطالعات شبیه -4

شبیه نتایج  بخش،  این  مقایسه  در  براي  سازي 
توان   میانگین  معیار  اساس  بر  مختلف  برآوردگرهاي 

انجام   براي  ارائه شده است.  از  شبیهدوم خطا  سازي 
استفاد شده است. با    1-5-3تحت ورژن    Rنرم افزار

توجه به اینکه برآوردهاي ماکسیمم درستنمایی فرم  

افزاري نرم  بسته  از  ندارند،  براي    "BB"خطی  که  
بهینه و  خطی  غیر  مسائل  شده  حل  ساخته  سازي 

). ویژگی مهم پکیج  ]26[ت (است، استفاده شده اس
"BB"  سازي کمی براي  این است که فضاي ذخیره

هایی با بعد بالا نیاز دارد و به همین دلیل اجرا برنامه
افزاري  کند. در این بسته نرمزمان زیادي صرف نمی

  "sane  "  و  "spg"و    "dfsane"  توابع زیادي مانند
تعریف شده است که هرکدام از این توابع براي حالت  

کاربرد دارند. در این بخش به کمک شبیه - خاصی 
تکرار برآوردهاي بیزي به    1000سازي مونت کارلو با  
)روش تقریب لیندلی  , )lin lin   گیري  و روش نمونه

)  از نقاط مهم , )mc mc   ک به روش  و برآورد کلاسی
درستنمایی   )ˆˆماکسیمم  , )mle mle     شده مقایسه 

شده  تعیین  قبل  از  مقادیر  از  استفاده  با  است. 
1 2 1, , , , ,..... mn m T T R R  هیبرید سانسور  نمونه   ،

تعمیم  نمایی معکوس  توزیع  از  یافته  تعمیم  فزاینده 
یافته تولید شده و سه طرح سانسور زیر در نظر گرفته  

  است: شده 
  :   1طرح سانسور 

                           ( , 0, )m jR n m R j m     
  :    2طرح سانسور 

                         
2

( , 0, )
2m j

m
R n m R j     

  :    3طرح سانسور 
              1( , 0, 1, )

2m j
n mR R R j m

     
  

آورده شده است.    2  و  1سازي در جداول  نتایج شبیه
مشاهده شده است که اگر حجم نمونه افزایش یابد،  

می پیدا  کاهش  خطا  دوم  توان  میانگین  کند.  مقدار 
افزایش حجم   با  همچنین مشاهده گردیده است که 

از 66mمشاهدات      72بهm     حجم ازاي  به 
) ثابت  80nنمونه    دوم توان  میانگین  مقدار   ،(

ماکسیمم   درستنمایی  و  بیز  برآوردگرهاي  خطاي 
کاهش پیدا کرده است. به طور   و  پارامترهاي  
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از   مشاهدات  حجم  افزایش  با  74mمشابه     به
82m    ) ثابت  نمونه  حجم  ازاي  90nبه   ،(

یابد. بنابراین  مقدار میانگین توان دوم خطا کاهش می
هاي سانسور شده کمتر باشد، نتایج  هرچه تعداد داده

برآوردگرهاي بیز  آزمایش دقیق تر است. در محاسبه 
آگاهی بخش (فاقد اطلاع) استفاده  از توزیع پیشین نا

برآوردگرها  که  است  گردیده  مشاهده  است.  ي  شده 
در مقایسه با برآوردگرهاي   و  بیزي پارامترهاي 

انتخاب تمام  براي  1هايکلاسیک  2, , ,n m T T  بهتر  ،

می و  عمل  به  کنند  نزدیک  لیندلی  برآوردهاي 
همچنین   هستند.  درستنمایی  ماکسیمم  برآوردهاي 
روش   به  بیز  برآوردگرهاي  که  است  شده  مشاهده 

هستند.  نمونه برآوردگر  بهترین  مهم،  نقاط  از  گیري 
اگر  این  بر  ,1علاوه  ,T m n  مقدار و  باشد،   2Tثابت 

یابد، کاهش    افزایش  خطا  دوم  توان  میانگین  مقدار 
1یابد. این نتیجه با ثابت نگه داشتن  می 1.5T     و به

نمونه   )ازاي  90, 82)n m     از افزیش زمان  و 
2 2T  2تا 5T ) است) نشان داده شده  4در شکل .

  
  یشزمان آزما یشدر مقابل افزا  و پارامتر   يمربع خطا برآوردها یانگیننمودار م ): 4شکل (

2T   از راست به چپ به)
 .)ماکسیمم  ییو درستنما یندلیاز نقاط مهم، ل یريگ نمونه يبرآوردها  یبترت

  
1در زمان ثابت  مقایسه برآوردگرهاي ماکسیمم درستنمایی و بیز پارامتر : 1 جدول 2( 1.5, 5)T T .  

 R ˆ mle  lin  mc  

20
16

n
m



 

16

8

1 16

( 4, 0, 16)

( 4, 0, 8)

( 2, 0, 1,16)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
2.5101(.4754)
2.4543(.4431)
2.4231(.4547)

 
2.0145(.3506)
2.0477(.3204)
2.0689(.3199)

 
2.0045(.3206)
2.0177(.3104)
1.9989(.3099)

 

30
24

n
m



 

24

1 24

12

( 6, 0, 24)

( 6, 0, 12)

( 3, 0, 1, 24)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
2.3101(.3954)
2.1543(.3831)
2.1423(.3769)

 
1.9810(.2851)
1.9754(.2431)
1.1992(.2269)

 
1.9760(.2180)
1.9654(.2030)
1.1908(.2017)

 

80
66

n
m



 

66

33

1 66

( 14, 0, 66)

( 14, 0, 33)

( 7, 0, 1, 66)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
2.0012(.2754)
1.9543(.2064)
1.9717(.2225)

 
2.0006(.2506)
1.9477(.2004)
1.9689(.2199)

 
1.9569(.2087)
1.9394(.1930)
1.9469(.1917)

 

80
72

n
m



 
72

36

1 72

( 8, 0, 72)

( 8, 0, 36)

( 4, 0, 1,72)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 1.8077(.0947)
1.7978(.0887)
1.7974(.0885)

 
1.8046(.0927)
1.7922(.0854)
1.7934(.0862)

 
1.7729(.0926)
1.7522(.0820)
1.7434(.0749)
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1در زمان ثابت  : مقایسه برآوردگرهاي ماکسیمم درستنمایی و بیز پارامتر 2 جدول 2( 1.5, 5)T T . 

 R ˆ
mle  lin  mc  

20
16

n
m



 

16

8

1 16

( 4, 0, 16)

( 4, 0, 8)

( 2, 0, 1,16)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
1.4521(.1449)
1.4972(.1611)
1.4887(.1635)

 
1.4320(.1440)
1.4278(.1398)
1.3898(.1478)

 
1.4141(.1329)
1.4027(.1249)
1.3937(.1138)

 

30
24

n
m



 

24

1 24

12

( 6, 0, 24)

( 6, 0, 12)

( 3, 0, 1, 24)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
1.4321(.1411)
1.4272(.1556)
1.4187(.1578)

 
1.4221(.1349)
1.4172(.1231)
1.4087(.1235)

 1.4241(.1312)
1.4137(.1210)
1.3827(.1029)

 

80
66

n
m



 

66

33

1 66

( 14, 0, 66)

( 14, 0, 33)

( 7, 0, 1,66)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
1.4121(.0449)
1.4472(.0611)
1.4087(.0635)

 
1.4030(.0422)
1.4370(.0561)
1.4027(.0615)

 
1.4002(.0413)
1.3841(.0538)
1.4011(.0423)

 

80
72

n
m



 
72

36

1 72

( 8, 0, 72)

( 8, 0, 36)

( 4, 0, 1,72)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
1.3227(.0250)
1.3194(.0342)
1.3206(.0315)

 
1.3146(.0231)
1.3109(.0323)
1.3128(.0305)

 
1.3074(.0215)
1.3041(.0228)
1.3247(.0145)

 

90
74

n
m



 
74

37

1 74

( 16, 0, 74)

( 16, 0, 37)

( 8, 0, 1, 74)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
1.3270(.0249)
1.3216(.0258)
1.3244(.0254)

 
1.3193(.0222)
1.3133(.0247)
1.3174(.0237)

 
1.3126(.0206)
1.3122(.0216)
1.3247(.0131)

 

90
82

n
m



 

1

82

41

82

( 8, 0, 82)

( 8, 0, 41)

( 4, 0, 1,82)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
1.3414(.0200)
1.3370(.0187)
1.3401(.0196)

 
1.3343(.0180)
1.3296(.0168)
1.3333(.0177)

 
1.3260(.0158)
1.3072(.0145)
1.3100(.0121)

 

  
  هاي واقعی تجزیه و تحلیل داده  -5

از   ترکیبی  نیازمند  پیشرفته،  آماري  مسائل  تحلیل 
هاي نظري و کاربردي است. در فصول قبلی به  روش

هاي نظري پرداخته شده است و این بخش بر  تکنیک
  هاي واقعی تمرکز دارد. تحلیل دادهروي 
برحسب  داده  :1مثال تعمیر  زمان  دهنده  نشان  ها 

است ارتباطی  فرستنده  یک  براي  ابتدا  ]27[ساعت   .
روش توزیع  براساس  بودن  مناسب  گرافیکی،  هاي 

داده این  بر  یافته  تعمیم  معکوس  بررسی  نمایی  ها، 
 ) تابع  5شده است. در شکل  (الف)، نمودار  ) قسمت 

(ب)    توزیع قسمت  در  شده،  داده  برازش  و  تجربی 
)احتمال    -نمودار احتمال )P P    (ج) و در قسمت

ها نشان داده  هیستوگرام و نمودار تابع چگالی این داده
  شده است.  

و  معیارها  این  است.  شده  استفاده  بیشتر،  بررسی 
آزمون  آزمون از  عبارت  ، اسمیرنوف-کولموگورفها 

لگاریتم  منفی  معیار  و  بیزي  معیار  آکاییک،    معیار 
ماکسیمم  هستند  درستنمایی برآوردهاي  براساس   .
آماره   درستنمایی، کولموگورفمقدار  - آزمون 

مربوطه  -pو  سمیرنوف  ا از  مقدار  عبارت  ترتیب  به 

90
74

n
m



 
72

36

1 72

( 16, 0, 74)

( 16, 0, 36)

( 8, 0, 1,74)

j

j

j

R R j

R R j

R R R j

  

  

   

 
1.7406(.0578)
1.7243(.0503)
1.7242(.0502)

 
1.7395(.0573)
1.7191(.0493)
1.7217(.0491)

 
1.7192(.0542)
1.7211(.0491)
1.7013(.0481)

 

90
82

n
m



 
82

41

1 82

( 8, 0, 82)

( 8, 0, 41)
( 4, 0, 1,82)

j

j

j

R R j

R R j
R R R j

  

  

   

 1.7400(.0576)
1.7292(.0425)
1.7314(.0435)

 
1.7367(.0560)
1.7242(.0402)
1.7276(.0415)

 
1.7028(.0471)
1.7123(.0312)
1.7243(.0331)
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براي محاسبه این   است. همچنین  0/ 818و  0933/0
افزار  معیار نرم  در  افزاري   از،  Rها  نرم  بسته 

"fitdistrplus"    زیادي دارد، استفاده شده که دقت 
شود در مقایسه  ) مشاهده می3. در جدول ( ]28[است

توزیع  معیار  با  مقدار  کمترین  دیگر،  مناسب  هاي 
) (AICاکائیک  بیز   ،(BIC  لگاریتم منفی  و   (

) مربوط به توزیع نمایی معکوس  NLCدرستنمایی (
است و توزیع فریچت، بردوازدهم، نمایی  تعمیم یافته 

هاي دوم تعمیم یافته، و رایلی نمایی به ترتیب در رتبه 
قرار دارند. توابع چگالی  تا پنجم  بهتر،  براي مقایسه 

 اند. مذکور در زیر آورده شده 
 :توزیع نمایی معکوس تعمیم یافته   

2 1
1( ; , ) (1 )x xf x x e e 

 
 

       
  :توزیع نمایی تعمیم یافته 

1
2 ( ; , ) (1 )x xf x e e         . 

  :توزیع بردوازدهم 
1 1

3 ( ; , ) (1 )f x x x        
   :توزیع فریچت 

1
4 ( ; , ) xef x x

      . 
    :توزیع رایلی نمایی 

2 21
5( ; , ) 2 (1 )x xf x x e e      . 

  
46n  با در نظر گرفتن   توجه   داده و با  6و سانسور

روبرو  مشاهده  دسته  با سه  زمان  مختلف  مقادیر  به 
    خواهیم بود:

    حالت اول:
1 2 1 210, 20, 43, 44T T d d     

   حالت دوم:
1 2 1 24, 10, 32, 43T T d d     

 حالت سوم:  
1 2 1 2.2, 5, 0, 36T T d d     

  
و   لیندلی  درستنمایی،  ماکسیمم  برآوردهاي  مقادیر 

به  نمونه مهم  نقاط  از  حالتگیري  براي  هاي  ترتیب 
 اول، دوم و سوم عبارتند از: 

ˆ 1.598798, 1.593066,
1.458132.

ˆ 1.44416, 1.430623

1.313592.

mle lin

mc

mle lin

mc

 


 



 



 











 

ˆ 1.308330, 1.301274,
1.225792,

ˆ 1.288637, 1.274572,

1.197798.

mle lin

mc

mle lin

mc

 


 



 


 











 

ˆ 1.066495, 1.148210,
ˆ 1.016959,
ˆ 1.059148, 1.133417,

1.082007.

mle lin

mc

mle lin

mc

 


 



 



 







  
  

هاي مربوط به پاشش در این قسمت از داده :  2مثال  
پودر   این   YSZپلاسمایی  در  است.  شده  استفاده 

زاویه   با  قطرات  میکرو  صورت درجه    30فرآیند  به 
مایل، برروي سطح جامد پاشیده شده که قطر متوسط  

  125الی    25میکرون و توزیع اندازه آن بین    37پودر،  
برروي آن  میکرون می باشد. سطح جامد که پاشش 

ابعاد   به  نرم  فولادي  قطعه  است،  شده  انجام 
31015  مکعب زبري    میلیمتر  میانگین  اندازه  و 
می  5/0 ایمیکرون  همچنین  قطرات  باشد.  میکرو  ن 

در فشار   SG-100توسط دستگاه پاشش پلاسمایی  
درجه پاشیده    30اتمسفریک به سطح جامد با زاویه  

ابتدا براي بررسی اعتبار مدل،    .]30،  29[  شده است
کولموگوروف آزمون  آماره  اسمیرنوف   -مقدار عددي 

مقدار مربوطه براساس مقادیر ماکسیمم   -  pبه همراه  
هاي مجهول، محاسبه شده که به  درستنمایی پارامتر

دست آمده است.  به  7939/0و    1113/0ترتیب برابر  
احتمال نمودار  بیشتر،  بررسی  براي    -براي  احتمال 

و   تجربی  توابع  یافته و  تعمیم  نمایی معکوس  توزیع 
) آورده شده است.  6توزیع برازش داده شده در شکل (

  )، مشاهده 6مقدار محاسبه شده و شکل (  - p براساس
برازش   شود که توزیع نمایی معکوس تعمیم یافتهمی

  ها دارد. خوبی بر داده
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روش مقایسه  براي  در  حال  برآورد  مختلف    هاي 
نوع  داده یافته  تعمیم  فزاینده  هیبرید  سانسور  هاي 

  دوم، سه حالت زیر در نظر گرفته شده است: 
  :حالت اول 

1 234, 30, 5.7, 6.5n m T T      
 :حالت دوم   

1 234, 30, 4.5, 6.5n m T T     
  :حالت سوم       

1 234, 30, 4.5, 5.0n m T T    .

 
 :حالت اول    

ˆ 10079.24, 10098.43,
10125.94,

ˆ 52.48713, 52.3218,

51.7546.

mle lin

mc

mle lin

mc

 


 



 


 











 

 :حالت دوم   
ˆ 10088.97, 10122.17,

10134.42,
ˆ 52.0124, 51.4532,

51.2457.

mle lin

mc

mle lin

mc

 


 



 


 











 

   :حالت سوم 
ˆ 101354.56, 101435.66,

10178.74,
ˆ 49.7653, 49.4532,

48.3321.

mle lin

mc

mle lin

mc

 


 



 


 











 

درباره  اطلاعاتی  اینکه  دلیل  به  بیزي  برآوردهاي  در 
توزیع پیشین پارامترها در دسترس نیست، از توزیع  

اطلاع   فاقد  1پیشین  2 1 2 0a a b b       استفاده
کننده آن است که برآوردهاي  شده است. نتایج بیان

مجهول   پارامترهاي  درستنمایی  ماکسیمم  و  بیزي 
هم  به  نزدیک  یافت،  تعمیم  معکوس  نمایی    توزیع 

    .باشندمی
 
 گیرينتیجه -6

پارامترهاي   بیزي  این مقاله استنباط کلاسیک و  در 
شکل و مقیاس توزیع نمایی معکوس تعمیم یافته بر  

برید فزاینده تعمیم  هاي سانسور شده هیاساس نمونه
طرح سانسور   بررسی شده است. این  نوع دوم  یافته 
مشکل طولانی شدن زمان آزمایش در طرح سانسور  
است.   بخشیده  بهبود  را  دوم  نوع  فزاینده  هیبرید 
ماکسیمم   برآوردهاي  که  است  گردیده  مشاهده 

بسته فرم  از  درستنمایی  باید  بنابراین  ندارند،    اي 
استفادهروش عددي  با  هاي  روش  کرد.  از  استفاده 
گیري از نقاط مهم و تقریب لیندلی برآوردهاي  نمونه

  دست آمده است. بیزي پارامترها به
  

  
  
  

 .1هاي مثال در داده مختلف انتخاب مدل یارهايمع یسهو مقا و   ي برآورد پارامترها :3جدول

  
  
  
  
  
  

  5( ; , )f x    4 ( ; , )f x    3( ; )f x   2 ( ; )f x   1( ; )f x   
ˆ  برآورد پارامتر  0.29081   ˆ 1.13265  ̂    ˆ 0.95758   ˆ 1.09435   
ˆ  برآورد پارامتر  0.00982   ˆ 1.01118   ̂    ˆ 0.26861   ˆ 1.20501   

NLC  111.7725 100.8569  101.2845 105.0927 100.7594 
AIC  227.5451 205.7137  206.5689 214.1853 205.5188 
BIC  231.2024 209.3710  210.2262  217.8426 209.1761 
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  1مثال  يهاداده  يبرا یافته یممعکوس تعم یینما یعبرازش توز ي): نمودارها5شکل(
  

براي   برازش داده شده یعو توز یو توابع تجرب  یافته یممعکوس تعم یینما یعتوز ياحتمال برا -احتمال نمودار   ):6شکل(
 2هاي مثال داده
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