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 مقدمه -2

 0791حساب دیفرانسیل بولی تقریبا از سال 

 و ، هافمنهای اصلی ریدمیلادی و بر اساس ایده

[. اولین مرکز 6و5و0] گذاری شدپایه ایکرز

تحقیقاتی بزرگ در مواجهه و پرداختن به نظریۀ 

حساب دیفرانسیل بولی و کاربردهای آن، دانشگاه 

 ،0790آلمان بود که در سال  صنعتی کمنیتس

ها درباره این نوع حساب دیفرانسیل یادداشت ولینا

و همچنین به صورت  [0] و پاستوف توسط بوچمن

 [9منتشر شد ]خ بایک رساله دکتری توسط اشتاین

 0باره در فصل ، ارائه جامعی در این2110و در سال 

 انجام گرفت. [0از مرجع ]

حساب دیفرانسیل بولی، یک نظریۀ قوی مبتنی بر 

های متغیرهای بولی، تعاریف دیفرانسیل

ها و عملگرهای دیفرانسیلی توابع بولی و دیفرانسیل

ای و برداری مراتب اول و بالاتر مشتقات ساده، پاره

توابع بولی است و به نوعی جبر بولی را گسترش 

های دهد. اگر چه جبرهای بولی به واسطۀ ارزشمی

یل بولی این توابع بولی مشهورند اما حساب دیفرانس

کند تا تغییرات مقادیر توابع بولی امکان را فراهم می

ارزیایی شوند. روابط و قضایای ارائه شده در این نوع 

حساب دیفرانسیل، سطح وسیعی از کاربردهای آن 

 .دگشایرا به روی علاقمندان و پژوهشگران می

کار های اساسی بهبه علت شباهت ساختارهای داده

یفرانسیل بولی با جبرهای بولی، رفته در حساب د

تواند در هر کاری که به حساب دیفرانسیل بولی می

وسیلۀ توابع و معادلات بولی همراه با جبر بولی 

کار گرفته شود. به این علت، در شود، بهتوصیف می

مطالعه تغییرات مقادیر متغیرهای بولی یا توابع 

 منطقی در مسائلی از قبیل تجزیه و تحلیل و نیز

سنتز توابع منطقی، حساب دیفرانسیل بولی نقشی 

حل برای کند و در یافتن یک راهکلیدی ایفا می

شود )درباره له، مفید واقع میأرسیدن به پاسخ مس

 کاربردهای بیشتر این نوع حساب دیفرانسیل،

 را ببینید(. [01و7و0و2]

، تعاریف و مفاهیم 2در مقالۀ حاضر، ابتدا در بخش 

یل دیفرانسیل متغیرها و توابع منطقی، اصلی از قب

ای، و همچنین مینیمم و های ساده و پارهمشتق

ماکزیمم ساده و مراتب بالاتر توابع منطقی که 

ها بنا نهاده شده حساب دیفرانسیل بولی بر پایۀ آن

کنیم و برخی قضایا و نتایج مهم را است را بیان می

یم و سعی کنها را ارائه میبیان کرده و اثبات آن

های کافی، این مفاهیم به خوبی شود با بیان مثالمی

تبیین و تشریح شوند. به این ترتیب، زمینۀ لازم 

که مبتنی بر این مفاهیم  0برای ورود به بخش 

، به موضوع 0شود. سپس در بخش است، فراهم می

پردازیم که فصل مهمی معادلات دیفرانسیل بولی می

یفرانسیل بولی به شمار از کاربردهای حساب د

ای از معادلات آید. ما در این بخش، کلاس سادهمی

دیفرانسیل بولی که شامل دو عبارت، یکی دارای 

ای یک تابع بولی مجهول نسبت به مشتقات پاره

متغیرهایش و دیگری یک تابع منطقی معلوم است 

گیریم و به برخی سوالات دربارۀ این را در نظر می

یفرانسیل از جمله وجود و یکتایی نوع معادلات د

های دهیم و ماهیت جوابجواب برای آن پاسخ می

های معادلات بولی بررسی آن در مقایسه با جواب

برانگیز در این شود. از نتایج قابل توجه و تاملمی

بخش دربارۀ معادلات دیفرانسیل بولی آن است که 

مشابه آنچه که برای معادلات دیفرانسیل معمولی 

طی غیرهمگن از مرتبۀ دو و بالاتر، جواب عمومی خ

به شکل مجموع جواب عمومی معادلۀ همگن نظیر 

شود، با جواب خصوصی معادلۀ غیرهمگن ارائه می

برای کلاس وسیعی از معادلات دیفرانسیل بولی نیز 

 این حکم صادق است.

لازم به ذکر است که هدف این مقاله آشنایی 

خوانندگان با حساب دیفرانسیل بولی و به دنبال آن 

معادلات دیفرانسیل بولی و کاربردهای آنها است تا 

به این طریق، فصل جدیدی از حساب دیفرانسیل و 

نیز معادلات دیفرانسیل به روی علاقمندان و 

فضای محققان گشوده شود. بنابراین با توجه به 



 

 
 

   

محدود این مقاله، بخش نظری اصلی حساب 

دیفرانسیل بولی و معادلات دیفرانسیل بولی را بیان 

باره کرده و از بیان مطالب و نتایج اضافی در این

 نظر شده است.صرف
 

 حساب ديفرانسیل بولي -1

در این بخش، مفاهیمی از قبیل دیفرانسیل 

متغیرهای بولی، دیفرانسیل توابع بولی، 

ای، مشتقات ساده و برداری های پارهدیفرانسیل

های کافی و نیز برخی توابع بولی به همراه مثال

کنیم و ها را بیان میهای مهم بین آنویژگی

  .شودفراهم می 0مقدمات لازم برای ورود به بخش 
 

 تعاريف و نتايج اولیه 1-2

تابعی است  ،متغیرۀ بولی-n یک تابع:2-1تعريف

B، که در آن Bبه توی   Bnاز   fمانند  = {0,1} ،

n   عددی طبیعی وBn  نیز ضرب دکارتیn- ام

با خودش است. همچنین یک معادلۀ  B مجموعۀ 

بولی، یک تساوی بین دو تابع بولی است و جواب آن 

 g و  f ای از بردارهای بولی است، یعنی اگر مجموعه

f(x) گاه دو تابع منطقی باشند آن = g(x)  یک

معادلۀ منطقی است و جواب آن یک مجموعه از 

f(b)است به طوری که b  بردارهای بولی  =

g(b) = f(b) یا  0 = g(b) = 1. 
 

 xi در یک نقطۀ معین از زمان، یک متغیر بولی 

را اختیار کند. این  1یا  0تواند یکی از مقادیر می

شده متغیر، اطلاعاتی دربارۀ مقدار واقعی نقطۀ داده

دهد اما هیچ اطلاعاتی دربارۀ در اختیار ما قرار می

از  دهد. بنابراین به منظورتغییر این مقدار به ما نمی

بین بردن این فاصله، دیفرانسیلِ بولیِ یک متغیر 

بولی را تعریف کرده و به دنبال آن، تعریف 

 .کنیمهای یک تابع منطقی را بیان میدیفرانسیل
 

گاه یک متغیر بولی باشد آن xi اگر :1-1تعريف

 شود:به صورت زیر تعریف می xi دیفرانسیل 

dxi = {
  اگر مقدار متغیر  xi  تغییر کند     1

اگر مقدار متغیر  xi  تغییر نکند    0
 

 

توجه شود که دیفرانسیلِ یک متغیر منطقی، خود 

یک متغیر منطقی است. بنابراین تمامی قراردادهای 

ها مربوط به متغیرهای منطقی برای دیفرانسیل آن

نیز برقرارند. همچنین فضای بولیِ همۀ بردارهای 

  دهیم.نمایش می dBرا با  dxi  دیفرانسیلی

به ترتیب  ⊕و  ∨، ∧کنیم که در ادامه یادآوری می

عطف منطقی، فصل منطقی و یای مانع جمع 

 .هستند

 فرض کنید:3-1تعريف

f(x) = f(x1, x2, … , xn) 
گاه دیفرانسیل متغیره باشد. آن-n یک تابع منطقی 

xنسبت به همۀ متغیرهای  f(x) تابع  =

(x1, x2, … , xn) به شکل
dx𝑓(x) = 𝑓(x) ⊕ 𝑓(x ⊕ dx) 

 شود.تعریف می

Bnنگاشتی از  dxf(x)با توجه به تعریف فوق،  ×

dBn توی به B  است که به متغیرهای(x, dx) 

 f(x) وابسته است و بیانگر تغییرات مقادیر تابع 

 است.

 به مثال زیر توجه کنید.

 تابع:0-1مثال 

 f(a, b) = a ∨ b̅ 

 مداریرا در نظر بگیرید. با توجه به تعریف قبل 
 

d(a,b)f(a, b) = (a ∨ b̅) ⊕ ((a ⊕ da) ∨

(b ⊕ db)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

=(a ⊕ b̅ ⊕ ab̅) ⊕ ((a ⊕ da) ⊕

(b ⊕ db)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊕ (a ⊕ da)(b ⊕ db)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

= a ⊕ b̅ ⊕ ab̅ ⊕ a ⊕ da ⊕ b̅ ⊕ db

⊕ (a ⊕ da)(b̅ ⊕ db) 

 = ab̅ ⊕ da ⊕ db ⊕ ab̅ ⊕ adb
⊕ b̅da ⊕ dadb 
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= a̅db ⊕ bda ⊕ dadb 

= a̅(da ⊕ da̅̅ ̅)db ⊕ bda(db ⊕ db̅̅̅̅ )
⊕ dadb 

= a ̅da̅̅ ̅db ⊕ bdadb̅̅̅̅ ⊕ (a ⊕ b)dadb 

= a ̅da̅̅ ̅db ∨ bdadb̅̅̅̅ ∨ (a ⊕ b)dadb. 
 

 فرض کنید:8-1تعريف

 f(x) = f(x1, x2, … , xn) 

 گاهآن متغیره باشد.- nیک تابع منطقی 

Minxf(x) = f(x) ∧ f(x ⊕ dx), 
Maxxf(x) = f(x) ∨ f(x ⊕ dx), 

به ترتیب مینیمم دیفرانسیل و ماکزیمم دیفرانسیل 

xنسبت به همه متغیرهای  f(x) تابع منطقی  =

(x1, x2, … , xn)و ، 

F(x, dx) = f(x) ∧ (∧i=1
n (dxi ∨ dxi

̅̅ ̅̅ )) 

 نسبت به همۀ f(x) بسط دیفرانسیل تابع 

x متغیرهای  = (x1, x2, … , xn) نامیده 

برای درک بهتر مفاهیم فوق، به مثال زیر  شود.می

 .توجه کنید

 تابع :6-1مثال 

 f(a, b) = a ∨ b̅ 

 5-2بر اساس تعریف  در نظر بگیرید.مجددا را 

 خواهیم داشت

Min(a,b)f(a, b) = (a ∨ b̅) ∧ ((a ⊕ da)

∨ (b ⊕ db)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
= (a ∨ b̅) ∧ (ada̅̅ ̅ ∨ a̅da ∨ b̅ db̅̅̅̅

∨ bdb) 
= ada̅̅ ̅ ∨ ab̅ db̅̅̅̅ ∨ abdb ∨ ab̅ da̅̅ ̅

∨ a̅b̅da ∨ b̅ db̅̅̅̅  
= ada̅̅ ̅ ∨ abdb ∨ a̅b̅da ∨ b̅ db̅̅̅̅  
= ada̅̅ ̅ db̅̅̅̅ ∨ ada̅̅ ̅db ∨ abda̅̅ ̅db

∨ abdadb ∨ a̅b̅dadb̅̅̅̅

∨ a̅b̅dadb ∨ b̅da̅̅ ̅ db̅̅̅̅

∨ b̅dadb̅̅̅̅  
= ada̅̅ ̅ db̅̅̅̅ ∨ ada̅̅ ̅db ∨ abdadb

∨ a̅b̅dadb ∨ b̅da̅̅ ̅ db̅̅̅̅

∨ b̅dadb̅̅̅̅  

= (a ∨ b̅)da̅̅ ̅ db̅̅̅̅ ∨ ada̅̅ ̅db ∨ b̅dadb̅̅̅̅

∨ (a ⊕ b)dadb, 
 

Max(a,b)f(a, b) = (a ∨ b̅) ∨ ((a ⊕ da)

∨ (b ⊕ db)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 
= a ∨ b̅ ∨ ada̅̅ ̅ ∨ a̅da ∨ b̅ db̅̅̅̅ ∨ bdb 
= a ∨ b̅ ∨ da ∨ db 
= a̅bda̅̅ ̅ db̅̅̅̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 

 آوریمدست میبه F همچنین برای تابع 

F(a, b, da, db) = f(a, b)(da ∨ da̅̅ ̅)(db

∨ db̅̅̅̅ ) 
= (a ∨ b̅)(da ∨ da̅̅ ̅)(db ∨ db̅̅̅̅ ) 
= (ab̅ ∨ ab ∨ a̅b̅)(dadb ∨ dadb̅̅̅̅

∨ da̅̅ ̅db ∨ da̅̅ ̅ db̅̅̅̅ ). 
 

، دو رابطۀ مهم بین توابع 5-2با استفاده از تعریف 

dxf(x) ،Minxf(x) ،Maxxf(x)  و F(x, dx) 

 توان نتیجه گرفت که در قضیۀ زیر آمده است.را می
 

های رابطه f(x) برای هر تابع منطقی :7-1قضیه

 :استزیر برقرار 

Minxf(x) ≤ F(x, dx) ≤ Maxxf(x), 
dxf(x) ⊕ Minxf(x) ⊕ Maxxf(x) = 0. 

 

 ایهای پارهديفرانسیل 1-1

x0 در تعاریف زیر،  = (x1, x2, … , xm)  و

 x1 = (xm+1, xm+2, … , xn) ،1 ≤ m <

𝑛، 

دو مجموعۀ مجزا از هم و شامل متغیرهای بولی 

 .هستند
 

 هرگاه:5-1تعريف

 f(x0, x1) = f(x1, x2, … , xn) = f(x) 

 گاهمتغیره باشد آن-nیک تابع منطقی 
dx0

f(x0, x1) = f(x0, x1)

⊕ f(x0 ⊕ dx0, x1) 
,f(x0 ای تابع منطقی دیفرانسیل پاره x1)  نسبت

x0به مجموعۀ متغیرهای  = (x1, x2, … , xm) 

dx0شود. نامیده می
f(x) یک تابع منطقی وابسته ،



 

 
 

   

,x)به متغیرهای  dx0)  است کهBn × dBm  را

 .نگاردمی  B به توی 
 

,f(a تابع منطقی سه متغیرۀ :9-1مثال b, c) =

a̅b̅c̅ ⊕ ab  را در نظر بگیرید. با توجه به تعریف

,d(a,b)f(aای ، دیفرانسیل پاره2-9 b, c)  به

 شود:صورت زیر محاسبه می

d(a,b)f(a, b, c) = (a̅b̅c̅ ⊕ ab) ⊕

((a ⊕ da̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)(b ⊕ db̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)c̅ ⊕ (a ⊕
da)(b ⊕ db)) 

= a̅b̅c̅ ⊕ ab ⊕ a̅b̅c̅ ⊕ a̅c̅db ⊕
b̅c̅da ⊕ c̅dadb ⊕ ab ⊕ adb ⊕
bda ⊕ dadb 

= a̅c̅db ⊕ b̅c̅da ⊕ c̅dadb ⊕ adb
⊕ bda ⊕ dadb 

= a̅c̅dadb ⊕ a̅c̅da̅̅ ̅db ⊕ b̅c̅dadb
⊕ b̅c̅dadb̅̅̅̅ ⊕ c̅dadb
⊕ adadb ⊕ ada̅̅ ̅db
⊕ bdadb ⊕ bdadb̅̅̅̅

⊕ dadb 

= (a̅c̅ ⊕ a)da̅̅ ̅db ⊕ (b̅c̅ ⊕ b)dadb̅̅̅̅

⊕ (a̅c̅ ⊕ b̅c̅ ⊕ c̅ ⊕ a
⊕ b ⊕ 1)dadb 

= (c̅ ∨ a)da̅̅ ̅db ⊕ (c̅ ∨ b)dadb̅̅̅̅

⊕ (ac ∨ b̅c)dadb. 
 

f(x)متغیرۀ -n تابع منطقی :24-1تعريف =

 f(x0, x1)  را در نظر بگیرید. مینیمم دیفرانسیل

ای و بسط ای، ماکزیمم دیفرانسیل پارهپاره

نسبت به مجموعۀ  f(x) ای تابع دیفرانسیل پاره

x0متغیرهای  = (x1, x2, … , xm)  به ترتیب به

 شوند:شکل زیر تعریف می
Minx0

 f(x0, x1)

= f(x0, x1)
∧ f(x0 ⊕ dx0, x1), 

Maxx0
 f(x0, x1)

= f(x0, x1)
∨ f(x0 ⊕ dx0, x1), 

 

 

توان میبیان شد،  9-2قضیۀ آنچه برای مشابه 

 اثبات کرد. f(x) های زیر را برای هر تابع رابطه
 

Minx0
 f(x0, x1) ≤ F(x0, x1, dx0) ≤

Maxx0
 f(x0, x1),  

(0)  

dx0
f(x0, x1) ⊕ Minx0

 f(x0, x1) ⊕

Maxx0
 f(x0, x1) = 0.  

(2) 
 

 های مراتب بالاترديفرانسیل 1-3

هایی باشند همان x1و  x0فرض کنید متغیرهای 

 .اندکه در بخش قبل معرفی شده
 

 هرگاه:22-1تعريف

f(x) =  f(x0, x1) 

  mگاه دیفرانسیل مرتبۀ یک تابع منطقی باشد. آن

به صورت  x0نسبت به مجموعۀ متغیرهای  f تابع 

 شود:زیر تعریف می

dx0
m f(x0, x1)

= dxm
(… (dx2

(dx1
f(x0, x1))) … ). 

 

 تابع:21-1مثال

 f(a, b, c) = a̅b̅c̅ ⊕ ab 

، 00-2را در نظر بگیرید. با توجه به تعریف 

,f(a ای مرتبۀ دوم تابع دیفرانسیل پاره b, c) 

,b)نسبت به  c) شود:به صورت زیر محاسبه می 

d(b,c)
2 f(a, b, c) = dc (db(a̅b̅c̅ ⊕ ab)) 

= dc(a̅b̅c̅ ⊕ ab ⊕ a̅(b ⊕ db̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)c̅

⊕ a(b ⊕ db)) 

= dc(a̅b̅c̅ ⊕ ab ⊕ a̅b̅c̅ ⊕ a̅c̅db ⊕ ab

⊕ adb) 

= dc(a̅c̅db ⊕ adb) 

= a̅c̅db ⊕ adb ⊕ a̅(c ⊕ dc̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)db
⊕ adb 

= (a̅b̅c̅ ⊕ a̅bc̅ ⊕ a̅b̅c ⊕ a̅bc)dbdc. 
 

F(x0, x1, dx0) = f(x0, x1)

∧ (∧i=1
n (dxi

∨ dxi
̅̅ ̅̅ )). 
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 هرگاه:23-1تعريف

 f(x) =  f(x0, x1) 

 گاهیک تابع منطقی باشد، آن
Minx0

m f(x0, x1)

= Minxm
(… (Minx2

(Minx1
f(x0, x1))) … ), 

 

Maxx0
m f(x0, x1)

= Maxxm
(… (Maxx2

(Maxx1
f(x0, x1))) … ) 

و ماکزیمم   m به ترتیب مینیمم دیفرانسیل مرتبۀ 

نسبت به مجموعۀ  f(x) تابع   mدیفرانسیل مرتبۀ 

 شوند.نامیده می x0متغیرهای 

 .به مثال زیر توجه کنید
 

 منطقی دو متغیرۀ تابع:20-1مثال

 f(a, b) = a̅ ∨ b  

، مینیمم 00-2را در نظر بگیرید. با توجه به تعریف 

,a)دیفرانسیل مرتبۀ دوم این تابع نسبت به  b)  به

 شود:صورت زیر محاسبه می

Min(a,b)
2  f(a, b) 

= Minb(Mina(a̅ ∨ b)) 
= Minb((a̅ ∨ b) ∧ ((a ⊕ da̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) ∨ b)) 
= Minb((a̅ ∨ b) ∧ (ada ∨ a̅da̅̅ ̅ ∨ b)) 
= Minb(a̅da̅̅ ̅ ∨ a̅b ∨ abda ∨ a̅bda̅̅ ̅ ∨ b) 
= Minb(a̅da̅̅ ̅ ∨ b) 
= (a̅da̅̅ ̅ ∨ b) ∧ (a̅da̅̅ ̅ ∨ (b ⊕ db)) 
= (a̅da̅̅ ̅ ∨ b) ∧ (a̅da̅̅ ̅ ∨ bdb̅̅̅̅ ∨ b̅db) 
= a̅da̅̅ ̅ ∨ a̅bda̅̅ ̅ db̅̅̅̅ ∨ a̅b̅da̅̅ ̅ db ∨ a̅bda̅̅ ̅

∨ bdb̅̅̅̅  

= a̅da̅̅ ̅ db̅̅̅̅ ∨ a̅da̅̅ ̅ db ∨ bda̅̅ ̅ db̅̅̅̅ ∨ bdadb̅̅̅̅  

= (a̅ ∨ b)da̅̅ ̅ db̅̅̅̅ ∨ a̅da̅̅ ̅ db ∨ bdadb̅̅̅̅ . 
 

 وریمآدست میطور مشابه بهبه

Max(a,b)
2  f(a, b) = ab̅da̅̅ ̅ db̅̅̅̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 

، برای هر تابع 00-2و  01-2با توجه به تعاریف 

f(x) منطقی  =  f(x0, x1)  رابطۀ زیر برقرار

 است:

Minx0
m  f(x0, x1) ≤ F(x0, x1, dx0)

≤ Maxx0
m  f(x0, x1). 

 

 های ساده و برداری توابع منطقيمشتق 1-0

ابتدا مفاهیم مشتق ساده، مینیمم ساده و ماکزیمم 

متغیره را نسبت به یک ساده یک تابع منطقی چند 

دهیم و برخی متغیر به همراه یک مثال شرح می

 .کنیمها را بیان میروابط مهم بین آن
 

 هرگاه:28-1تعريف

 f(x) = f(x1, … , xi, … , xn) 

 متغیره باشد. در این صورت-n یک تابع منطقی 
∂f

∂xi
= f(x1, … , xi, … , xn)

⊕ f(x1, … , xi̅, … , xn), 
 مشتق ساده و

minxi
 f(x) = f(x1, … , xi, … , xn)

∧ f(x1, … , xi̅, … , xn), 
maxxi

 f(x) = f(x1, … , xi, … , xn)

∨ f(x1, … , xi̅, … , xn) 
 f(x) به ترتیب مینیمم ساده و ماکزیمم ساده تابع 

 .شوندنامیده می xiنسبت به متغیر 
 

 منطقی تابع:26-1مثال

 f(a, b, c) = a̅b̅c̅ ⊕ ab 

را در نظر بگیرید. طبق تعریف قبل، مقادیر 
∂f(a,b,c)

∂c
 ،minc f(a, b, c)  وmaxc f(a, b, c) 

 آیند:دست میبه صورت زیر به c نسبت به متغیر 
∂f(a, b, c)

∂c
= f(a, b, c) ⊕ f(a, b, c̅) 

= (a̅b̅c̅ ⊕ ab) ⊕ (a̅b̅c ⊕ ab) 
= a̅b̅(c̅ ⊕ c) = a̅b̅, 
 

minc f(a, b, c) =  f(a, b, c) ∧ f(a, b, c̅) 
= (a̅b̅c̅ ⊕ ab) ∧ (a̅b̅c ⊕ ab) = ab, 

 

maxc f(a, b, c) =  f(a, b, c) ∨ f(a, b, c̅) 
= (a̅b̅c̅ ⊕ ab) ∨ (a̅b̅c ⊕ ab) 
= a̅b̅(c̅ ∨ c) ∨ ab = a̅b̅ ∨ ab. 

 



 

 
 

   

ساده، مینیمم ساده و روابط متعددی بین مشتقات 

توان ها میماکزیمم ساده وجود دارد که از بین آن

 .های بیان شده در قضیۀ زیر اشاره کردبه رابطه

 برای تابع منطقی:27-1قضیه

 f(x) = f(x1, … , xi, … , xn) 

 :های زیر برقرار استرابطه
∂f

∂xi
= f(xi = 0) ⊕ f(xi = 1),  

(0)  

minxi
 f(x) =  f(xi = 0) ∧ f(xi = 1), 

maxxi
 f(x) =  f(xi = 0) ∨ f(xi = 1), 

 
minxi

 f(x) ≤ f(x) ≤  maxxi
 f(x), 

minxi
 f(x) ⊕

∂f

∂xi
⊕  maxxi

 f(x) = 0. 

 با توجه به تعریف مشتق ساده و تساوی زیر،اثبات

f(x) = xi̅f(xi = 0) ⊕ xif(xi = 1), 
 توان نوشتمی

∂f

∂xi
= f(x1, … , xi, … , xn)

⊕ f(x1, … , xi̅, … , xn) 
= (xi̅f(xi = 0) ⊕ xif(xi = 1))

⊕ (xif(xi = 0)

⊕ xi̅f(xi = 1)) 
= f(xi = 0)(xi̅ ⊕ xi)

⊕ f(xi = 1)(xi̅ ⊕ xi) 
= f(xi = 0) ∧ f(xi = 1). 

شود. بقیۀ روابط حاصل می (0)به این ترتیب رابطۀ 

 شوند.طور مشابه اثبات مینیز به
 

اکنون، تعاریف مشتق برداری، مینیمم برداری و 

ماکزیمم برداری یک تابع منطقی چند متغیره را 

کنیم. برای این منظور، مجددا متغیرهای بیان می

 برداری 

x0 = (x1, x2, … , xm)  و 

x1 = (xm+1, xm+2, … , xn)، 

1 ≤ m < 𝑛 تغیرهای بولی را در نظر ، شامل م

 .گیریممی

 فرض کنید:25-1تعريف

f(x0, x1) = f(x1, x2, … , xn) = f(x) 

گاه مشتق متغیره باشد. آن- n  یک تابع منطقی

برداری، مینیمم برداری و ماکزیمم برداری تابع 

f(x)  نسبت به متغیرx0  به ترتیب به صورت زیر

 شوند:تعریف می
∂f(x0, x1)

∂x0
= f(x0, x1) ⊕ f(x0̅̅̅, x1), 

 

minx0
 f(x0, x1) = f(x0, x1) ∧ f(x0̅̅̅, x1), 

maxx0
 f(x0, x1)

=  f(x0, x1) ∨ f(x0̅̅̅, x1). 
 

متغیرۀ منطقی تابع سه:29-1تعريف

f(a, b, c) = a̅bc̅ ⊕ ac   را درنظر بگیرید. در

 این صورت داریم
∂f(a, b, c)

∂(a, c)
= f(a, b, c) ⊕ f(a̅, b, c̅) 

= (a̅bc̅ ⊕ ac) ⊕ (abc ⊕ a̅c̅) 

= a̅c̅(b ⊕ 1) ⊕ ac(b ⊕ 1) 

= b̅(a̅ ⊕ c), 
 

min(a,c) f(a, b, c)

= f(a, b, c) ∧ f(a̅, b, c̅) 

= (a̅bc̅ ⊕ ac) ∧ (abc ⊕ a̅c̅) 

= a̅bc̅ ⊕ abc = b(a̅ ⊕ c), 
max(a,c) f(a, b, c)

= f(a, b, c) ∨ f(a̅, b, c̅) 

= (a̅bc̅ ⊕ ac) ∨ (abc ⊕ a̅c̅) 

= (a̅bc̅ ∨ ac) ∨ (abc ∨ a̅c̅) 

= a̅ ⊕ c. 
  

dxi با انتخاب = xi برای هر 1 ∈ x0 و ، 

dxj = xj برای هر 0 ∈ x1  (2)و  (0)در روابط ،

 شود.قضیۀ زیر نتیجه می
 

 برای هر تابع منطقی :14-1قضیه

f(x0, x1)های زیر برقرار است، رابطه: 
minx0

 f(x0, x1) ≤ f(x0, x1)

≤ maxx0
 f(x0, x1), 
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minx0
 f(x0, x1) +

∂f(x0, x1)

∂x0

+ maxx0
 f(x0, x1) = 0. 

 

در ادامه، مشتقات برداری مراتب بالاتر توابع منطقی 

ها را و مینیمم و ماکزیمم برداری مراتب بالاتر آن

ارائۀ توضیحات بیشتر دربارۀ این  تعریف کرده و برای

 .کنیممفاهیم، مثالی بیان می
 

 متغیرۀ- nبرای تابع منطقی :12-1تعريف

f(x0, x1) = f(x1, x2, … , xn) = f(x), 
نسبت به مجموعۀ  m مشتق برداری مرتبۀ 

 متغیرهای 

x0 = (x1, x2, … , xm) صورتبه 
∂mf(x0, x1)

∂x1 ∂x2 … ∂xm

=
∂

∂xm
(… (

∂

∂x2
(

∂f(x0, x1)

∂x1
)) … ), 

نسبت به   m و مینیمم و ماکزیمم برداری مرتبۀ 

x0 صورتبه 
minx0

m  f(x0, x1)

= minxm
(… (minx2

(minx1
 f(x0, x1))) … ), 

 
maxx0

m  f(x0, x1)

= maxxm
(… (maxx2

(maxx1
 f(x0, x1))) … ) 

 شوند.تعریف می
 

 با توجه به تعریف فوق، برای تابع

f(x) = f(x0, x1) 

 شود:رابطۀ زیر حاصل می
minx0

m  f(x0, x1) ≤ f(x0, x1)

≤ maxx0
m  f(x0, x1). 

 

 متغیرۀ تابع چهار:11-1مثال

f(a, b, c, d) = bd ∨ a̅(c ∨ d̅) 

، 20-2را درنظر بگیرید. در این صورت طبق تعریف 

x0 برای = (c, d) و m =  داریم 2

∂2f(a, b, c, d)

∂c ∂d
 

=
∂

∂d
(f(a, b, c = 0, d) ⊕ f(a, b, c

= 1, d)) 

= f(a, b, c = 0, d = 0)
⊕ f(a, b, c = 1, d = 0) 

⊕ f(a, b, c = 0, d = 1)
⊕ f(a, b, c = 1, d = 1) 

= (a̅) ⊕ (a̅) ⊕ (b) ⊕ (b ∨ a̅) = a̅b̅. 
 آیددست میطور مشابه بههمچنین به

min(c,d)
2  f(a, b, c, d) = a̅b, 

max(c,d)
2  f(a, b, c, d) = a̅ ∨ b. 

 

 ديفرانسیل بولي معادلات -3

این بخش، با توجه به تعاریف مشتق یک تابع در 

بولی اعم از ساده و یا برداری در بخش حساب 

دیفرانسیل بولی، به انواع دیگری از معادلات 

دیفرانسیل که بر اساس مشتقات یک تابع بولی 

کنیم و ماهیت چنین شوند، اشاره میتعریف می

های های جوابمعادلاتی به همراه برخی ویژگی

ای که معادلۀ دیفرانسیل برای حالت ساده ها راآن

شامل یک مشتقِ برداریِ یک تابع بولی نسبت به 

یک بردار بولی است، بررسی خواهیم کرد. ذکر این 

دانیم که هدف ما در این بخش، نکته را ضروری می

آشنایی مقدماتی خوانندگان محترم با مفهوم معادلۀ 

اج شده های استخردیفرانسیل بولی و برخی ویژگی

ها به دربارۀ این دسته از معادلات و ترغیب آن

مطالعه و تحقیق بیشتر در این زمینه است. لذا سعی 

شده است با بیان مثالی ساده، این هدف حاصل 

گردد. برای این منظور، تابع بولی زیر را در نظر 

 بگیرید:
f(x) = f(x1, x2, x3) = x1 ∨ x2x3.   

(0)  

 f  برداری تابع، مشتق 09-2با توجه به تعریف 

,x1) نسبت به x3) دست صورت زیر بهرا به

 آوریممی



 

 
 

   

∂f(x1, x2, x3)

∂(x1, x3)
= f(x1, x2, x3)

⊕ f(x1̅, x2, x3̅̅̅) 

= (x1 ∨ x2x3) ⊕ (x1̅ ∨ x2x3̅̅̅) 

= x1 ⊕ x2x3 ⊕ x1x2x3 ⊕ x1̅ ⊕ x2x3̅̅̅
⊕ x1̅x2x3̅̅̅ 

= (x1 ⊕ x1̅) ⊕ x2(x3 ⊕ x3̅̅̅)
⊕ x2(x1x3 ⊕ x1̅x3̅̅̅) 

= x2̅̅̅ ∨ (x1̅ ⊕ x3).           (5)  

بنابراین حاصل این مشتق برداری، تابع بولی زیر 

 است
g(x1, x2, x3) = x2̅̅̅ ∨ (x1̅ ⊕ x3).  

(6)  

معادلۀ دیفرانسیلِ  در نتیجه معادلۀ زیر، که یک نوع

 آید:دست میبه شود،تعریف می بولیِ غیرهمگن
∂f(x1,x2,x3)

∂(x1,x3)
= g(x1, x2, x3).      (9)  

,f(x1با استفاده از تابعِ معلومِ  x2, x3)  (0)در ،

 و با توجه به متغیرهای fتعریف مشتق برداری 
(x1, x3) تابع ،g(x1, x2, x3)  طور به (9)در

 شود.یکتا تعیین می
 

تواند در جهت می (5)همۀ مراحل محاسبه در 

 انجام شود. بنابراین تابع عکس

f(x1, x2, x3) = x1 ∨ x2x3 

است که در  (9)یک جواب معادلۀ دیفرانسیل بولی 

 شود.تعریف می (6)به وسیلۀ رابطۀ  g  آن تابع

حال در ادامه دو سوال مهم دربارۀ وجود و یکتایی 

را  (9)جواب یک معادلۀ دیفرانسیل بولی به شکل 

 .دهیمها پاسخ میمطرح کرده و به آن

,f(x1 توان تابع جوابآیا می سوال اول: x2, x3) 

,g(x1 را با استفاده از تابع x2, x3)  و  (6)در

 یین کرد؟طور یکتا تعبه (9)معادلۀ دیفرانسیل بولی 

تابع بولی  15پاسخ این سوال، منفی است. زیرا 

,fi(x1دیگر به شکل  x2, x3)  وجود دارد که جواب

 به ازای (9)معادله دیفرانسیل بولی 

g(x1, x2, x3) = x2̅̅̅ ∨ (x1̅ ⊕ x3) 

 تابع جواب عبارتند از: 16هستند. همۀ این 
 

f1(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3), 
f2(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ x2̅̅̅(x1̅

⊕ x3), 
f3(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ x2̅̅̅(x1

⊕ x3), 
f4(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ x2̅̅̅, 
f5(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ x2(x1̅

⊕ x3), 
f6(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ (x1̅

⊕ x3), 
f7(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ (x1

⊕ x2 ⊕ x3), 
f8(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ (x2̅̅̅

∨ (x1̅ ⊕ x3)), 
f9(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3)

⊕ x2(x1 ⊕ x3) 

= (x1x2̅̅̅x3̅̅̅ ⊕ x1x2̅̅̅x3 ⊕ x1x2x3)
⊕ (x1x2x3̅̅̅ ⊕ x1̅x2x3) 

= x1 ∨ x2x3, 
f10(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ (x1̅

⊕ x2 ⊕ x3), 
f11(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ (x1

⊕ x3), 
f12(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ (x2̅̅̅

∨ (x1 ⊕ x3)), 
f13(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ x2, 
f14(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ (x2

∨ (x1̅ ⊕ x3)), 
f15(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ (x2

∨ (x1 ⊕ x3)), 
f16(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) ⊕ 1. 

 

پذیر است البته بررسی این موضوع به سادگی امکان

تابع فوق بر اساس  16و با محاسبۀ مشتقات برداری 

یابیم که حاصل عبارات به دست درمی 09-2تعریف 

برابر است. همچنین بررسی  (6)در  g آمده، با تابع 

 اینکه هیچ تابع دیگری بر حسب متغیرهای
(x1, x2, x3)  با تابع  (9)در معادلۀ g  فوق صدق

کند، کار دشواری نیست. نکتۀ قابل توجه دیگر نمی
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دهد که تابع اولیۀ نشان می f9که تابع آن است 

 کار رفته به

f(x1, x2, x3) = f9(x1, x2, x3) 

 است. (9)عضوی از مجموعۀ جواب معادلۀ ، (0)در 

 f1 ،f2 ،... ،f16تابع جواب  16با مشاهدۀ 

همۀ این توابع دارای ساختار اساسی  یابیم کهدرمی

 مشترک زیر هستند:
fi(x1, x2, x3) = g0(x1, x2, x3) +

hi(x1, x2, x3)         (9)  

 که در آن،

g0(x1, x2, x3) = x1(x2̅̅̅ ∨ x3) 

= x1x2̅̅̅ ∨ x1x3 ∨ 0 

= x1x2̅̅̅ ∨ x1x1x3 ∨ x1x1̅x3̅̅̅ 

= x1 ∧ (x2̅̅̅ ∨ x1x3 ∨ x1̅x3̅̅̅) 

= x1 ∧ (x2̅̅̅ ∨ (x1̅ ⊕ x3)) 

= x1 ∧ g(x1, x2, x3). 
,hi(x1 همچنین دربارۀ توابع x2, x3) یا این توابع ،

,x1) بهوابسته  x3)  نیستند که در این صورت

 داریم
∂hi(x1, x2, x3)

∂(x1, x3)
=

∂(x2̅̅̅)

∂(x1, x3)
= x2̅̅̅ ⊕ x2

= 0, 
,x1)و یا اینکه متغیرهای  x3)  در تابع 

hi(x1, x2, x3)  ظاهر شده و به وسیلۀ یک عمل

شوند که در این حالت نیز با هم مرتبط می ⊕

 خواهیم داشت

∂hi(x1, x2, x3)

∂(x1, x3)
=

∂(x2̅̅̅(x1̅ ⊕ x3))

∂(x1, x3)
 

= x2̅̅̅(x1̅ ⊕ x3) ⊕ x2̅̅̅(x1 ⊕ x3̅̅̅) 

= x2̅̅̅(x1 ⊕ x3
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) ⊕ x2̅̅̅(x1 ⊕ x3

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) = 0. 
,hi(x1 لذا در هر صورت توابع x2, x3) معادلۀ  در

زیر )که همان معادلۀ  ديفرانسیلِ بوليِ همگن

است(  (9)دیفرانسیل بولی همگن نظیر معادله 

 کنند:صدق می
∂hi(x1, x2, x3)

∂(x1, x3)
= 0. 

 

,g(x1 آیا به ازای هر تابع سوال دوم: x2, x3) ،

,f(x1 دارای توابع جواب (9)معادلۀ  x2, x3) 

 است؟

پاسخ این سوال نیز منفی است. به عنوان مثال 

توان با استفاده از تعریف مشتق برداری در می

 بررسی کرد که به ازای 09-2تعریف 

g(x1, x2, x3) = x1x2x3, 

,f(x1 تابع 256کدام از هیچ x2, x3)  ،ممکن

 نیست. (9)جواب معادلۀ 

اکنون شرایط لازم برای وجود جواب برای معادلۀ 

 بودن تابعبا معلوم (9)دیفرانسیل بولی 

g(x1, x2, x3) کنیمرا بررسی می. 

 از آنجایی که

g(x0, x1) =
∂f(x0, x1)

∂x0

= f(x0, x1) ⊕ f(x0̅̅̅, x1), 
 بنابراین داریم

g(x0̅̅̅, x1) =
∂f(x0̅̅̅, x1)

∂x0
 

= f(x0̅̅̅, x1) ⊕ f(x0, x1). 
 تر،به طور دقیق

g(x0, x1) = g(x0̅̅̅, x1), 

 شکل زیر بیان شود:تواند به که می

g(x0, x1) = g(x0̅̅̅, x1) 

⟹ g(x0, x1) ⊕ g(x0̅̅̅, x1)
= g(x0̅̅̅, x1)
⊕ g(x0̅̅̅, x1) 

⟹ g(x0, x1) ⊕ g(x0̅̅̅, x1) = 0 

⟹
∂g(x0,x1)

∂x0
= 0.              (7)  

 بنابراین به منظور یافتن توابع جواب

f(x1, x2, x3)  (9)برای معادلۀ دیفرانسیل بولی 

,g(x1 باید تابع x2, x3)  صدق کند.  (7)در شرط

برای  پذیریانتگرال شرط  ،(7)به این دلیل، رابطۀ 

 .شودمشتقات برداری توابع بولی نامیده می

 

 
 



 

 
 

   

 یابیم که:با توجه به مثال فوق درمی:13-1نتیجه

شامل تابع  (9) ک معادلۀ دیفرانسیل بولی به شکلی

,f(x1 بولی نامعلوم x2, x3)  است؛ 

صورتی دارای  تنها در  (9) عادلۀ دیفرانسیل بولیم

 تابع سمت راست این معادله یعنیجواب است که 

g(x1, x2, x3)  پذیری در یک شرط انتگرال

 صدق کند؛ ((7) خاصی )شرط

جواب عمومی یک معادلۀ  ،(9) با توجه به رابطۀ

استفاده از یک جواب  دیفرانسیل بولی غیرهمگن با

های معادلۀ همگن خصوصی معادله و مجموعۀ جواب

 شود؛نظیر، تعیین می

ای از معادلۀ دیفرانسیل بولی، مجموعهجواب یک 

بردارهای بولی است. این یک تفاوت قابل توجه و 

دار معادلات دیفرانسیل بولی با معادلات بولی معنی

 است.
 

شکل  یک معادلۀ دیفرانسیل بولی به:10-1نکته

که سمت چپ آن شامل یک عمل مشتق از یک  (9)

و سمت راست آن نیز به  f(x) تابع بولی نامعلوم

 g(x) وسیلۀ عبارتی بر حسب یک تابع معلوم

تواند بر اساس هر عمل مشخص شده است، می

مشتق بیان شود. در این صورت برای هر یک از این 

 (9)پذیری و هم فرمول معادلات، هم شرط انتگرال

 ها معتبر است. با این حال،برای محاسبۀ همه جواب

مستلزم تعیین جواب معادلۀ های جواب این فرمول

 دیفرانسیل بولی همگن متناظر هستند.
 

کنیم آن اشاره می بخش مطلبی که در پایان این

طور کلی، معادلات دیفرانسیل بولی دیگر است که به

و  f(x) توان استخراج کرد که به تابعمشابهی را می

اند. این همچنین مشتقات ساده و برداری آن وابسته

 لات دارای ساختار کلی زیر هستند:دسته از معاد

Dl (f(x),
∂f(x)

∂x1

,
∂f(x)

∂x2

, … ,
∂f(x0, x1)

∂x0

,
∂f(x)

∂x
)

= Dr (f(x),
∂f(x)

∂x1

,
∂f(x)

∂x2

, … ,
∂f(x0, x1)

∂x0

,
∂f(x)

∂x
). 

  (01)   

، توابع بولی هستند. بنابراین، (01)همۀ مشتقات در 

بکارگیری نقش جبر بولی این امکان را فراهم 

به شکل معادلۀ دیفرانسیل  (01)کند که معادلۀ می

 بولی همگن زیر تبدیل شود:

D (f(x),
∂f(x)

∂x1

,
∂f(x)

∂x2

, … ,
∂f(x0, x1)

∂x0

,
∂f(x)

∂x
) 

= 0.                     (00)    

 ،(00)های بیشتر دربارۀ معادلۀ جهت بررسی ویژگی

ارجاع  [02و00و9] علاقمندان را به مطالعۀ

 دهیم.می
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مراتب تشکر خود را از دانشگاه  ،مقاله ۀنویسند
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