
دسترسی در سایت http://jnrm.srbiau.ac.ir  

 1401 آبانو  مهر، تمشهو  یس، شماره تمشهسال 

 X2588 -588شماره شاپا: 

  

 
 

  

 ��نتایجی در جبرهاي 
  

  

  

 3، جواد مقدري1، فرهاد خاکسار حقانی*2، سمیه معتمد1زهرا پرویزي

  

  
 ضی، واحد شهرکرد، دانشگاه آزاد اسلامی، شهرکرد، ایران.گروه ریا   )1(

  گروه ریاضی، واحد بندرعباس، دانشگاه آزاد اسلامی، بندرعباس، ایران.   )2(
  گروه ریاضی، دانشکده علوم پایه، دانشگاه هرمزگان، بندرعباس، ایران.   )3(

  

  

  07/02/1400تاریخ پذیرش مقاله:    10/09/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

را  ��ي جدید از جبرهاي  معرفی و یک رده ��در این مقاله، مفهوم پایدارسازهاي یک مجموعه را در جبرهاي 

ها و روابط بین پایدارسازهاي چپ و راست یک مجموعه  هاي آن کنیم. سپس به معرفی و بررسی ویژگی معرفی می

دهیم.  ارائه می ��تر جبرهاي جدید  تر و سریع رسی راحتپردازیم و شرایط معادلی براي بر می ��در جبرهاي 

که  فیلتر است، در حالی- ��دهیم که با اضافه کردن شرطی، پایدارساز چپ یک مجموعه، یک  چنین نشان می هم

تعریف و  ��اتم قوي را روي جبرهاي  اتم و هم پایدارساز راست یک مجموعه، چنین نیست. در ادامه، مفهوم هم

جبرها - ��اتم را در  ها، مطالعه عناصر هم اتم کنیم. با پیدا کردن شرایط معادلی براي هم آن را بررسی می خواص

(�)������، �جبر - ��دهیم که براي  کنیم. نشان می تر می ساده = � اگر و تنها اگر هر زیرمجموعه از  {0}

در آخر  دهیم. رسازها مورد بررسی قرار میها را با پایدا اتم ه همچنین رابط باشد. هم �فیلتر از - ��، یک 0شامل  �

  دهیم.  هاي آن را مورد بررسی قرار می را تعریف و ویژگی �نسبت به  �یافته  ساز توسعه پوچ ي هم مجموعه

  

 .یافته) ساز (توسعه پوچ اتم (قوي)، هم فیلتر، پایدارساز، هم- ��جبر، -�� هاي کلیدي: واژه

                                                 
 Email :s.motamed63@yahoo.com; somayeh.motamed@iauba.ac.ir                                ر مکاتبات:داعهده  *
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   قدمهم - 1

ي مهمی از ساختارهاي جبري  جبرهاي منطقی رده

، جبرهاي ���، جبرهاي ���هستند. جبرهاي 

هایی از  مثال ��و جبرهاي  ��، جبرهاي ���

، مفهوم جبر 2009این جبرها هستند. در سال 

در  .[1]معرفی شد  2، توسط پرابپایاك و لیراوات��

عنوان توسیعی از  به ��، مفهوم جبر 2017سال 

مطرح شد  3، براي اولین بار توسط ایمپان��جبر 

 ��، یک جبر ��او ثابت کرد که هر جبر . [2]

هاي  آل و ایده ��است. ایمپان، مفهوم زیرجبرهاي 

را معرفی و مورد بررسی قرار داد. در ادامه،  ��

فیلترها را معرفی -��و همکاران، مفهوم  4سامجانتا

فیلترهاي - ��، مفهوم 5جان و ایمپان. [3] کردند

فیلترهاي -��فیلترهاي نسبی و -��استلزامی، 

از . [5,4]معرفی کردند  ��انتقال را در جبرهاي 

در ابتداي راه هستند، بیان و  ��جا که جبرهاي  آن

تواند مفید  باز کردن هر موضوعی در این زمینه می

له، توسعه و تعریف رو، هدف این مقا باشد. از این

 ��مفاهیم جدید براي بررسی بیشتر جبرهاي 

باشد. این مقاله از سه بخش تشکیل شده است.  می

ي  در بخش اول، بعضی از مفاهیم اساسی درباره

ها در سرتاسر  فیلترها که از آن- ��جبرها و -��

کنیم. در بخش  مقاله استفاده خواهیم کرد، بیان می

پایدارساز چپ، پایدارساز راست و  دوم، ابتدا مفهوم

ها را  هاي آن پایدارساز یک مجموعه را بیان و ویژگی

دهیم که  کنیم. نشان می طور کامل مطالعه می به

پایدارساز چپ یک مجموعه با اضافه کردن شرطی، 

فیلتر است ولی پایدارساز راست یک - ��یک 

دهیم که  چنین نشان می مجموعه چنین نیست. هم

 "."ساز راست یک مجموعه تحت عمل دوتایی پایدار

��بسته است. بعد از آن، جبر  را تعریف و  ��

                                                 
2 Prabpayak &  Leerawat 
3 Iampan 
4 Somjanta 
5 Jun & Iampan 

کنیم. در  ها و خواص این جبر را بیان می ویژگی

تر این نوع  ادامه شرایط معادلی را براي بررسی سریع

  فیلتر نیم-��کنیم. سپس  جبر خاص ارائه می

ي  تعریف و با ارائهفیلتر پایدارساز را -��پایدارساز و 

ها  هاي آن هایی به بررسی ویژگی مثال و قضیه

:�)ي  پردازیم. در بخش سوم، ابتدا مجموعه می �) 

هایی خواص آن را  ي مثال و گزاره را تعریف و با ارئه

ساز  پوچ ي هم کنیم. بعد از آن مجموعه بررسی می

را تعریف و به بررسی  �نسبت به  �یافته  توسعه

  پردازیم.  می خواص آن

  

  نیازها پیش -2

,�)جبر - ��در سرتاسر این مقاله،  .  �را با  (0,

دهیم. در این بخش، مفاهیم و اصطلاحات  نشان می

  کنیم.  موردنیاز در سرتاسر این مقاله را بیان می

  

�سیستم جبري . [2]: 1-2تعریف  = (�, . از  (0,

شود، هرگاه به  جبر گفته می-��، یک (2,0)نوع 

,�ازاي هر  �, � ∈   داشته باشیم: �

)1( (�. �). �(�. �). (�. �)� = 0، 

)2( 0. � = �، 

)3( �. 0 = 0 ، 

.�اگر  )4( � = 0 = �. �گاه  ، آن� = � . 

  

,�به ازاي هر  .[2]: 2- 2لم  �, � ∈ هاي  ، گزاره�

  زیر برقرار هستند:

)1( �. � = 0، 

.�اگر  )2( � = .�)گاه  ، آن0 �). (�. �) = 0، 

.�اگر  )3( � = .�)گاه  ، آن0 �). (�. �) = 0، 

)4( �. (�. �) = 0. 

صورت زیر تعریف  را به �روي  ≥ي  یک رابطه

  کنیم: می
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)5( � ≤ .�، اگر و تنها اگر � � = 0 . 

  

-��، �از  �ي  زیرمجموعه. [3]: 3-2تعریف 

0شود، هرگاه  فیلتر گفته می ∈ و براي هر  �

�, � ∈ .�، اگر � � ∈ �و  � ∈ �گاه  ، آن� ∈ � .  

  

اي  زیرمجموعه �فرض کنید . [6,4]: 4- 2تعریف 

  صورت باشد. در این �غیرتهی از 

 � ،��-شود، هرگاه  فیلتر اول نامیده می� ،

,�باشد و براي هر  �فیلتري از -�� � ∈ � ،

�. � ∈ .�یا  � � ∈ �. 

 � ،��-شود، هرگاه  فیلتر استلزامی نامیده می

0 ∈ ,�و براي هر  � �, � ∈ � ،�. (�. �) ∈ و  �

�. � ∈ .�، ایجاب کند که � � ∈ �. 

 � ،�� -شود، هرگاه  فیلتر نرمال نامید می� ،

,�باشد و براي هر  �فیلتري از -�� �, � ∈ � ،

�. ((�. �). �) ∈ �و  � ∈ ، ایجاب کندکه �

(�. �). � ∈ � . 

  

�به ازاي هر . [4]: 5-2نکته  ∈ �،  

[�) {� ∈ � ∶� ≤ �}.  
 

�. به ازاي هر ]4ه ، قضی4[: 6- 2قضیه  ∈ � ،

فیلتر است، اگر و تنها اگر - ��، (�]ي  مجموعه

  باشد. �فیلتر استلزامی از -��، {0}

  

. فرض کنید به ازاي هر ]7، قضیه 4[: 7-2قضیه 

�, �, � ∈ .�، داشته باشیم � (�. �) =

�. (�. باشد،  �اي غیرتهی از  زیرمجموعه �. اگر (�

صورت زیر  ، به�فیلتر شامل - ��گاه کوچکترین  آن

  باشد:  می

[�) = �� ∈ �: ��. ���. (… (�� . �) … )� =

0, ∃	��, … �� ∈ ��  

  

  

  ��پایدارسازها در جبرهاي  - 3

ي  یک یرمجموعه �فرض کنید : 1- 3تعریف 

، پایدارساز �باشد. پایدارساز چپ  �غیرتهی از 

ت زیر تعریف صور را به �و پایدارساز  �راست 

  کنیم: می

�� = {� ∈ �: �. � = �, ∀� ∈ �},  
�� = {� ∈ �: �. � = �, ∀� ∈ �},  
�� = �� ∩ ��.  

 

پایدارساز، پایدارساز چپ و پایدارساز راست 

و  ��،  ��ترتیب با  را به {�}عضوي  ي تک مجموعه

0دهیم. واضح است که  نشان می �� ∈ �� .  

  

�فرض کنید : 2-3مثال  = {�, �, �, یک  {0

) 1باشد، که در جدول ( "."مجموعه با عمل دوتایی 

,�)، [7]داده شده است. طبق  . جبر -��یک  (0,

�{�}است. واضح است که  = {�, 0} ،

{�}� = {�, �, �{�}و  {0 = {�, - ��. حال {0

�فیلتر  = {�, وح وض را در نظر بگیرید. به {0

�� = {�, �,   فیلتر نیست. -��، {0

  

  ):1جدول (

� �	 � 0 . 
� � � 0 0 
0 0 0 0 � 
� 0 � 0 � 
0 � � 0 � 

  

ي  یک زیرمجموعه �فرض کنید : 3-3گزاره 

,�باشد و به ازاي هر  �غیرتهی از  �, � ∈ � ،

.�داشته باشیم  (�. �) = �. (�. صورت  . در این(�

  هاي زیر برقرار هستند: گزاره

  فیلتر است،-��یک  �� )1(

,�اگر  )2( � ∈ .�گاه  ، آن�� � ∈ ��. 
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0وضوح  ) به1( برهان. ∈ . حال فرض کنید براي ��

�, � ∈ � ،� ∈ .�و �� � ∈  . پس به ازاي هر��

� ∈ .�)، داریم � �). � = .� و � � = . حال �

�به ازاي هر  ∈   داشتخواهیم  �

�. � ≤ (�. �). (�. �)  
								= �. �(�. �). ��  

								= �. � = �.  

 

  از طرفی طبق فرض داریم 

�. (�. �) = �. (�. �) = 0,  
 

�بنابراین براي هر  ∈ � ،�. � = رو  و از این �

� ∈   است.  �فیلتر از -��یک ��. بنابراین ��

,�) فرض کنید 2( � ∈ �و  �� ∈ . بنابراین �

�. � = .�و  � � =   . حال طبق فرض داریم �

�. � = (�. �). (�. �)  
								= �. �(�. �). ��  

								= �. (�. �).  

 

�در نتیجه به ازاي هر  ∈ ، داریم �

�. (�. �) = �. .�. بنابراین � � ∈ �� .  

 

 ، شرط2-3جبر مثال - ��در نکته: 

�. (�. �) = �. (�. ,�، براي هر (� �, � ∈ � ،

�{�}که برقرار است، در حالی = {�, �, یک  {0

  فیلتر نیست.-��

 

ي  دو زیرمجموعه �و  �فرض کنید : 4- 3قضیه 

هاي زیر  صورت گزاره باشند. در این �غیرتهی از 

  برقرار هستند:

)1( {0}� = ��و  � = {0}،  

)2( �� = ���∈�،�� = و بنابراین  �∋���

�� = ���∈�، 

)3(   �� = {� ∈ � ∶(�. �). � = 0, ∀	� ∈ �}  
��و  = {� ∈ � ∶(�. �). � = 0, ∀	� ∈ �} 

�اگر  )4( ⊆ ��گاه  ، آن� ⊆ X�  و�� ⊆ . از ��

��رو  این ⊆ X�، 

 داریم )5(

،(� ∪ �)� = �� ∩ �� ⊆ (� ∩ �)�  

	(� ∪ �)� = �� ∩ �� ⊆ (� ∩ �)�  
X)              و ∪ Y)� = X� ∩ Y� ⊆ (X ∩ Y)� 

 داریم   )6(

،� ⊆ (��)� ∩ (��)� ⊆ (��)�, (��)�	 

)7( �� = ��و  �(�(��)) = ((��)�)�، 

�یا   )8( ∩ �� = �یا  و  {0} ∩ �� = {0} 

�یا   و ∩ �� = {0}، 

,�اگر به ازاي هر  )9( �, � ∈ ، داشته باشیم �

�. (�. �) = �. (�.  گاه  ، آن(�

[�) ∩ �� = {0} = [�) ∩ ��، 

)10 ([�)� ⊆ �� ،[�)� ⊆ رو  و از این ��

[�)� ⊆ ��، 

�) به ازاي هر 11( ∈ � ،[�)� = ��،  

)12 (� =   اگر و تنها اگر {0}

�� = �� = �� = �,  
)13(�� = �� = �� = {0},	  

 (��)� = (��)� = (��)� = �,  
({0}�)� = ({0}�)� = ({0}�)� = {0}. 

)14 ((��)� ∩ (��)� ⊆ (��)� ،  

)15 (� ⊆ (��)�،  

)16 (�� = ((��)�)� .  

  

 شوند.  راحتی ثابت می ) به3) و (2)، (1( ن:برها

�) فرض کنید 4( ⊆ �و  � ∈ صورت به  . در این��

�ازاي هر ∈ � ،�. � = . حال فرض کنید �

� ∈ �. چون � ⊆ .�، بنابراین � � = و در  �

�نتیجه  ∈ ان داد که توان نش طور مشابه می . به��

�� ⊆ �Yو بنابراین  �� ⊆ X� .  

,�) چون5( � ⊆ � ∪ )، داریم 4، طبق قسمت (�

(� ∪ �)� ⊆ �� ∩  . حال فرض کنید��

� ∈ �� ∩ �صورت به ازاي هر  . در این�� ∈ و  �

�هر ∈ � ،�. � = .�و  � � = . پس به ازاي هر �

� ∈ � ∪ � ،�. � = �جه و در نتی � ∈ (� ∪ �)� .  
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  بنابراین 

(� ∪ �)� = �� ∩ � حال چون.�� ∩ � ⊆ �, � ،

��)، خواهیم داشت 4طبق قسمت ( ∩ �� ⊆

(� ∩   داشت طور مشابه، خواهیم . به�(�

(� ∪ �)� = �� ∩ �� ⊆ (� ∩ �)�  
  و در نتیجه

(� ∪ �)� = �� ∩ �� ⊆ (� ∩ �)� . 

�) فرض کنید 6( ∈ . به این ترتیب به ازاي هر �

� ∈ �� ،�. � = � و به ازاي هر � ∈ �� ،

�. � = � . بنابراین� ∈ (��)� ∩ . لذا �(��)

  اثبات کامل است. 

��) داریم 6) طبق قسمت (7( ⊆  و �(�(��))

�� ⊆ ) و 4هاي ( چنین طبق قسمت م. ه�(�(��))

�(�(��))) داریم 6( ⊆ �(�(��))و  �� ⊆ �� .

��بنابراین  = ��و  �(�(��)) = ((��)�)� . 

�فرض کنید  )8( ∩ ��  صورت . در این≠

� ∈ � ∩ .�وجود دارد. پس  �� � = ن . بنابرای�

� = �و در نتیجه  0 ∩ �� = . سایر {0}

  شوند. طور مشابه ثابت میها به قسمت

�) فرض کنید 9( ∈ [�) ∩ صورت . در این��

,��، 2.7ي  طبق قضیه … , �� ∈ وجود دارند  �

.��که  طوري به ���. (… (�� . �) … )� = 0 .

�علاوه بر این، به ازاي هر  ∈ � ،�. � = . در �

  نتیجه

� = ��. � = ��. (��. �)  
				=  

				= ��. ���. (… (�� . �) … )� = 0.  

  

�پس  = (�]و در نتیجه  0 ∩ �� = . لذا {0}

[�) ∩ �� ∩ �� = {0} ∩ �� = و بنابراین  {0}

[�) ∩ �� = {0} . 

�که  جایی ) از آن10( ⊆ )، 4، طبق قسمت ((�]

�(�]خواهیم داشت  ⊆ �(�]و  �� ⊆ . در ��

�(�]نتیجه  ⊆ �� .  

�(�])، 10) طبق قسمت (11( ⊆ . حال فرض ��

�کنید  ∈ .�. پس �� � = . به ازاي هر �

� ∈ [�) ،� ≤ ، 2- 2. لذا بنا به لم �

�. � ≤ �. � = و بنابراین به ازاي هر  �

� ∈ [�)،�. � = �. پس 	� ∈ در نتیجه  و �(�]

�� ⊆ �(�]. بنابراین �(�] = �� .  

  شوند.راحتی ثابت می) به13) و (12(

�Xدانیم ) می14( ⊆ ��, . حال طبق قسمت ��

)4 ،((��)� ⊆ �(��)و  �(��) ⊆   . بنابراین�(��)

(��)� ∩ (��)� ⊆ (��)� ∩ (��)�  = (��)� .  

 ) داریم15(

(��)� = {� ∈ �: (�. �). � = 0 = (�. �). �,
∀� ∈ ��}.  

  

�حال فرض کنید ∈ . به این ترتیب به ازاي هر �

� ∈ �� ،(�. �). � = 0 = (�. �). . بنابراین �

� ∈ (��)� .  

�)، 15) طبق قسمت (16( ⊆ . لذا طبق �(��)

�(�(��)))، 4قسمت ( ⊆ . حال اگر در قسمت ��

را جایگذاري کنیم، خواهیم  ��، �جاي  )، به15(

��داشت  ⊆ ��. پس �(�(��)) = ((��)�)� .  

  

�فرض کنید : 5- 3مثال  = یک  {1,2,3,0}

) 2که در جدول ( باشد "."مجموعه با عمل دوتایی 

,�)، ]5[داده شده است. طبق  . جبر -��یک  (0,

.1است. بوضوح  (2.3) ≠ 2. 1و  (1.3) (1.3). 3 .

,�بنابراین به ازاي هر  �, � ∈ هاي  ، ویژگی�

�. (�. �) = �. (�. �و  (� ≤ (�. �). ، در �

  حالت کلی برقرار نیست. 

  

,�فرض کنید به ازاي هر : 6- 3تبصره  �, � ∈ � ،

�. (�. �) = �. (�. صورت   . در این(�

�. �(�. �). �� = (�. �). (�. �) = . بنابراین 0

� ≤ (�. �). �.   

  

ي  یک زیرمجموعه �فرض کنید : 7-3قضیه 

 فیلتر باشد و به ازاي هر-��یک  ��، �غیرتهی از 
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�, �, � ∈ .�داشته باشیم  � (�. �) = �. (�. �) .

  برقرار هستند: هاي زیر صورت گزاره در این

)1( �� = ��، 

)2( � ⊆ (��)� . 

  

�) فرض کنید 1( برهان: ∈ �و  �� ∈ . طبق �

�، 6- 3  تبصره ≤ (�. �). و بنابراین  �

(�. �). � ∈ �که  جایی . از آن�� ≤ (�. �). ، لذا �

(�. �). � ∈ قسمت  4-3. بنابراین طبق قضیه (�]

)9 ،((�. �). � ∈ �� ∩ [�) = ازاي هر  . لذا به{0}

� ∈ � ،�. � = �. در نتیجه � ∈ �� ∩ �� =

��و بنابراین  �� ⊆ ��. در نتیجه �� = �� .  

�)، 15قسمت ( 4-3  طبق قضیه )3( ⊆ (��)� .

  )، داریم1حال طبق قسمت (

)4(  � ⊆ (��)� ⊆ (��)� .  

  

  ):2جدول (

3 2	 1 0 . 
0 2 1 0 0 
2 1 0 0 1 
2 0 0 0 2 
0 0 0 0 3 

  

 �فیلتر از -��دو  �و  �فرض کنید : 8-3قضیه 

,�که به ازاي هر  باشند طوري �, � ∈ � ،

�. (�. �) = �. (�. صورت شرایط زیر  . در این(�

  ارزند: هم

)1( � ∩ � = {0}،  

)2( � ⊆ ��، 

)3( � ⊆ ��، 

)4( � ⊆ �� . 

  

�نید ) فرض ک1()2( برهان: ∩ � = و  {0}

� ∈ �. حال به ازاي هر � ∈ ، 6-3، طبق تبصره�

�داریم  ≤ (�. �). �و از طرفی  � ≤ (�. �). � .

�بنابراین به ازاي هر  ∈   ، خواهیم داشت�

(�. �). � ∈ � ∩ � = {0}. 

  

�پس به ازاي هر  ∈ � ،�. � = و در نتیجه  �

� ∈ ر شود که به ازاي ه طور مشابه ثابت می . به��

� ∈ � ،�. � = �، یعنی � ∈ و بنابراین  ��

� ∈ �� .  

  ) واضح است.2()1(

  ) واضح است.1()2) طبق (1()3(

�) فرض کنید 3()1( ∈ � ∩ . چون �

� ⊆ �، لذا به ازاي هر �� ∈ ، خواهیم داشت �

�. � = .�بنابراین.� � = �نتیجه در،� ∩ � = {0} .  

  شود.  اثبات می) 1()3) مشابه (1()4(

  

و به  �فیلتر از -��یک  �فرض کنید : 9-3قضیه 

,�ازاي هر  �, � ∈ ، داشته باشیم �

�. (�. �) = �. (�. صورت شرایط زیر  . در این(�

  برقرارند:

)1( �� = �� ⊆ فیلتر - ��یک  ��ویژه اگر  . به��

��گاه  باشد، آن �از  = �� = �� .  

)2( � ⊆ (��)� ،� ⊆ �و  �(��) ⊆ (��)� . 

  

فیلتر -��دو  �و  ��که  جایی ) از آن1( برهان:

، 8-3) و 8قسمت ( 4- 3هاي  هستند، طبق قضیه

��خواهیم داشت  ⊆ ��بنابراین  .�� = �� ⊆ ��. 

  ، طبق قضیهباشد �فیلتر از -��یک  ��ویژه اگر  به

3-7 ،�� = ��بنابراین . �� = �� = �� .  

)، 6) و (4هاي ( قسمت 4- 3) و قضیه 1) طبق (2(

� داریم ⊆ (��)� ⊆ هاي  . حال طبق قضیه�(��)

�، 8-3) و 8قسمت ( 3-4 ⊆ و  �(��)

� ⊆ (��)� .  

  

�ر اگر به ازاي ه :10- 3تعریف  ∈ یک  ��، �

��را یک  �جبر - ��فیلتر باشد، -�� ��-

  جبر نامیم. 
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  :11-3مثال 

��، 2-3در مثال  )1( = {�, �, و  {0

�� = {�, �, ، �فیلتر نیستند. لذا -��، {0

��   جبر نیست. -��

��، واضح است که 5- 3در مثال  )2( = �� =

�� = یک  �رو  . از اینفیلتر هستند- ��، {0}

��  جبر است. -��

  

,�فرض کنید براي هر : 12-3قضیه  �, � ∈ � 

.�داشته باشیم  (�. �) = �. (�. . همچنین (�

باشد،  �فیلتر استلزامی از - �� یک {0}فرض کنید 

  ارزند: گاه شرایط زیر هم آن

��یک  � )1(   جبر است،-��

 ��، � از �ي غیرتهی  به ازاي هر زیرمجموعه )2(

 است، �فیلتر از - ��یک 

فیلتر - ��یک  ��، �از  �فیلتر- ��هربه ازاي  )3(

 است، �از 

��، یک �از  �هر زیرجبر  )4(  جبر است،-��

�به ازاي هر  )5( ∈ � ،�� ⊆ �� ⊆ ��، 

�به ازاي هر  )6( ∈ � ،�� = �� = �� ، 

 � از، �هی ي غیرت به ازاي هر زیرمجموعه )7(

�� = �� = �� ، 

,�به ازاي هر  )8( � ∈ .�، اگر � � = گاه  ، آن�

�. � = �. 

  

) و 2قسمت ( 4-3  ) طبق قضیه1()2( برهان:

  ، واضح است. 10- 3تعریف 

  ) واضح است.1()2) طبق (1()3(

�) فرض کنید 3()1( ∈ صورت طبق  . در این�

ر است. حال طبق فیلت-��یک  �(�]، 6-2  قضیه

�(�])، داریم 11قسمت ( 4-3قضیه  = �� .

��یک  �بنابراین    جبر است. - ��

�، �یک زیرجبر از  �) فرض کنید 1()4( ∈ � 

��و ��و 
نسبت  �ترتیب پایدارسازهاي راست  به �

  باشند، یعنی �و  �به 

�� = {� ∈ � ∶�. � = �}  
  و

��
� = {� ∈ � ∶�. � = �}.  

  

�� صورت در این = ��
� ∩   دهیم که  . نشان می�

  

0فیلتر است. چون -��یک  �� ∈ ��
0و  � ∈ � .

0پس  ∈ ,�. حال فرض کنید که �� � ∈ � 

.�که  طوي به � ∈ �و  �� ∈ �� . چون�� ⊆ ��
� 

��و 
� است، لذا �فیلتر - ��یک  � ∈ ��

� .

�چنین  هم ∈ ��
� ∩ � =  یک ��. بنابراین ��

��یک  �است. در نتیجه  �فیلتر از -��

  جبر است. -��

  ) واضح است.4()1(

��یک �) فرض کنید 1()5( جبر -��

�باشد. پس به ازاي هر  ∈ فیلتر از - ��یک  ��، �

 4- 3و قضیه  9- 3 است. بنابراین طبق قضیه �

��)، داریم 11) و (10هاي ( قسمت = [�)� =

[�)� ⊆ ��در نتیجه  .�� = �� ⊆ �� .  

�) فرض کنید 5()6( ∈ .�. پس �� � = و  �

� ∈ �. در نتیجه طبق فرض، �� ∈ . بنابراین ��

�. � = �و بنابراین  � ∈ ��و  �� ⊆ ��.  

  ) واضح است. 6()7(

,�) فرض کنید براي هر 6()8( � ∈ � ،

�. � = �. به این ترتیب � ∈ �� = و بنابراین  ��

,�به ازاي هر  � ∈ .�، خواهیم داشت � � = � .  

�) طبق فرض به ازاي هر 8()1( ∈ �   ،  

�� = {� ∈ � ∶�. � = �}  
						= {� ∈ � ∶�. � = �} = ��.  

  

-��نیز ��فیلتر است، پس - ��یک  ��ون چ

��یک �فیلتر است. بنابراین   جبر است. - ��

  

,�فرض کنید براي هر : 13- 3نتیجه  �, � ∈ � 

.�داشته باشیم  (�. �) = �. (�. چنین  . هم(�

باشد  �فیلتر استلزامی از -��یک  {0}فرض کنید 

  ، داشته باشیم � از �فیلتر -��و به ازاي هر 
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� = ��یک  �گاه  . آن�(��)   جبر است. - ��

  

� فرض کنید: برهان ∈ و  6- 2. طبق قضیه �

(�] )،11قسمت ( 4-3قضیه  = ([�)�)� =

�. حال فرض کنید �(��) ∈ . چون ��

� ∈ [�) = �، به ازاي هر �(��) ∈ �� ،

�. � = .�. پس � � = ��و در نتیجه  � ⊆ ��. 

��یک  �، 12-3رو طبق قضیه از این جبر -��

  است.

.�شرط  (�. �) = �. (�. براي اثبات معادل  (�

لازم است و براي  12- 3) در قضیه 5بودن شرط (

ها لازم نیست. لذا  اثبات معادل بودن سایر قسمت

  قضیه زیر را داریم:

  

فیلتر - ��یک  {0}فرض کنید : 14- 3قضیه 

  ارزند: گاه شرایط زیر هم باشد. آن �استلزامی از 

��یک � )1(   جبر است،- ��

 ��، �از  �ي غیرتهی به ازاي هر زیرمجموعه )2(

 است، �فیلتر از - ��یک 

- ��یک  ��، �از  �فیلتر -��به ازاي هر  )3(

 است، �فیلتر از 

��، یک �از  �هر زیرجبر  )4(  جبر است،-��

�به ازاي هر  )5( ∈ � ،�� = �� = ��، 

، �از  �ي غیرتهی  به ازاي هر زیرمجموعه )6(

�� = �� = ��، 

,�به ازاي هر  )7( � ∈ .�، اگر � � = گاه  ، آن�

�. � = �. 

  

,�اگر به ازاي هر : 15- 3لم  �, � ∈ � ،

(�. �). � = .�و  � (�. �) = �. (�.  {0}و  (�

یک  �گاه  باشد. آن �فیلتر استلزامی از - ��یک 

��   جبر است. -��

  

�، 6-3طبق تبصره : برهان ≤ (�. �).   . حال�
  

  ، داریم 2- 2طبق لم 

(�. �). � ≤ (�. �). �(�. �). �� =

(�. �). �(�. �). �� = (�. �). �.  

  

�باشد و  �فیلتر از - ��یک  �فرض کنید  ∈ �� .

�ه ازاي هر صورت ب در این ∈ � ،�. � = . از �

0طرفی،  = (�. �). � ≤ (�. �). ، پس به ازاي �

�هر  ∈ � ،�. � = �. بنابراین � ∈ و  ��

�� ⊆ ، نتیجه 9-3رو طبق قضیه  . از این��

��گیریم که  می = فیلتر -��یک  ��بنابراین . ��

��یک  �و    فیلتر است.- ��

  

 �فیلتر از -��یک  �فرض کنید : 16- 3 تعریف

�(��)باشد. اگر  = فیلتر -��را یک  �گاه  آن، �

  نامیم. پایدارساز می نیم

  

فیلترهاي -��، 2-3در مثال : 17-3مثال 

� = {�, �و  {0 = {�, �, را در نظر بگیرید.  {0

�(��)واضح است که  = �(��)و  � =  لذا. �

، �است و بنابراین  �پایدارساز  فیلتر نیم- ��،�

  پایدارساز نیست.  فیلتر نیم-��

  

پایدارساز  فیلتر نیم-��کوچکترین {0}: 18-3نکته 

  پایدارساز است.  فیلتر نیم-��بزرگترین  �و 

  

ي  یک زیرمجموعه �فرض کنید : 19- 3قضیه 

 �ارساز پاید فیلتر نیم-��یک  �و  �غیرتهی از 

,�باشد و به ازاي هر  �, � ∈  ، داشته باشیم�

�. (�. �) = �. (�. �صورت  . در این(� = (��)� .  

  

�)، 6قسمت ( 4-3طبق قضیه  برهان: ⊆ (��)� .

��، 9-3از طرفی طبق قضیه = �� ⊆   . بنابراین��

(��)� ⊆ (��)� = (��)� = �.  
  

�در نتیجه  = (��)�.  
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 �فیلتر از -��یک  �: فرض کنید 20-3تعریف 

��باشد. اگر  = فیلتر -��را یک  �گاه  ، آن{0}

  نامیم. پایدارساز می

  

�، 2-3: در مثال21- 3مثال  = {�, �, 0} ،��-

�که  فیلتر پایدارساز است در حالی = {�, 0} ،  
  

  باشد.  از نمیفیلتر پایدارس-��

  

فیلتر پایدارساز - ��بزرگترین  �: 22-3نکته 

  است. 

  ) داریم:16قسمت ( 4-3طبق قضیه 

  

 �فیلتر از -��یک  �: فرض کنید 23- 3نتیجه 

فیلتر پایدارساز است -��، �صورت  باشد. در این

�(��)اگر و تنها اگر  = A .  

  داریم:  9-3طبق قضیه 

  

 �فیلتر -��یک  �ض کنید : فر24-3نتیجه 

,� باشد و به ازاي هر �, � ∈ � ،�. (�. �) =

�. (�. فیلتر پایدارساز - ��یک �صورت  . در این(�

��است اگر و تنها اگر  = {0} .  

  داریم: 7-3طبق قضیه 

  

فیلترهایی -	��،��و  �فرض کنید : 25- 3نتیجه 

,�باشند و به ازاي هر  �از  �, � ∈ � ،

�. (�. �) = �. (�. -��یک  �صورت  . در این(�

��فیلتر پایدارساز است اگر و تنها اگر  = {0} .  

  داریم: 4-3طبق قضیه 

  

 �فیلتر از -��دو  �و  �کنیدفرض : 26- 3نتیجه 

�که  طوري باشند به ⊆ یک پایدارساز باشد.  �و  �

  نیز پایدارساز است.  � صورت در این

  

یک زیر مجموعه  �فرض کنید : 27- 3تعریف

از  �باشد. عنصر غیر صفر  �جبر ��–ناتهی از 

�اتم گوییم، اگر براي همرا  �مجموعه  ∈ � ،

�داشته باشیم  ≤ �، آنگاه � ∈ {�, ، یعنی {0

� = �یا  � =  �هاي مجموعه اتم. مجموعه هم0

  دهیم.نشان می (�)������را با نماد 

  

، بوضوح داریم 5-3) در مثال 1: (28- 3مثال 

������(�) = {�, 0}.  

�) مجموعه 2( = {�, �, �, با عملگر دوتایی  {0

است  جبر��–)، یک 3تعریف شده در جدول ( ""

(�)������. بوضوح )]4[( = {�, 0}. 

  

  ):3جدول (

� �	 � 0 . 
� � � 0 0 
� � 0 0 � 
� 0 0 0 � 
0 � 0 0 � 

  

-��ازفرض کنید هر عضو غیر صفر : 29- 3قضیه 

اتم باشد، آنگاهبراي هر دو عضو غیر یک هم �جبر 

�داریم  �از  �و  �قابل مقایسه  ∈ �و  �� ∈ ��.  

  

دو عضو غیر قابل مقایسه  �و  �: فرض کنید برهان

,�رو باشند. از این �از  � ≠ . از آنجایی که 0

� ≤ �  گیریم کهق فرض، نتیجه میطب ،�

� � = �یا  0 � =  غیر �و  �. از طرفی چون �

�قابل مقایسه هستند، لذا  � ≠ . بنابراین 0

� � = �. پس � ∈ از طرفی چون . ��

� ≤ � گیریم که طور مشابه نتیجه می، به�

� � = �. بنابراین � ∈ �. در نتیجه �� ∈ �� .

�شود  بت میطور مشابه ثا به ∈ ��.  
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جبر باشد. -��یک  �فرض کنید : 30- 3گزاره 

�اگر  ∈ �، آنگاه براي هر (�)������ � ،

�داریم  ∈ �و  �� ∈ ��.  

  

�: فرض کنید که برهان ∈ . براي (�)������

�هر  ∈ � ،� ≤ � . لذا طبق فرض نتیجه �

�گیریم که  می � = �یا  0 � = . از آنجایی �

�که  �، لذا � ∈ �و  �� ∈ ��.  

  

جبر باشد. - ��یک  � فرض کنید: 31-3نتیجه 

,�اگر  � ∈ �و  (�)������ ≠ �، آنگاه � ∈ �� 

�و  ∈ ��. 

  

,�فرض کنید  برهان: � ∈ و  (�)������

� ≠ �. آنگاه � �(اگر  � < ، آنگاه طبق �

� ∈ �و  (�)������ ≠ گیریم ، نتیجه می�

� = ، 30-3گزاره ، که تناقض است). حال طبق 0

� ∈ �و  �� ∈ طور مشابه چون . به��

�, � ∈ �و  (�)������ ≠ �، داریم � � 

�(اگر  < �، آنگاه طبق � ∈ و  (�)������

� ≠ �گیریم  ، نتیجه می� = ، که تناقض است). 0

�، 30-3زاره گحال طبق  ∈ �و  �� ∈ . لذا ��

  اثبات کامل است.

  

- ��اي از زیرمجموعه �فرض کنید : 32- 3لم 

,� باشد و براي �جبر  � ∈ داشته باشیم  �

� ≤ � < � . اگر0 ∈ آنگاه  (�)������

� ∈ ������(�).  

  

�: فرض کنید براي برهان ∈ ، داشته باشیم �

� ≤ �فرض  . آنگاه طبق� ≤ � ≤ . از آنجایی �

�که  ∈ �، لذا (�)������ = �یا  0 = � .

�بنابراین  = �یا  0 = رو . از این�

� ∈ ������(�). 

جبر و -��یک  �فرض کنید : 33-3گزاره 

� ∈ � (�]. اگر {0} = {�, آنگاه  {0

� ∈ ������(�).  

  

�: فرض کنید براي برهان ∈  ، داشته باشیم�

� ≤ (�]داریم  5- 2تعریف . آنگاه طبق � ⊆ [�) .

�از آنجایی که  ∈ �، بنابراین (�] ∈ {�, . لذا {0

�گیریم که نتیجه می ∈ ������(�) .  

  

جبر باشد. -��یک � فرض کنید: 34-3گزاره 

������(�) = �   اگر و تنها اگر هر زیر  {0}
  

  باشد. �از  فیلتر-��، یک 0شامل  �مجموعه از 

  

(�)������فرض کنید  برهان: = � و  {0}

باشد. همچنین  0شامل  �اي از زیر مجموعه �

,�فرض کنید که براي  � ∈ ، داشته باشیم �

� � ∈ �و  � ∈   هاي زیر را داریم: . حالت�

�حالت اول) اگر  = � = ، آنگاه اثبات واضح 0

  است.

,�حالت دوم) اگر  � ≠ ,�، آنگاه 0 � ∈

�. حال از آنجایی که (�)������ ≤ � � ،

�گیریم که نتیجه می � = �یا  � � = . حال 0

�دو حالت داریم: اگر  � = �، آنگاه � ∈ . و اگر �

� � = �، آنگاه 0 ≤ . از طرفی طبق �

�فرض ∈ �، لذا (�)������ = �	یا  0 = � .

�بنابراین  ∈   ست. رو اثبات کامل او از این �

�حالت سوم) اگر  = �و  0 ≠ � یا 0 = و  0

� ≠   . آنگاه اثبات واضح است.0

�برعکس، فرض کنید  ∈ � �و براي  {0} ∈ � ،

�داشته باشیم  ≤ ,�}. طبق فرض مجموعه � 0} 

باشد. لذا از آنجایی که می �از  فیلتر��یک 

� ≤ �و  � ∈ {�, گیریم  ، نتیجه می{0

� ∈ {�, �. بنابراین {0 ∈ ������(�).  
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جبر، هم اتم -��تمام اعضاي یک : 35-3تذکر 

جبر، دو عضوي باشد یا -��هستند اگر و تنها اگر 

  جبر، قابل مقایسه نباشند.-��اعضاي 

  

جبر، خطی باشد، آنگاه - ��: اگر 36- 3تذکر 

 بزرگترین عضو مخالف صفر آن، هم اتم است.

 براي هر ،�جبر - ��فرض کنید : 37-3قضیه 

�, �, � ∈ .�در شرط ، � (�. �) = �. (�. �) 

باشد. آنگاه  �عضو غیر صفر از  �صدق کند و 

  شرایط زیر معادل هستند:

)1( � ∈ ������(�)،  

�براي هر )2( �داشته باشیم ،�� = (� �)�،  

�براي هر  )3( �و  �� ∈ ، داشته باشیم �

(� �) (� �) = � �،  

�براي هر  )4( �و  �� ∈ ، داشته باشیم �

(� �) � ≥ (� �) �،  

�براي هر  )5( ,�و  �� � ∈ ، داشته باشیم �

(� �) (� �) ≥ (� �) (� �)،  

�براي هر  )6( �و  �� ∈ ، داشته باشیم �

((� �) �) � = � �.  

  

  ) فرض کنیم 2( ) 1: (برهان

� ∈ �و  (�)������  6-3 تبصره. طبق ��

�داریم  ≤ (� �) که . حال از آنجایی�

� ∈ گیریم که ، نتیجه می(�)������

(� �) � = �)یا  0 �) � = . از طرفی �

� .�) ، بنابراین�� �). � ≠ و در نتیجه  0

(� �) � = � .  

�) فرض کنید 3()2( �و  �� ∈ . طبق �

�)، براي هر 2فرض و قسمت (   داریم: ��

(� �) (� �) = � �(� �) �� = � �  

  

  بنابراین اثبات کامل است.   

�) فرض کنید 4()3( �و  �� ∈ . طبق �

�داریم  6- 3تبصره ≤ (� �) . آنگاه طبق �

  ) داریم:3قسمت (

(� �) � ≤ (� �) �(� �) ��  

= (� �) � .  

 
�) فرض کنید 5()4( ,� و �� � ∈ . طبق �

  ) داریم:4فرض و قسمت (

(� �) (� �) = � �(� �) �� 
≤ � ((� �) �) = (� �) (� �) 

  

  و بنابراین اثبات کامل است.

�) فرض کنید 6()5( �و  �� ∈ . طبق �

  ) و طبق فرض، داریم 5قسمت (

��(� �) �� �� (� �) ≥ 

(� �) (� �(� �) �� =  

(� �) �(� �) (� �)� ≥  
(� �) (� �) = 0  

  

�)�رو از این �) �� � ≤ � . از طرفی �

  داریم 6-3تبصره طبق 

� � ≤ �(� �) �� �  

  

�هربنابراین براي  �و  �� ∈ ، خواهیم داشت �

((� �) �) � = � �.  

)، کافی است در 2) براي اثبات قسمت (2() 6(

�دهیم  )، قرار6قسمت ( = 0.  

0) فرض کنید 1()2( ≠ � ∈ �و  � ≤ � .

�)آنگاه  �) � = 0 � = � ≠ رو و از این 0

� ) داریم 2. لذا طبق قسمت (��

� = (� �) �. بنابراین � = ، یعنی �

� ∈ ������(�) .  

  

دو زیرمجموعه  �و  �: فرض کنید 38-3گزاره 

  داریم:باشند. آنگاه  �جبر - ��ناتهی از 
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)1(   ������(� ∪ �) ⊂ ������(�) ∪

������(�)،  

)2( ������(�) ∩ ������(�) ⊂

������(� ∩ �).  

  

�) فرض کنید1: (برهان ∈ ������(� ∪ �) .

� آنگاه ∈ � ∪  �. فرض کنید عضو غیر صفري از�

�که طوريوجود دارد به �، مانند �یا  ≤ لذا  .�

� ∈ � ∪ � که.ازآنجایی� ∈ ������(� ∪ �) ،

�گیریم که نتیجه می = . بنابراین �

� ∈ ������(�) ∪ و اثبات کامل  (�)������

  است.

� فرض کنید )2( ∈ ������(�) ∩

�	. لذا (�)������ ∈  و (�)������

� ∈ � رواز این (�)������ ∈ �و  	� ∈ � 

� یعنی ∈ � ∩ . فرض کنید عضو غیر صفري از �

� ∩ �که طوريوجود دارد به �، مانند � ≤ . از �

�کهآنجایی ∈ �، � ∈ �و  � ∈ ������(�) ،

� ∈ �گیریم که نتیجه می (�)������ = � .

� بنابراین ∈ ������(� ∩ و اثبات کامل  (�

  است.

  

جبر باشد. -��یک  �فرض کنید : 39- 3تعریف 

  کنیم:تعریف می

.(������(�))� = ������(�) ∪ {0}  
  

  ، داریم:31-3طبق نتیجه 

  

جبر باشد. - ��یک  �فرض کنید : 40-3نتیجه 

,� اگر � ∈ �و  �((�)������) ≠ ، آنگاه �

� ∈ �و  �� ∈ ��.  

را بالایی  جبر-�� یکاز  �زیر مجموعه ناتهی 

�	گوییم، اگر  ∈ �و � ≤ �آنگاه  � ∈ �.  

  

یک مجموعه بالایی از  �فرض کنید : 41-3قضیه 

� باشد. آنگاه �جبر -�� = اگر  �((�)������)

,�و تنها اگر براي هر  � ∈ �طوریکه ، به� ≠ � ،

�آنگاه  ∈ �و  �� ∈ ��.  

  

�: فرض کنید که برهان = (������(�))� .

,�، براي هر 40-3نتیجه آنگاه طبق  � ∈ ، که �

� ≠ �، خواهیم داشت � ∈ �و  �� ∈ �� .

�برعکس، فرض کنید  ∈ � طوریکه ، به{0}

�موجود باشد که  �از �عضوي ناصفر مانند  ≤ � .

�کافی است نشان دهیم که  ∈ . دو (�)������

  حالت داریم:

�حالت اول) اگر  ≠ �، آنگاه طبق فرض، � ∈ و  ��

�بنابراین  � = �. حال از آنجایی که � ≤ ، لذا �

� � = �رو . از این0 = ، که با فرض در تناقض 0

  است.

�حالت دوم) اگر  = � ، آنگاه� ∈ و  (�)������

 اثبات کامل است.

  

جبر متناهی - ��یک  �فرض کنید : 42-3قضیه 

�و ∈ � آنگاه عضوي از  .�((�)������)

�طوریکه وجود دارد به �مانند  (�)������ <

�.  

  

�: فرض کنید برهان ∈ � (������(�))� .

موجود است بقسمی که  �از  ��آنگاه عضوي مانند 

� < �� < ��. اگر 0 ∈ � (������(�))� .

موجود است بقسمی که  �از  ��آنگاه عضوي مانند 

� < �� < �� <   . اگر0

�� ∈ � (������(�))�  
  

موجود است بقسمی که  �از  ��آنگاه عضوي مانند 

� < �� < �� < �� <   . با ادامه این روند، 0
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جبر متناهیاست، لذا عضوي مانند - ��یک  �چون 

�که  موجود است بقسمی (�)������از � < �. 

  

جبر باشد. -��یک  �فرض کنید : 43- 3تعریف 

اتم قوي نامیم اگر براي هر را هم �از  �اتم یک هم

� ∈ � {�, �، داشته باشیم {0 ∈ �و  �� ∈ ��.  

  شکل زیر تعریف ، را به�((�)��)مجموعه 

  کنیم:می

{� ∈ {�	یا		�	هم	اتم	قوي	باشد	:(�)������ = 0  

  

  :44-3مثال 

  قوي نیست.  �اتم ، هم2-3در مثال  )1(

�مجموعه  )2( = {�, �, �, با عملگر دوتایی  {0

جبر است - ��)، یک 4عریف شده درجدول (ت ""

 .اتم قوي هستیک هم �وضوح . به )]8[(

  

  ):4جدول (

� � � 0 . 
� � � 0 0 
� � 0 0 � 
� 0 � 0 � 
0 � � 0 � 

  

جبر باشد که -��یک  �فرض کنید : 45- 3 قضیه

,�براي هر  �, � ∈ .�شرط در  � (�. �) =

�. (�.  صدق کند و همچنین فرض کنید که (�

0 ≠ � ∈ �  . آنگاه براي هر�((�)��)

� ∈ (��(�))� ،� ∈ �و  �� ∈ ��.  

  

�: فرض کنید برهان ∈ یک  �. آنگاه �((�)��)

�است یا اتم قوي هم = �. اگر 0 = ، که اثبات 0

�کامل است. حال اگر  ≠ اتم قوي باشد، یک هم 0

�)آنگاه  �) � = �)یا  0 �) � = ، زیرا �

�، 6-3 تبصرهطبق  ≤ (� �) . لذا دو حالت �

  داریم:

�)حالت اول) اگر  �) � = �آنگاه  0 � = � .

�در نتیجه  ∈ �و  �� ∈   ست.و اثبات کامل ا ��

�)حالت دوم) اگر  �) � =   آنگاه  �

� � = � �(� �) ��  

																		= (� �) (� �) = 0  
  

�لذا  � =  �که با فرض در تناقض است. زیرا  0

�اتم قوي و یک هم ≠ است و همچنین  0

� ∈ � {�,   ، لذا اثبات کامل است.{0

  

  سازها پوچ هم - 4

ه در بخش سه، به آن طبق تعریف مجموعه بالایی ک

  اشاره شد، داریم:

  

ي  ، یک مجموعه�از  �فیلتر -��هر  .]5[: 1-4لم 

  بالایی است. 

  

�، 5-3در مثال : 2- 4مثال  = یک  {1,0}

  فیلتر نیست. -��ي بالایی است ولی  مجموعه

  

ي  یک مجموعه �فرض کنید  :3- 4تعریف 

 چنین فرض کنید باشد و هم �غیرتهی بالایی از 

� ∈   کنیم  . تعریف می�

(�: �) = {� ∈ �: (�. �). � ∈ �}.  
  

�فرض کنید : 4-4مثال  = {�, �, �, یک  {0

) 5باشد که در جدول ( "."مجموعه با عمل دوتایی 

,�)، ]5[ نشان داده شده است. طبق . -��یک  (0,

�جبر است. واضح است که  = {�, یک  {0

  ي بالایی است و مجموعه

(�: �) = {�, �, 0}  
(�: �) = {�, �, 0}(�: 0) = {�, �, �, 0}  
(�: �) = {�, �, �, 0}    
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:�)واضح است که    باشد. فیلتر نمی-��، (�

 
  ):5جدول (

� � � 0 . 
� � � 0 0 
� 0 0 0 � 
� 0 � 0 � 
0 � � 0 � 

 

ي  دو مجموعه �و  �فرض کنید : 5-4گزاره 

فرض کنید  چنین و هم �غیرتهی بالایی از 

�, � ∈   صورت شرایط زیر برقرار هستند: . در این�

)1( � ⊆ (�: �)،  

,�اگر به ازاي هر  )2( �, � ∈ ، داشته �

.�باشیم (�. �) = �. (�. �گاه  ، آن(� ∈ اگر و  �

:�)تنها اگر  �) = �، 

�اگر  )3( ⊆ :�)گاه  ، آن� �) ⊆ (�: �)، 

�اگر  )4( ≤ :�)گاه  ، آن� �) ⊆ (�: �)، 

)5( (� ∩ �: �) = (�: �) ∩ (�: �) . 

  

�) فرض کنید1(: برهان ∈  که جایی . از آن�

� ≤ (�. �). .�) ، لذا خواهیم داشت� �). � ∈ � 

�و در نتیجه  ∈ (�: �) .  

� ) فرض کنید2( ∈ �و � ∈ ، 6-3. طبق تبصره�

�داریم  ≤ (�. �). .�). لذا � �). � ∈ . بنابراین �

� ∈ (�: :�)، یعنی (� �) = . برعکس، واضح �

  . است

  ) اثبات واضح است.3(

�) فرض کنید 4( ≤ �و  � ∈ (�:   . بنابراین (�
  

.�) داریم �). � ∈ . از طرفی طبق فرض �

(�. �). � ≤ (�. �). .�). لذا � �). � ∈ � .

�بنابراین  ∈ (�: �).  

  ) اثبات واضح است. 5(

) و 1هاي ( دهد که عکس قسمت مثال زیر نشان می

  ت کلی برقرار نیست. ، در حال5- 4) از گزاره 3(

  

�، 4- 4در مثال : 6- 4مثال  = {�, را در نظر  {0

:�)صورت  بگیرید. در این �) = {�, �, و  {0

(�: �) � .  

�فرض کنید  = {�, �, �, �, یک مجموعه با  {0

) نشان داده 6باشد که در جدول ( "."عمل دوتایی 

,�) ،]2[شده است. طبق  . جبر است. -��یک  (0,

�ي ها مجموعه = {�, �, �و  {0 = {�, �, را  {0

آید که  دست می راحتی به در نظر بگیرید. به

(�: �) = {�, �, �, :�)و  {0 �) = {�, �, �, �, 0} .

:�)لذا  �) ⊆ (�: �اما  (� �.  

  

ي  یک زیرمجموعه �فرض کنید : 7- 4تعریف 

صورت زیر  را به �ساز  پوچ باشد. هم �غیرتهی از 

  کنیم: تعریف می

� = {� ∈ �: (�. �). � = 0, ∀� ∈ �}.�   

 

  ساز با پایدارساز چپ معادل است.  پوچ همتذکر. 

 
  ):6جدول (

. 0 � � � � 
0 0 � � � � 
� 0 0 � � � 
� 0 0 0 � � 
� 0 0 � 0 � 
� 0 0 0 0 0 

 

ي   یک مجموعه �فرض کنید : 8- 4تعریف 

 �ي غیرتهی از  موعهیک زیرمج �غیرتهی بالایی و 

 ساز توسعه پوچ ي هم صورت مجموعه  باشد. در این

  کنیم: تعریف میصورت زیر را به �نسبت به  �یافته  

(�: �) = {� ∈ �: (�. �). � ∈ �, ∀� ∈ �}.  
  

0وضوح  به ∈ (�: :�)، لذا (� �) ≠ .  

  

را در نظر بگیرید.  4- 4مثال : 9-4مثال 

� = {�, ی بالایی و ي غیرته یک مجموعه {0
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� = {�, �, است. واضح  �یک زیرمجموعه از  {0

:�)است که  �) = {�, 0} .  

  

 �فیلتر نرمال و -��، �فرض کنید : 10-4گزاره 

صورت  باشد. در این �ي غیرتهی از  زیرمجموعه

(�: �) = {� ∈ � ∶� ⊆ (�: �)} .  

  

�فرض کنید  برهان: ∈ (�: صورت به  . در این(�

�ازاي هر ∈ � ،(�. �). � ∈ . حال فرض کنید �

� ∈ .�). پس� �). � ∈ ، یک �که  جایی . از آن�

.�)خواهیم داشتفیلترنرمال است،-�� �). � ∈ � .  

�رو  از این ∈ (�: :�). در نتیجه (� �) ⊆ {� ∈

� ∶� ⊆ (�: . حال فرض کنید {(�

� ∈ {� ∈ � ∶� ⊆ (�: �و  {(� ∈ . در �

.�)صورت  این �). � ∈ -��، �که  جایی . از آن�

.�)فیلتر نرمال است، لذا  �). � ∈ . بنابراین �

� ∈ (�: �}. در نتیجه (� ∈ �: � ⊆

(�: �)} ⊆ (�: �) .  

، شرط 10- 4دهد که در گزاره  مثال زیر نشان می

  نرمال بودن لازم است. 

  

را در نظر بگیرید.  2- 3مثال : 11-4مثال 

� = {�,  فیلتر نرمال نیست، زیرا- ��، {0

(�. �). � ∈ .�)که  در حالی � �). � � .

�ي غیرتهی  زیرمجموعه = {�, �, را در نظر  {0

:�)بگیرید. واضح است که  �) = {�,   ، ولی {0

{� ∈ � ∶� ⊆ (�: �)} = {�, �, 0}. 
  

ي غیرتهی از  دو زیرمجموعه �و �اگر: 12- 4تعریف 

  گاه باشند، آن �

 (�. �). � = {(�. �). � ∶� ∈ �, � ∈ �} .  

  

�اگر = �یا{0} = .�)گاه  آن،{0} �). � = {0} .  

  

�ي  دو زیرمجموعه: 13-4مثال  = {�, و  {0

� = {�, �, در نظر بگیرید.  4- 4را در مثال  {0

.�)وضوح  به �). � = {�, 0} .  

  

ي غیرتهی بالایی  دو مجموعه �و  �اگر : 14- 4لم 

,�باشند و به ازاي هر  � از �, � ∈ م ، داشته باشی�

�. (�. �) = �. (�. �گاه  ، آن(� ∩ � = (�. �). � .  

  

�فرض کنید  برهان: ∈ � ∩ � . پس� ∈  و �

� ∈ �. لذا � = (�. �). � ∈ (�. �). رو  . از این�

� ∩ � ⊆ (�. �). . حال فرض کنید �

�	∈ (�. �). �. لذا � ∈ �و  � ∈ وجود دارند  �

�که  طوري به = (�. �). که   جایی  . از آن�

� ≤ (�. �). .�)، بنابراین � �). � ∈ . از طرفی �

.�)، 13-3طبق تبصره  �). � ∈ . در نتیجه �

� = (�. �). � ∈ � ∩ � .  

.�)بنابراین  �). � ⊆ � ∩ 		و اثبات کامل است.  �

  

باشند  �فیلتر از - ��دو  �و  �اگر : 15-4نتیجه 

,�و به ازاي هر  �, � ∈ � ،�. (�. �) = �. (�. �) ،

.�) گاه آن �).   فیلتر است. -��یک، �

  

هاي  مجموعه �و  �، �فرض کنید: 16- 4قضیه 

ي غیرتهی از  دو زیرمجموعه �و  �غیرتهی بالایی و 

  صورت شرایط زیر برقرار هستند: باشند. در این �

)1( � ⊆ (�:�)،  

�اگر  )2( ⊆ :�)گاه  ، آن� �) ⊆ (�:�)، 

�اگر  )3( ⊆ :�)گاه  ، آن� �) ⊆ (�:�)، 

گاه  فیلتر نرمال باشد، آن- ��، �اگر  )4(

� ⊆ (�: (�: �))، 

گاه  فیلتر نرمال باشد، آن- ��، �اگر  )5(

(�: �) = (�: ��: (�: �)�)، 

)6( (�: �) ∩ � ⊆ �، 



  36                                  1401 بانآو  مهر، هشتمهاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و / پژوهش و همکاران زهرا پرویزي
 

 

 

,�  اگر به ازاي هر )7( �,  �،متعلق به�

�. (�. �) = �. (�. �گاه  ، آن	(� ⊆ (�: اگر  (�

�و تنها اگر  ∩ � ⊆ �، 

�اگر  )8( ⊆ :�)گاه  ، آن� �) ∩ � = �، 

)9( (�: �) = �، 

,�اگر به ازاي هر   )10( �, � ∈ ، داشته باشیم �

�. (�. �) = �. (�. �گاه  ، آن(� ⊆ اگر و تنها  �

:�)اگر  �) = :�)ویژه  . به� �) = �، 

,�اگر به ازاي هر  )11( �, � ∈ ، داشته باشیم �

�. (�. �) = �. (�. :�� گاه آن،(� (�: �)� = �, 

,�اگر به ازاي هر   )12( �, � ∈ ، داشته باشیم �

�. (�. �) = �. (�. :�� گاه آن،(� (�: �)� = �, 

)13( (�: �) =∩ �∈� (�: �) . 

  

 ) واضح هستند. 3) و (2)، (1( :برهان

فیلتر نرمال باشد. -��یک  �) فرض کنید 4(

�چنین  هم ∈ �و  � ∈ (�:  . بنابراین(�

(�. �). � ∈ فیلتر نرمال است، -��، �چون. �

�ین به ازاي هر بنابرا ∈ � ،(�. �). � ∈ . لذا �

� ∈ (�: (�: �رو  و از این ((� ⊆ (�: (�: �)) . 

:�) ) داریم4) طبق قسمت (5( �) ⊆

(�: ��: (�: �. از طرفی چون (�(� ⊆

(�: (�: گیریم  )، نتیجه می2، طبق قسمت (((�

:��که  ��: (�: �)�� ⊆ . بنابراین اثبات (�:�)

  کامل است. 

�ض کنید ) فر6( ∈ (�: �) ∩ �. پس � ∈ و  �

� ∈ (�: �. لذا (� = (�. �). � ∈ و  �

:�)بنابراین �) ∩ � ⊆ � .  

�) فرض کنید 7( ∩ � ⊆ ، 14-4. طبق لم �

(�. �). � = � ∩ � ⊆ � نتیجهدر .� ⊆ (�: �) .

�برعکس، فرض کنید  ⊆ (�: . طبق قسمت (�

)6،( � ∩ � ⊆ (�: �) ∩ � ⊆ �.   

�) فرض کنید 8( ⊆ )، 6قسمت ( . طبق�

(�: �) ∩ � ⊆ �. از طرفی، چون � ⊆ (�:�) ،

�پس  = � ∩ � ⊆ (�: �) ∩  . بنابراین�

(�: �) ∩ � = �  
�دهیم  )، قرار می8) در قسمت (9( = . واضح �

:�)است که  �) = (�: �) ∩ � = � .  

�) فرض کنید 10( ⊆ � ،� ∈ �و  � ∈ . طبق �

�، 13-3تبصره  ≤ (�. �).  . پس به ازاي هر�

� ∈ �،(�. �). � ∈ �. بنابراین 	� ∈ (�: . در (�

:�)نتیجه  �) = . برعکس، فرض کنید �

(�: �) = �. لذا به ازاي � ∈ ، خواهیم داشت �

� = (�. �). � ∈ �و به این ترتیب  � ⊆ � .  

) نتیجه 10) و (9هاي ( ) از قسمت12) و (11(

  شوند.  می

  ) واضح است. 13(

  

یلتر نرمال و اول از ف- ��، �فرض کنید : 17-4لم 

,�صورت به ازاي هر  باشد. در این � � ∈ � ،

(�. �). � ∈ �کند  ایجاب می � ∈ �یا  � ∈ � .  

  

,�فرض کنید براي  :برهان � ∈ � ،

(�. �). � ∈ فیلتر اول - ��، �که . از آنجایی�

,�، براي هر 4-2است، طبق تعریف  � ∈ � ،

�. � ∈ .�یا  � � ∈ .�. اگر � � ∈ ، آنگاه طبق �

�گیریم که فرض نتیجه می ∈ . حال فرض کنید �

�. � ∈ .�). طبق فرض داریم � �). � ∈ . لذا �

، داریم �فیلتر نرمال بودن -��و  4- 2طبق تعریف 

(�. �). � ∈ �. بنابراین � ∈ � .  

  

-��، �فیلتر و - ��، �فرض کنید : 18- 4گزاره 

�که  طوري بهباشد  �فیلتر اول و نرمال از  ⊆ . در �

  صورت شرایط زیر برقرار هستند:  این

�ي غیرتهی از  زیرمجموعه �اگر  )1( باشد،  �

:�)گاه  آن �) ⊆ � .  

  که  طوري باشد به �اي از  زیرمجموعه �اگر ) 2(
 

� ∩ (� �) :�)گاه  ، آن≠ �) ⊆ � . 
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ي غیرتهی از  زیرمجموعه �) فرض کنید 1( برهان:

� �باشد و � ∈ (�: . به این ترتیب به ازاي (�

�هر  ∈ �،(�. �). � ∈ � ⊆ ، 17-4. طبق لم �

� ∈ �یا  � ∈ �. چون � ⊆ �  ، بنابراین�

� ∈ :�). در نتیجه � �) ⊆ �.  

�دهیم  ) قرار می2( = � ∩ (�  . در این(�

�صورت   ⊆ �و  � ⊆ � . حال طبق قسمت �

:�)، 16-4) و با توجه به قضیه 1( �) ⊆

(�: �) ⊆ � .  

  ، داریم:18- 4و گزاره  16-4طبق قضیه 

  

فیلتر اول و نرمال -��، �فرض کنید : 19-4گزاره 

  صورت شرایط زیر برقرار هستند: باشد. در این �

�ي غیرتهی از  زیرمجموعه �اگر  )1( باشد،  �

:�)گاه  آن �) = �، 

که  طوري باشد به �اي از  زیرمجموعه �اگر  )2(

� ∩ (� �) :�)گاه  آن، ≠ �) = �. 

 

 گیري و برخی کارهاي آیندهنتیجه -5

در این مقاله، در ابتدا مفهوم پایدارساز (پایدارساز 

راست و پایدارساز چپ) را تعریف کردیم و 

ها را مورد بررسی قرار دادیم. با مثالی  خصوصیات آن

-��نشان دادیم که پایدارساز راست در حالت کلی 

ایطی نشان دادیم که فیلتر نیست و تحت شر

فیلتر است و پایدارساز راست -��چپپایدارساز 

چنین نشان  بسته است. هم "."تحت عملگر دوتایی 

دادیم که اشتراك هر مجموعه با پایدارسازش 

ي  (پایدارساز راستش، پایدارساز چپش) مجموعه

است. همچنین در این مقاله براي مطالعه  یا  {0}

اتم قوي را اتم، هماهیم همجبرها، مف ��–بیشتر 

نتایج ما در این معرفی و مورد بررسی قرار دادیم. 

مندان به مطالعه مقاله، بینش جدیدي را براي علاقه

آورد. جبرها بوجود می- ��فیلترها در -��و توسعه 

��در ادامه مفهوم  جبر را تعریف و مورد - ��

بررسی  بررسی قرار دادیم و شرایط معادلی را براي

تر این این نوع جبر جدید ارائه دادیم. در آخر  سریع

را  �نسبت به  �یافته  ساز توسعه پوچمفهوم هم

هایی، به بیان  ها و گزاره ي قضیه تعریف و با ارئه

  برخی خصوصیات آن پرداختیم. 

  به تازگی تعریف  ��جبرهايکه، باتوجه به این

ر این جبرها توان داند، مفاهیم زیادي را میشده

تعریف کرد که ارتباط زیادي با مفاهیم تعریف شده 

در این مقاله داشته باشند. از جمله این مفاهیم، 

را  �توان پایدار ساز (چپ و راست) مجموعه می

تعریف  �نسبت به مجموعه دیگري مانند 

)(�, �)�, (�, متناظر با آنها  ��) و جبرهاي �(�

توان مفهوم بررسی کرد.همچنین میرا نیز تعریف و 

( ) �از  �را (براي یک زیرمجموعه ناتهی  ��(�

تعریف و مورد بررسی قرار داد. هنوز سوالات 

  زیادیبراي کارهاي آینده مطرح هست، از جمله:

�اگر  - ∈  �ساز پوچآنگاه هم (�)������

اصی از شود؟ آیا نوع خفیلتر می-��)،��(یعنی 

  شود؟فیلترها می-��

 جبرها را به چه- ��ها در مولکولمفهوم هم -

 توان تعریف کرد؟ و چه ارتباطی بین همصورت می

ها در این ساختار جبري وجود اتمها و هممولکول

  دارد؟

فیلترهاي -��یافته سازهاي توسعه پوچ هم -

مختلف، به چه شکل است؟ و آیا ویژگی خاصی 

  دارد؟
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