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  مقدمه - 1

C جبرA  را یکAFنامیم هرگاه  2جبر

هاي با  زیر جبرCشامل یک دنباله صعودي از 

ها در nAبطوریکه اجتماع ها باشد nAبعد متناهی 

A  چگال است.i a ؛
m

n
A A






1
.  اگر تمام nA ها

Cگاه  هایی  ساده باشند، آن زیر جبرAF 

Aجبر نامیم. با تعریف UHFرا Aجبر  Ce ،

است،  Aجبر  Cعضو یک  eکه در آن 

هاي یکدار در  زیر جبرCها را nAتوان تمام  می

 نظر گرفت.

Cیک گروه گسسته باشد.  Gاگر  G  جبر در

از  جبر همراه با عمل پیوسته Cواقع یک 

G بطور خاص .است  یک همریخت از گروه

یعنی  Aهاي  بتوي گروه خود ریخت Gگسسته 

 Aut A است. بطوریکه براي هرa A نگاشت ،

  .gg a g a .نرم پیوسته باشد 

C G  جبرA  راW G  جبر گوییم اگر

A  یک فضايC G  جبر با ساختار( )L G 1

xمدول و اینکه نگاشت  f x   درA  داراي

)خاصیت مثبت و نرمال براي هر  )f L G  1
 باشد. 

C G جبرA  راAW G جبر گوییم اگر 

Wاش  فضاي پایه شد.با جبر  

  پوش انژکتیوGهامانا وجود  2011در سال 

 یکتاي  ,GI A  براي هرGسیستم عملگري

A را ثابت می کند، بطوریکه اگر ,B  یک

Gشش انژکتیو دیگري از پوAگاه یک  ن ، باشد آ

G  یکریخت : GI A B   با خاصیتo   

یک گروه Gوجود دارد. لازم است بدانیم که در آن 

  کند. عمل میAگسسته است که روي 

 Aرا یک فضاي هیلبیرت و  Hدر این مقاله هامانا 

را یک سیستم عملگري از  B H کند،  فرض می

                                                 
2- Approximately Finite Dimensional Algebra 

در این صورت  ,l G A  یکG سیستم عملگري

از   B H l G   است. بطوریکه  Gبا عمل  2

       , , , ,gf h f g h g h G f l G A   1

 
  

که در آن  ,f l G A  روي  B H l G 2 

H,کند، براي هر  چنین عمل می g G     داریم  

( ) ( ) .g gf f g     

 
یک سیستم Aهامانا نشان می دهد که اگر 

 اه عملگري انژکتیو باشد، آنگ ,l G AیکG

سیستم G انژکتیوGانژکتیو است و هر 

  باشد.  یک انژکتیو می عملگري

AFدر این مقاله ثابت می کنیم که G 

AFي جبرهاي نامتناهی البعد در رسته G 

همورد دارايGهاي کاملا مثبت جبرها و نگاشت

Gانژکتیو نمی باشند در حالیکه پوشAF G  
انژکتیو هستند. Gجبرهاي متناهی البعد 

Cکه اگر  کنیمهمچنین ثابت می G  جبر

پوش G، یا بطور هم ارزيGAکاملا منظم، 

C انژکتیو از یک G  جبر ساده اساسی

A،Wپذیر جدایی G  جبر باشد، آنگاهC G  

Cمجموع مستقیمبا  Aجبر  G  جبرهاي

  یکریخت است.Gمقدماتی

در نتیجه، چون  nK H هاAF G  جبر

AFه دانیم رست هستند و از آنجائیکه می G 

جبرها نسبت به مجموع مستقیم شمارا بسته است. 

Cبنابراین  G جبر بدست آمده بایدAF G  
دهیم که  جبر باشد. سرانجام در بخش آخر نشان می

Cاگر  G پذیر پست جبر ساده اساسی جدایی 

  یمینال باشد، آنگاه لیمینال است.ل 
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AFپوش انژکتیو  -2 G جبرها  

C: 1- 2تعریف  G جبرA  راAF G  

دنباله  3جبر خوانیم اگر و فقط اگر آن حد استقرائی

Cاز  شمارا G .جبرهاي با بعد متناهی باشد  

Cدر حقیقت  G  جبرA  یکAF G  

جبر است اگر دنباله صعودي  n n
A



1
زیر Gاز  

جبرهاي با بعد متناهی موجود باشد به طوري که 

m
n

A A





1
. واضح است که این با  تعریف بالا 

Cارز است. زیرا  هم G هاي با بعد متناهی  جبر

AFپذیر هستند، لذا  جدایی G  ها جدایی  جبر

  پذیر هستند.

  

Cاگر : 2- 2ملاحظه  G جبرA پذیر  جدایی

AFگاه نباشد، آن G  جبرA حد مستقیم 

Cدلخواه از  G البعد از  هاي متناهی زیر جبر

A .است  

گردایه   ,n n n
A 



1
 4ه مستقیمرا در یک دنبال 

Cاز  G   جبرها خوانیم اگر به ازاي هرn1 ،

nA هاC G   جبر و:n n nA A  1  ،ها

G همریخت باشند. اغلب بدین ترتیب نشان

  م که دهی می

....A A A    1 2 3
1 2 3  

  

حد استقرایی  lim ,n n
x

A A 


  ازC G 

AF، یکnAجبرهاي با بعد متناهی  G  جبر

  است. 

  

C: 3- 2مثال G  جبر  ,C 0 1، AF G 

جبر نیست. چون  ,0 گاه تنها  همبند است، آن 1

                                                 
3- Direct Limit 
4- Direct Sequence 
 

Cتصویر روي  G   جبر  ,C 0  1و  0، 1

زیر جبر با Cهستند، در نتیجه تنها داراي دو 

بعد متناهی   و  در  ,C 0 وجود دارد. از  1

Cاین رو  G  جبر  ,C 0 تواند بستار  نمی 1

Cاجتماع این دو  G   زیر جبر باشد. پس

  ,C 0 1،AF G .جبر نیست  

  

: 4- 2مثال  K H ،C G   جبر عملگرهاي

پذیر  فضاي هیلبرت جدایی Gفشرده روي 

AFنامتناهی البعد یک  G  جبر با بعد

کنیم  متناهی است. فرض می نا k k
e



1
هاي  پایه

یک  nPو  Hفضاي هیلبرت  Gیکه متعامد در 

تصویر به روي فضاي تولید شده از بردارهاي 

 , , ,... ne e e e1 2   باشد.  3

دهیم  قرار می n n nA P K H P  و فرض

n: کنیم می n nA A  1 ،G نگاشت شمول

nباشد، در این صورت  nA1  شاملG

است و  Hعملگرهاي با رتبه متناهی روي 

 K H د استقرایی حC G  جبرهايnA 

  باشند. می

  

: 5-2مثال    K H CI B H   یک

AF G   جبر است، که در آنC  مجموعه

ي  یک دنبالهnpکنیم  اعداد مختلط است. فرض می

ها با خاصیت  صعودي از تصویر nrank p n ،

نگاشت همانی  Gبطوریکه همگراي قوي به 

  است. گیریم

 n n n n nA CP p K H p C M   
 

  

nدهیم  نشان می nA1  در K H CI  چگال

متعلق x، به ازاي هر nAاز تعریف  است. با استفاه

عملگرهاي با رتبه Gمجموع یک  nA ،xبه 



  52                        1402 اردیبهشتو  فروردین، چهل یکمهم، شماره نهاي نوین در ریاضی/ سال / پژوهشرانکاهمو  يمحمود یعل
 

 

 

نگاشت همانی است. Gمتناهی و یک مضربی از 

ز این رو داریما nA K H CI .  

هاي با  عملگرGدانیم  رعکس، همانطور که میب

رتبه متناهی در  K H  چگال هستند و چون

ee1...ترکیب متناهی از  چگال هستند،  Hدر  2

لذا داریم   n
n

K H CI A


  
1

. با این توضیحات 

nشود که  ثابت می
n

A A



1

 این بدین معناست .

AFیک  Aکه  G   جبر است و K H CI 

Cاجتماع شمارا از دنباله صعودي G  زیر

هاي با بعد متناهی  جبر nA n 1  ازA که هر ،

nA باشد، است. شامل عضو یکه می  

Aقرار دهیم  Ce بطوریکه ،....A A A  1 2 ،

nگاه  آن
n

A A





1
  یکAF G  جبر یکدار

  خواهد بود.   Aعضو یکه eاست و 

گیریم 
n

n

A A



1

و 
n

n

B B



1

AFهر دو   G 

جبر باشند، در این صورت  n n
n

A B A B


  
1

 

و  n n
n

A B A B


  
1

AF، هر دو  G 

دهد که رسته  جبر هستند. این نشان می

AF G  جبرهاGهاي کاملا مثبت،  ریخت

نسبت به مجموع متناهی و ضرب تانسوري بسته 

است. در ضمن اگر 
n

n

A A



1

Gیک  و  

Cبتوي  Aریخت از  G جبرB   باشد. چون

xبراي هر  A ، x x نگاه ، آ

 n
n

B A



1

Cترتیب چون   . بدین G 

Cگاه  متناهی البعد هستند، آن nAجبرهاي  G 

هاي  زیر جبر n nB A ازB البعد  نیز متناهی

را به عضو واحد  Aعضو واحد  ون هستند و چ

B کند، از این رو  تصویر میB یکAF G 

  جبر است.

  

AFهر  :6- 2گزاره  G  جبر یکدار یک

C G متناهی است.  جبر  

AFیک  Bکنیم که  فرض می اثبات. G  جبر

bیکدار و  B  یک ایزومتري دلخواه باشد. چون

B 3.4، قضیه 5با استفاده از [ پذیر است، جدایی ،[

C G  زیرجبري مانندA  ازB  وx A 

bوجود دارد به طوري که  x  . در این 1

  حالت خواهیم داشت:

b x b b b x b b x       1
 

  

bدهد که  این نشان می x  درB  معکوس پذیر و

xپذیر چپ است. بنابراین  معکوس xبعلاوه،  x 

xپذیر خواهد شد. لذا  معکوس x  درA بدلیل ،

Cپذیري، در  سموروثی بودن معکو G 

 xپذیر است. و این یعنی  زیرجبرها نیز معکوس

است. اما همانطور که  Aپذیر چپ در  معکوس

با بعد متناهی است و این هم ارز است Aدانیم می

 B، بالاخره در Aپذیر در  معکوس xبا اینکه 

bاست. چونکه  b 1 لذا باید .b b 1  باشد و

یکانی است. از این رو با  bدهد که  این نشان می

]، اگر هر ایزومتري در 1.4گزاره  ،5ه از [استفاد

C G جبرA گاه  یکانی باشد، آنC G 

یک  Bمتناهی است. در نتیجه  Aجبر 

C G اهی است.جبر متن  

  

دانیم و هامانا نشاد  همانطور که می: 7- 2ملاحظه 

Cانژکتیو هر  پوشGداده است،  G  جبر

Cمشمول در رسته  G هاي  جبرها و نگاشت

  همورد است.Gخطی کاملاً مثبت 

  

C :8- 2تعریف  G  جبر از یکAF G 

  پوش انژکتیو نامیم اگر و فقط اگر Gرا  جبر
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 GI A ،G انژکتیو باشد و تنها نگاشت خطی

همورد  Gکاملاّ مثبت    : G Gf I A I A 

|بطوریکه  A Af id  است، نگاشت همانی GI A
id 

.،5اکنون با توجه به گزاره [ باشد. . .IV 2 1 7 ،[

AFخواهیم ثابت کنیم که همه  می G برها ج

G.انژکتیو از بعد متناهی هستند 

  

Cدر رسته  :9- 2قضیه  G  جبرها و

همورد، Gهاي خطی کاملاً مثبت  نگاشت

AF G  جبرهايG انژکتیو، متناهی البعد

  ند.هست

AFیک  Aفرض کنیم  اثبات.  G  جبر

،5با استفاده از [ Aانژکتیو باشد. آنگاه 

. . .IV 2 1 7 ،[AW G  جبر است. از طرف

AFیک Aدیگر، چون  G  جبر است، پس

داریم 
nn

A A



 1

متناهی البعد nA. چون هر 

یک Aها شماراست، لذا nAاست و گردایه 

AW G  باشد. حال، یک  پذیر می جداییجبر

C G  زیرجبر آبلی ماکزیمال یکدار از

AW G  جبرA  بصورت C X  است که

یک فضاي به شدت ناهمبند فشرده  Xدر آن 

پذیر است، بنابراین  جدایی Aاست. چون  C X 

باید  Xکند  پذیر است. این ثابت می نیز جدایی

پذیر  دانیم که هر فضاي متري پذیر باشد و می متري

 Xو بشدت ناهمبند باید گسسته باشد. در نتیجه 

متناهی است و از این نتیجه خواهد شد که 

 A]، 12متناهی البعد است. حال، با استفاده از [

  شود. نیز متناهی البعد است و حکم ثابت می

  

AFانژکتیو یک  پوش :10- 2نتیجه  G  جبر

AFتواند یک  نامتناهی البعد، نمی G  جبر

AFباشد. زیرا اشیاء انژکتیو در رسته  G  

همورد  Gهاي خطی کاملاً مثبت  جبرها و نگاشت

  متناهی البعد هستند. 

دانیم که آیا اشیا انژکتیو در رسته  در این مرحله نمی

AF G هاي خطی کاملاً مثبت  جبرها و نگاشت

G همورد بایدAW G  جبر باشند یا خیر؟  

دانیم که آیا رسته همه  همچنین هنوز نمی

AF G ها)  پذیر جبر (حتی شامل غیر جدایی

  انژکتیو اشیاء خود هستند یا خیر؟  پوش Gشامل 

  

AFهاي اساسی  آل ایده - 3 G  جبرها  

پایا Gهدف ما در این بخش، بحث روي مفهوم 

AF 5آل اساسی ایده G  جبرهاست. نشان

AFدهیم براي هر  می G    جبرساده اساسی

هاي اساسی  آل بهتر است مطالعات را روي ایده

  لیمینال متمرکز کنیم.

Cاز  Iپایاي Gآل  ایده G  جبرA  را

پایاي غیر Gآل  اساسی خوانیم اگر براي هر ایده

 داشته باشیم Aاز  Kصفر  .K I  بطور  0

aهم ارزي براي هر  A  اگرaI 0گاه  ، آن

a 0اساسی لزوماً غیر صفر هستند.  هاي آل . ایده  

  

فضاي هاسدورف Gیک  Y) اگر 1(: 1-3مثال 

گاه براي هر زیر مجموعه  و موضعاً فشرده باشد، آن

Xچگال باز  Y ، I C X 
آل  تنها ایده 

Cپایا از Gاساسی  G  جبر C Y
  است. 

AWیک  A) فرض کنیم 2( G جبر نوعI 

آل  گاه ایده ، آن باشد Aیک تصویر آبلی از  Pو 

I p آل اساسی  یک ایدهG پایا درA  .است  

  

C :2- 3تعریف G  گوییم 6جبر ساده اساسی

ایاي بسته پGآن اساسی  اگر  داراي هیچ ایده

  سره نداشته باشد.

Cبطور آشکارا هر  G  جبر ساده یک

C G  جبر ساده اساسی است. اما همانطور که

                                                 
5- Essential Ideal 
6- Essentially Simple 

 C X
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شود عکس این موضوع درست  در مثال زیر دیده می

Cاگر  نیست. G  جبرA  یکدار نباشد، آنگاه

جبر ضربی Gهیچ یک از  GM A  و کمترین

،7تقسیم GA C M A  ،G ساده اساسی

آل  داراي یک ایده Aنیستند. زیرا در هر دو حالت، 

باشند. از آنجایی  پایاي بسته سره میGاساسی 

C*که ما در این رساله با  G هاي  جبر

پذیر سر کار داریم، حالت قبلی چندان نمونه  جدایی

ي نیست، زیر  قابل توجه GM A  معمولاً در حالت

. با این حال پذیر نیست العبد جدایی نامتناهی

   K H CI B H   یک نمونه خوبی از

*C G  جبرهاي غیر ساده اساسی جدایی پذیر

  اشاره شده است.  5-2است که در مثال 

  

C) 1(: 3- 3مثال  G البعد  هاي متناهی جبر

G.فرض کنیم  ساده اساسی هستندB  یک

C G  البعد و  جبر متناهیI آل  یک ایده

 Bباشد. در این صورت  Bپایا در Gبسته 

هاست و از  جبر ماتریس مجموع تقسیم متناهی از

هاي کامل ساده هستند،  جائیکه جبر ماتریس آن

  داراي یک مجموع مستقمی از زیرخانواده Iگاه  آن

گاه  غیر بدیهی باشد، آن Iحال اگر  متناهی است.

ت، وجود دارد. یک نیس Iیک جمعوند کامل که در 

در این جمعوند کامل را انتخاب و  aعضو غیر صفر 

باشد. بطور واضح  Bکنیم یک عضوي  فرض می

aI 0 در حالیکه ،a 0دهد که  . این نشان می

I تواند اساسی باشد. نمی  

) در حالت کلی، هر مجموع مستقیم از 2(

C G هاي ساده (با بیش از یک عامل اما  جبر

Gغیر ساده)، با همان استدلال در مثال بالا، 

  ساده اساسی است. 

                                                 
7-Minimal Unitization 

پایاي دو طرفه در Gآل  دهیک ای Iفرض کنیم 

AF G  جبرA  آنگاهI  نیز یک

AF G  :جبر خواهد بود. و داریم  

 n
n

I I A



1

 
 

  

که در آن  n
n

A A



1

  و هرnA ،C G  زیر

  با بعد متناهی است.  Aهاي از  جبر

بهتر آن است که بتوان از توصیف فوق بعنوان 

براي  8توصیف جایگزین با استفاده از نمودار براتلی

AFهر توصیف  G  هاي ساده اساسی  برج

استفاده کرد. همچنین بهتر است یک توصیف از این 

AF G آل اساسی بسته سره  ها با یک ایده جبر

منحصر به فرد ( شبیه حالت: کمترین تقسیم) 

AFداشته باشیم. در نهایت براي  G هاي  جبر

هاي  آل ایده ساده غیراساسی، بهتر است که روي

پایاي مینمال اشراف داشته باشیم. Gاساسی 

W G  جبر B H پوش انژکتیو ،AF G 

جبر  K H قضیه 2اي از قضیه [ است. ما نتیجه ،

را بعنوان یک  Gروه گسسته ] را زمانی که گ2-2

کنیم، براي نشان دادن اینکه  عمل وارد قضیه می

*C G جبر K Hتنها   و مجموع مستقیم آن

اي ممکن است  مورد اساسی است که چنین پدیده

  رخ دهد، استفاده خواهیم کرد. 

  

Cیک  Aگر ا :4-3گزاره  G  جبر ساده

، فضاي کاملاْ منظم یکنوا Aپذیر و  اساسی جدایی

A  و( )GI A ،Gانژکتیو  پوشA  باشد، آنگاه

  هاي زیر معادلند: گزاره

)1 (A  یکW G  .جبر است  

)2 ( GI A  یکW G  .جبر است  

                                                 
8- Bratteli Diagram 
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)3 (A Gیم شمارا از یکریخت با مجموع مستق

هاي با فرم  جبر nK H باشد، که در آن  میnH 

  یک فضاي هیلبرت است. 

 اثبات:   1 پذیر است، پس  جداییA. چون 3

A پذیر  تب شمارشداراي زیر مجموعه چگال مر

]، A  ]16 است. در نتیجه با استفاده از گزار

با توپولوژي  Aهاي حالت محض از  مجموعه تابعک

پذیر است. چون  ضعیف ستاره ابرجدایی

پذیري دلالت دارد، لذا با  پذیري بر جدایی ابرجدایی

 nHبازاي هر  ،A]، 7، قضیه 15استفاده [

پذیر، با  جدایی n nB H  .یکریخت است

بنابراین چون  n nB H ،G ،انژکتیو است

  گاه داریم آن

   .n
n

I A A B H 
 

  

A ،W]، چون 3.1، لم11درنتیجه بنابه [ G 

Gآل اساسی  شامل یک ایده Aجبر است، پس 

در  Kپایا مانند  nn
B H باشد، از این رو  می

  داریم

   .n n
n

n

K H A B H  
 

  

یک جبر ساده است  Aبنا به فرض، چون  از طرفی

و  n nK H باشد، پس داریم  نیمال می می  

 .n nA K H 
 

  

   3 . چون 2 n nA K H  بنابراین با .

  ]، 1.2.1، لم1توجه به [

    
  

 

G G n
n

G n
n

n
n

M A M K H

M K H

B H

 








 

  

دهد  و این نشان می   loc
G GM A M A ،

W G  جبر است. لذا کاملاً یکنوا است و بنا به

  ]، 2.1، گزاره 2[

   lo
G

c loc
GM A M A A 

 
  

A ،Wدهد  که این نشان می G  جبر است. از

ی با توجه به اثبات طرف   1  A، چون 3

در نتیجه  ضرب مستقیم از عوامل انژکتیو است، 

دانیم که  انژکتیو است. اما می GA I A که با .

نیمال انژکتیو بودن  توجه به می GI A خواهیم ،

داشت  GI A ،W G  .جبر است  

   2 C. چون 1 G یکنوا   زیر جبر بسته

Cنیومن  –از یک فان G  جبر است، لذاA ،

W G باشد. جبر می  

  

Cیک  :5-3نتیجه  G  جبر ساده اساسی

–پوش انژکتیو آن یک فانGپذیر که  جدایی

Cنیومن  G  جبر باشد، لزوما یک

AF G .جبر است  

 

Cلیمینال و پست لیمینال  - 4 G جبرها  

Cحال ما از  G و پست 9لیمینال جبرهاي 

10Cلیمینال G  جبر در مفهومG پوش

هایی از  انژکتیو استفاده خواهد کرد. مثال

AF G لیمینال هستند اما  جبرهایی که پست

هایی که پست  ل نیستند و همچنین مثاللیمینا

  لیمینال نیستند، وجود دارند. 

  

Cیک  Aفرض کنیم  :1-4تعریف  G  جبر

  باشد.

                                                 
9  - Liminal 

10- Post Liminal 
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)1 (C G  جبرA  را لیمینال گوییم اگر

   A K H   که در آن ,H  یکG

است، (بطور هم  Aناصفر از  11پذیر نمایش تحویل

ارزي    A K H .(  

)2 (G G  جبرA لیمینال نامیم اگر  را پست

   A K H   که درآن ,H   یک

است، (بطور هم  Aنمایش تحویل پذیر نا صفر از 

ارزي    K H A .(  

هاي  و جبر 12CCRهاي لیمینال را  جبر

GCR13 )Cلیمینال را  پست G  نوع  جبرI (

C G نامند. مفهوم  جبر نیز میC G 

نیومن اشتباه  –فانGهاي  نباید با جبر Iنوع 

یومن لزوماً ن-فانGهاي  گرفته شود، زیرا جبر

C G .جبر نیستند  

Cهر  G  جبر لیمنیال بطور واضح

لیمینال است، اما برعکس ممکن است درست  پست

  نباشد. 

  

C) هر 1(: 2- 4مثال  G  جبرA ،آبلی

کنیم.  ت این چنین عمل میلیمینال است. براي اثبا

کنیم  فرض می ,H  پذیر  یک نمایش تحویل

باشد، آنگاه Aناصفر از  A C   . بعلاوه، 1

آبلی است،  Aچون    A A   از این رو .

 A C  یک بعدي است.  H. در نتیجه 1

چون  A  داراي هیچ زیرفضاي برداري پایاي

غیربدیهی نیست، لذا    A K H  پس .

C G  جبرA .لیمینال است  

Cیک  Aکنیم ) فرض 2( G   جبر

لیمینال است. براي  Aگاه  البعد باشد، آن متناهی

اینکه اگر  ,H  پذیر غیر  یک نمایش تحویل

                                                 
11  - Non-irreducible G-representation 

12- Completely Continuous Representation 
13- Stands for Generalized CCR 

در غیر صفر گاه براي هر برا باشد، آن Aصفر از 

x H  داریم H A x  لذاH متناهی  

  البعد است و بنابراین

     . A K H B H    

  

-6- 1، قضیه 16دانیم با استفاده از [ همانطور که می

C] هر 5 G  زیر جبر از یکC G  جبر

لیمینال و خارج قسمت آن نیز لیمینال است. 

I] اگر 5-6- 2، قضیه 16همچنین با استفاده از [

Cپایا دریک Gآل بسته  یک ایده G  جبر

A گاه  باشد، آنC G  جبرA پست لیمینال

و  Iاست اگر و فقط اگر 
A

I
  لیمینال باشند. پست 

  

، Gبا عمل گروه   ،14Tجبر توپلیتز :3-4مثال 

آل  لیمینال است، اما لیمینال نیست. چون ایده پست

 :K K H جایی که خارج  جابجایی است و از آن 2

Tقسمت

K
 ، یکریخت با C   است، که در آن

 ;C    1  است. پس/T K  آبلی

است. لذا 
T

K
مینیمال است. از این رو  

 :K K H Tو 2

K
پست لیمینال هستند.  

]، 5- 6-2، قضیه 16بنابه قضیه [ Tبنابراین 

لیمینال نیست، زیرا Tلیمینال است. بعلاوه،  پست

G نمایش همانی ازT  در H T2 پذیر  تحویل

  البعد نیست.  است اما متناهی

  

C :4-4مثال  G  جبر K H ،AF G 

نمایش همانی، تنها Gجبر لیمینال است. زیرا 

Gپذیر ناصفري است که به طور  نمایش تحویل

پذیر ناصفر از  نمایش تحویلGیکانی با هر 

 K H  روي فضاي هیلبرتH  هم ارز است و

                                                 
14- Toeplitz Algebra 



AFپوش انژکتیو G 57                                                                                                                              جبرها 
 

   

چون  K H C  آنگاه ،1   , ,H H i  .

بنابراین  K H .لیمینال است  

AFطرف دیگر  از G  جبر یکدار

   K H CI B H   لیمینال نیست. اما

Gبینیم که  است. ابتدا، می لیمینال پست

البعد تنها نمایش  پذیر متناهی هاي تحویل نمایش

Cپذیر از  تحویل G  جبر لیمینال یکدار

 A K H CI   است. براي اثبات این، فرض

کنیم  می ,H  یکG پذیر  نمایش تحویل

نمایش Gگاه  باشد، آن Hروي  Aناصفر از

 ,H  است. پس  15ناتبهگون  Hid 1 در .

نتیجه،    Hid A K H آن فشرده است  . لذا

و  dim H   حال گیرم که .H  یک فضاي

Cگاه  البعد باشد، آن هیلبرت نامتناهی G  جبر

A یکدار و شامل ،Gپذیر ناصفر  نمایش تحویل

لبعد است. این بدان معناست که ا نامتناهی ,H  ،

G نمایش همانی رويH .از این رو  استA 

لیمینال است. زیرا  لیمینال نیست، در حالیکه پست

 K H  و
 
A

C
K H

 ،C G هاي  جبر

  لیمینال هستند. لیمینال و لذا پست

Cواضح است که اگر  G  جبرA 

یک  Aگاه  لیمینال ساده باشد، آن پست

C G است. چون  جبر مقدماتیA  پست

لیمینال است، پس    K H A از طرفی .

گاه  ساده است، آن Aچون  A  نیز ساده خواهد

Gیک بود. در نهایت با استفاده از اینکه 

ناپذیر ناصفر است، داریم  نمایش تحویل   K H A .

Cاما اگر یک  G مقدماتی یکدار باشند،   جبر

Cیک  Aگاه  آن G البعد است و  هی جبر متنا

ابراین یک بن ].1- 4-2، قضیه 16برعکس [

C G البعد پست جبر ساده یکدار نامتناهی 

                                                 
15  - Non-degenerate G-representation 

لیمینال  پست Aلیمینال نسیت. براي اینکه اگر  

باید  مقدماتی  Aساده است پس  Aباشد، چون 

فضاي مقدماتی یکدار دانیم که هر  باشد. اما ما می

البعد است. براي مثال هیچ یک از  متناهی

UHF G پست لیمینال نیستند.  16ها جبر

البعد  یک فضاي هیلبریت نامتناهیHاگر   بویژه

17گاه جبر کالکین پذیر باشد، آن جدایی 
 

B H

K H
 

Cز یک مثال ساده ا G هاي ساده است،  جبر

دهد  لیمینال نیست. و این نشان می که پست

 B H لیمینال نیست.  پست  

  

Cیک  :5-4قضیه  G لیمینال  جبر پست

  پذیر لیمینال است.  ساده اساسی جدایی

Cیک  Aفرض کنیم  اثبات: G   جبر

پذیر باشد. چون  لیمینال ساده اساسی جدایی پست

A 10گاه با استفاده از [ لیمینال است، آن پست ،

AWیک  A] 6- 6قضیه  G  جبر نوعI 

AWاست و چون هر G  جبر از نوعI ،

G ،انژکتیو است. لذا خواهیم داشت A I A .

داراي  A]، 3-1، قضیه 3حال با استفاده از [

است. اما  Iپایا لیمینال مانند Gآل اساسی  ایده

Iساده است. پس  Aچون  A  و این نشان

 لیمینال است. Aدهد که  می

  

                                                 
16  - G -UHF-algebra 

17- Calkin Algebra 
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