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  چکیده

در یک گراف دیسک واحد دو رأس مجاورند اگر با متر اقلیدسی دو بعدي فاصله بین آنها کوچکتر یا مساوي یک 

دهیم. اندازه نشان می α(G)را عدد استقلال گفته و با  Gباشد. اندازه مجموعه مستقل ماکسیمال در یک گراف 

م. دهینمایش می γ�(G)گفته و با د میرا عدد احاطه گر همبن Gمجموعه احاطه گر همبند مینیمال در گراف 

واضح است اگر فاصله بین دو گره از یک گراف دیسک واحد بیشتر از یک باشد آن دو گره مسقل هستند. یک زیر 

 	Sیا عضو مجموعه  Gشود اگر هر راس از گراف ها در یک گراف مجموعه احاطه گر نامیده میاز راس 	Sمجموعه 

گر همبند است اگر یک زیر گراف همبند القا کند. یک باشد یا با عضوي از آن مجاور باشد. یک مجموعه احاطه

سیم جهت بهبود ارتباطات و هاي سنسور بیگر همبند اغلب به عنوان یک دکل مجازي در شبکهمجموعه احاطه

ی بهتري دارد. با این حال محاسبه یک شود. واضح است که دکل مجازي کوچکتر کارایکارایی یهتر استفاده می

سخت است. از طرفی ارتباط بین اندازه مجموعه مستقل - NPمجموعه احاطه گر همبند مینیمال همچنان 

بسیار اهمیت دارد. هدف اصلی این مقاله  Gگر همبند مینیمال در یک گراف ماکسیمال و اندازه مجموعه احاطه

لال وابسته به عدد احاطه گر همبند براي یک گراف دیسک واحد است. بهبود بخشیدن به کران بالاي عدد استق

  ایم.بعلاوه ما کران بالاي موجود تا کنون را بهبود داده

 -مجموعه مستقل ماکسیمال - گراف دیسک واحد –عدد استقلال  -مجموعه احاطه گر همبند هاي کلیدي: واژه
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 مقدمه و پیش نیازها - 1

  باشد.یک دیسک واحد یک دیسک با قطر یک می

�گراف  = (�, یک گراف دیسک واحد نامیده  (�

,�)�شود اگر نامساوي می �) ≤ منجر به مجاور  1

شود. اکر شعاع ارتباطی همه  	�و�شدن دو راس 

سیم با ها یکسان باشد شبکه سنسور بیدیسک

شود. براي هر رأس گراف دیسک واحد مدلسازي می

  �ناحیه همسایگی �از گراف دیسک واحد  �

�disk  نماد دیسکی به شعاع یک است که با
نشان �

شود. واضح است که چنانچه فاصله دو راس داده می

یک بیشتر از یک باشد آن دو راس مستقل هستند. 

ها در یک گراف مجموعه از راس 	Sزیر مجموعه 

یا  Gشود اگر هر راس از گراف گر نامیده میاحاطه

باشد یا با عضوي از آن مجاور  	Sعضو مجموعه 

باشد. یک مجموعه احاطه گر همبند است اگر یک 

گر گراف همبند القا کند. یک مجموعه احاطه زیر

هاي عنوان یک دکل مجازي در شبکههمبند اغلب به

سنسور بی سیم جهت بهبود ارتباطات و کارایی بهتر 

شود. واضح است که دکل مجازي استفاده می

کوچکتر کارایی بهتري دارد. با این حال محاسبه 

 گر همبند مینیمال همچنان یکیک مجموعه احاطه

  سخت است.- NPمساله 

  

  کارهاي گذشته -2

ثابت کردند که مسأله  [1] و همکارانش کلارك

���محاسبه   ‐مسأله یک ���3در  ���2

براي اولین  [2]و همکارانش  4وان .سخت است ��

���بار دریافتند که براي محاسبه  ���   

اي الگوریتمی با پیچیدگی زمانی چندجمله توانمی

 هاي مختلفی توسطیافت. در این راستا الگوریتم

). تقریبا تمام [4] و[2] و[3] محققان طراحی شدند (

در گام اول براي  .دو گامی هستندها این الگوریتم

و در  شودتعیین می ���5گراف داده شده مجموعه 

به  ��� بهرأس از گراف  گام دوم با افزودن چند

MIN  یک CDSیابیم. براي تحلیل دست می

در مقایسه با   α(G)اطلاع از چنین الگوریتم هایی

γ�
(�)

 و 6اهمیت دارد. این موضوع مهم را داي 

 با اثبات مطلب زیر نشان دادند. اگر [5]همکارانش

(�)αگرافی باشدکه نا مساوي  � ≤ ���
(�)
+ � 

آن صدق  ەعدد استقلال و عدد احاطه کنند در مورد

کند، آنگاه مجموعه احاطه کننده همبند گراف 

  حداکثر بصورت زیر خواهد بود:

(a+ 2 + ln(a 1))γ�
(�)
+ b + b 1  

  

 همین دلیل تحقیقاتی نظري در این ارتباط به

به  [2] اهمیت بیشتري یافت. ابتدا وان و همکارانش

حداکثر  استناد به اینکه همسایگی هر رأس می تواند

  ). 1نقطه مستقل باشد (شکل  5شامل 

  

 
      4     3     2 نقطه مستقل باشد 5تواند حداکثر شامل ¬: همسایگی هر رأس می1شکل 

5
      6  

                                                 
2 Minimal connected dominating set 
3 Unit disk graph 
4 Wan 
5 Maximal independent set 
6 Dai 
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  :اولین تقریب را به صورت زیر ارائه دادند

α(�) = 4��
(�)
+ 1    

گراف دیسک واحد [2] در ادامه وان وهمکارانش 

تساوي  آنهاهمبندي را دسته بندي کردند که در 

  ).2(شکل  کردزیر صدق می

α(�) = 3��
(�) + 3  

 

هاي متعدد دیگراز گراف دیسک اما بر اساس مثال

  شد: واحد نامساوي زیر به عنوان یک حدس مطرح

α(�) ≤ 3��
(�) + 3  

 
لم زیر را اثبات چهار  [6] و همکارانش  7سپس وو

  :کردند

حداکثر شامل  UDGناحیه همسایگی هر یال در  )1

 ).3هشت رأس مستقل است (شکل 

بر مرز حاصل از تلاقی دایره به شعاع واحد،   )2

را  دایره میتوان مماس کرد که یکدیگر 7حداکثر 

 .قطع نکنند

در هر گراف دیسک واحد،یک مینیمم درخت  )3

از  مولد چنان وجود دارد که هر رأس آن حداکثر

 .درجه پنج است

هر درخت با حداقل سه رأس، یک رأس غیر   )4

مجاور  برگ دارد که با حداکثر یک رأس غیر برگ

و سپس ثابت کردند که در هر گراف دیسک . است

 نامساوي به صورت زیر برقرار است: �واحد 

α(�) ≤ 3.8��
(�)
+ 1.2  

  

ایده  [3]در ادامه این تحقیقات وان وهمکارانش 

 دیگري براي اثبات کران بهتر یافتند. آنها چینش

نقاط مستقل در همسایگی ستاره را مورد مطالعه 

که هر  قرار دادند. ابتدا به این موضوع توجه کردند

هاي غیر بدیهی افراز توان به ستارهدرخت را می

مستقل  نمود و سپس کران بالایی براي تعداد نقاط

ها یافتند و به این ترتیب واقع در همسایگی ستاره

صدق  ��� نتیجه گرفتند که نامساوي زیر در هر 

  کند:می

α(�) ≤ 3
�

�
��
(�)
+ 1  

  

  

 
  نقطه مستقل را شامل شده است 18واحد که رأس گرافی دیسک 5: همسایگی 2شکل 

  

 
    واحد با فاصله حداکثر یک: دو رأس مجاور از گراف دیسک3شکل 

7   

                                                 
7 Wu 
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 [7]و همکارانش  8نامساوي زیر نیز حاصل تلاش لی

هندسی  باشد که با استفاده از یک روش خلاقانهمی

و محاسباتی نه چندان پیچیده به این مهم دست 

  .یافتند

α(�) ≤ 3.4306��
(�)
+ 4.8185  

 

  نتیجه اصلی - 3

در این مقاله ما با اصلاحی بر روش ارایه شده در 

  صورت زیر را ثابت کران بالاي بهتري به [7]

  کنیم:می

α(�) ≤ 3.4013��
(�)
+ 4.7607   

  

شش  [7]در واقع به جاي دوایر استفاده شده در 

گیریم. ابتدا هاي محیط بر آنها را در نظر میضلعی

مساحت تمام  ;به درستی و با یک روش هندسی

گر همبند را ها در یک مجموعه احاطهرافدیسک گ

کنیم به طوریکه درخت پوشا از مجموعه محاسبه می

ها یک ستاره با حداقل دو گره است. سپس آن گره

هاي کوچک با ما از یک شش ضلعی بجاي دیسک

  ). 4کنیم (شکل استفاده می 0.5شعاع 

  در نظر  ����در  �و  �دو دیسک به مراکز 

بوده و  1.5گیریم به طوریکه هر دو داراي شعاع می

max ���و������� = کنیم فرض میباشد. می 1

دو راس از راس هاي یک گراف دیسک واحد  �و �	

هاي هایی به شعاعبا فاصله یک از هم باشند. دایره

اي به مرکزیت وسط کنیم. دایرهرسم می 1و 1.5

مساحت کنیم. رسم می �و  �پاره خط واصل 

نشان  Sرا با  	1.5هاي به شعاعمحصور شده به دایره

  ).5کنیم (شکل داده و بصورت زیر حساب می

  

  

 
  : استفاده از شش ضلعی محیطی به جاي دوایر4شکل 

  

 
   �و  �و به مرکز   5/1و  1: دوایر به شعاع  5شکل 

8
  

                                                 
8 Li 
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 و 0.3535معادل ���الزاویه مساحت مثلث قایم

مساحت  و 2.1500معادل  ���مساحت قطاع 

خواهد بود.  0.6380قسمت هاشور خوررده معادل 

  داریم: و نهایتاً

S = 4π 4(0.6380) = 10.0140  
  

هاي شکل دایره �cو �cکنیم فرض می :1- 3نتیجه

مساحت  �Sکنیم باشند وفرض می 1.5به شعاع 

C� C� :باشد در اینصورت داریم  

S� = 10.0140 π(1.5)� = 2.9456  
  

مساحت شش ضلعی محیط بر دایره اي به  :2- 3لم

  معادل است با: 0.5شعاع 

6
(�.� (� �.� ����

�

�
�)

�
= 0.866  

  

نامساوي زیر   G در هر گراف دیسک واحد :3قضیه

  .برقرار است

α(�) ≤ 3.4013��
(�) + 4.7607  

 

بدیهی است که سطح دو بعدي ایجاد شده  برهان:

مشمول در سطح دو بعدي  �هاي گراف با دیسک

و مراکز  1.5هاي به شعاع ایجاد شده با دیسک �

قلال باشد. در این صورت عدد استمی MCDSرئوس 

تقسیم بر  � بایست از مساحتاین گراف می

اي به شعاع مساحت شش ضلعی محیط بر دایره
�

�
	 

 و لم 1-3مساوي شود. پس براساس نتیجه  کمتر

  :داریم 3-2

α(G) ≤
� �.������

(�)
��� �.����

�.���
=

3.4013γ�
� + 4.7607  

 

  گیرينتیجه - 4

-هاي هندسیما در این مقاله با استفاده از تکنیک

جبري توانستیم کران بالاي عدد استقلال را کاهش 

رود آیندگان نیز با تحقیق و مطالعه دهیم. انتظار می

  هاي مختلف این مهم را ادامه دهند.بتوانند از روش
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