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  چکیده

سازي استوار در ادبیات موضوع توسط محققین صورت گرفته  چند دهه اخیر توجه بسیار زیادي در بحث بهینه در

، لذا دراین هاي مهم مسایل برهم کنشی است ها از تکنیک است. از انجا که تکنیک ایپسلون قید در چند هدفه

ریزي کسري خطی چند  یک مسئله برنامه سازي استوار و مسایل چند هدفه، مقاله، با توجه به اهمیت بحث بهینه

گیریم. یک رویکرد بر  اي هستند را در نظر می هدفه را در حالتی که ضرائب توابع هدف داراي عدم قطعیت جعبه

هاي  هاي اپسیلون قید و چارنزکوپر براي مسئله کسري در حالت چند هدفه براي بدست آوردن جواب پایه روش

ریزي چندهدفه کسري  اهمیت ویژه در ادبیات موضوع است را براي مسئله برنامهکاراي ضعیف استوار که داراي 

دهیم. از تکنیک چارنز کوپر در تبدیل مسئله کسري به غیر کسري  خطی در حالت عدم قطعیت پیشنهاد می

دم را در حالتی که ضرائب تابع هدف متعلق به مجموعه ع UMOLFP استفاده کرده و در انتها همتاي استوار مدل

ریزي خطی نوشته و در انتها یک مثال عددي براي نشان  اي باشند را هم ارز با یک مسئله برنامه قطعیت جعبه

  .دهیمدادن کارایی رویکرد پیشنهاد شده ارائه می

- εاي، روش  سازي استوار، عدم قطعیت جعبه ریزي کسري خطی چند هدفه، بهینه مسئله برنامه هاي کلیدي: واژه

 .اراي ضعیف استوارقید، جواب ک

                                                 

    :msaraj@scu.ac.ir Email                                                                                                 دار مکاتبات:   عهده .*

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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 مقدمه - 1

اي از  شاخه (LFP) ریزي کسري خطی مسائل برنامه

ها تابع هدف  ریزي غیرخطی هستند که در آن برنامه

به صورت نسبی از دو تابع خطی است. روش تبدیل 

]، روش تابع هدف اصلاح شده 1متغیر چارنز کوپر [

]، 3]، روش گیلمور و گومور [2بیرتان و نواس [

هاي پیشنهاد شده براي حل  هایی از روش نمونه

  هستند. LFPمسائل 

اي از مسائل  ریزي چند هدفه، دسته مسائل برنامه

سازي چند تابع  سازي است که اقدام به بهینه بهینه

هدف به صورت همزمان روي یک ناحیه شدنی 

کند. اگر توابع هدف نسبت دو تابع خطی و  می

ئله ناحیه شدنی چند وجهی باشد آنگاه مس

 (MOLFP)ریزي کسري خطی چند هدفه  برنامه

شود. باتوجه به کاربردهاي بسیار مسائل  نامیده می

MOLFP هاي تولیدي، مالی و مهندسی و  در طرح

گونه مسائل مورد توجه بسیاري از محققین  ... این

هاي یافتن  قرار دارند. براي مطالعه در زمینه روش

] را 4-8[ منابع MOLFPهاي کاراي مسائل  جواب

  دهیم. پیشنهاد می

گیري،  ها به دلیل خطاي اندازه عدم قطعیت داده

ها یکی از مسائل مهم در  بینی و تخصیص داده پیش

ریزي  دنیاي واقعی است که اغلب در مسائل برنامه

  .]9شود [ نادیده گرفته می

رویکردهاي مختلفی در برخورد با عدم قطعیت 

ریزي  ]، برنامه10ادفی [ریزي تص ها مانند برنامه داده

  سازي استوار وجود دارد. ] و بهینه11, 12فازي[

سازي استوار یک رویکرد براي برخورد با عدم  بهینه

ها است که هدف آن تعیین جواب  قطعیت داده

هاي ممکن  اي است که به ازاي تمام حالت بهینه

  ]13- 16پارامترهاي غیرقطعی بهترین باشد. [

سازي خطی را براي یافتن  ه] مدل بهین17سویستر [

هاي  هاي بهینه استوار در حالتی که داده جواب

گیرند ارائه داد. بعد از  غیرقطعی در یک بازه قرار می

، برتسیماس و ، القاییتال و نمیروفسکی –آن بن 

هاي عدم قطعیت بیضوي و  ] مجموعه18-22سیم [

هاي  چند وجهی را مورد بررسی قرار دادند و مدل

توار هاي بهینه اس ی براي یافتن جوابمتفاوت

تال  –، بک و بن 2009پیشنهاد دادند. در سال 

] به بررسی دوگان همتاي استوار یک مسئله 23[

ریزي خطی در حالت عدم قطعیت پرداختند.  برنامه

] دوگان قوي را بین 24,25جیاکومار و همکاران [

همتاي استوار و همتاي بهینه دوگان ولف مسائل 

ماکس ثابت کردند. سان  ریزي کسري و مینی مهبرنا

] نشان دادند که براي مسائل 26و شاي استوار [

ریزي کسري خطی در حالت عدم قطعیت  برنامه

اي، همواره دوگان قوي برقرار است. لازم به ذکر  بازه

ریزي  است که تا کنون به طور مستقل مسائل برنامه

  کسري خطی چند هدفه بررسی نشده است.

، بازار بورس و تحلیل را در زمینه سود سهاماخی

سازي استوار  ها با استفاده از بهینه  پوششی داده

مقالاتی توسط پیکانی و همکاران مورد بررسی قرار 

  ].27- 29گرفته است[

در حالتی که ضرائب  MOLFPدر این مقاله مسئله 

اي تغییر  تابع هدف در مجموعه عدم قطعیت جعبه

گیرد و یک مدل  عه قرار میکنند مورد مطال می

  شود. ریزي خطی ارائه می برنامه

  دهی شده است: این مقاله به صورت زیر سازمان

در بخش دوم برخی تعاریف و مفاهیم اولیه 

ریزي خطی بیان  سازي استوار در مسائل برنامه بهینه

شود. در بخش سوم با استفاده از روش اپسیلون  می

تقلیل  LFPبه مسئله  MOLFPقید، مسئله 

ریزي خطی جهت بدست  یابد و یک مسئله برنامه می

آوردن نقاط کاراي ضعیف استوار در حالت عدم 

شود. در بخش چهارم یک  اي ارائه می قطعیت جعبه

مثال عددي جهت کارایی فرمول ارائه شده مطرح 

گیري  شود و در نهایت در بخش پنجم نتیجه می

  کنیم. می

  

  تعاریف و مفاهیم اولیه -2
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سازي استوار در مسائل  ر این بخش، رویکرد بهینهد

ریزي خطی و برخی از تعاریف و مفاهیم  برنامه

  دهیم. اساسی را ارائه می

زیر را در نظر  (LP)ریزي خطی  مسئله برنامه

  بگیرید:

)1(                                 ( ) min ,TLP c x  

. . , 1,..., ,

0,

T
i is t    a  x b i m

                    x

 




 

  

,ن که در آ n
i ic a   و n

ib  فرض .

) 1رقطعی مدل (پارامترهاي غی iaو  cکنید که 

هاي عدم قطعیت  در مجموعه و ترتیب باشند که به

  قرار دارند.  iUو  0Uمحدب و فشرده 

نوشته  به این صورت LPمسئله همتاي استوار مدل 

  :]9شود [ می

)2(              
0

( ) min max ,T
x c URC c x   

. .max ,

1,..., ,

0.

i

T
a U i is t a x b

       i m

       x

 





 

 

  

هاي  توزیع متقارن با داده cو  iaفرض کنید که 

0اسمی 
ia  0وc :به صورت زیر داشته باشند  

0 0 ˆ, ,i i ia a u       c c u    iA C  

  

  

iکه در آن 
A  وĈ ثابت آشفتگی در هاي  ماتریس  

iuو  uهاي اسمی و همچنین  پارامترهاي داده

  متغیرهاي تصادفی توزیع متقارن هستند.

  

. )]16اي [ مجموعه عدم قطعیت جعبه( 1–2تعریف 

اي با استفاده از نرم بی  مجموعه عدم قطعیت جعبه

صورت زیر توصیف نهایت بردار داده غیرقطعی به

  :)1شکلشود ( می

 
 , ,j i

U u u

     u u j J

 
  

    
 

  

پارامتر قابل تنظیم است و سایز  ن که در آ

 iJکند؛  مجموعه عدم قطعیت را کنترل می

هاي متغیرهایی است که داراي  زیرمجموعه اندیس

  ضرائب غیرقطعی هستند.

اي  مجموعه عدم قطعیت جعبه Uاگر مجموعه

متناظر با  (RLP)مسئله همتاي استوار  باشد آنگاه

  :]5) به صورت زیر است [1مدل خطی (

)3                                            (min ,   z  
0

0

ˆ. . max 0,

ˆmax ,

1,..., ,

0.

T

T

i i

T T
u

T T
i i iu

s t    c x u x z

        a x x b
i

        i m

         x

u









  

 





C
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  اي مجموعه عدم قطعیت جعبه: 1شکل 
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  با استفاده از نامساوي هولدر داریم:

1

ˆ ˆmax
i i

T T T
i i iu x x

iu


  A A  

  و

1

ˆ ˆmax .T T T
u u x x


  C C  

  

0xچون   ) ارز با مسئله  ) هم3لذا مدل

  ) است:4ریزي خطی مدل ( برنامه

)4                    (                         min    z  

0

0

ˆ. . 0,

ˆ ,

1,..., ,

0.

T

T

T

T
i i i

s t   c x c x z

      a x a x    b

     i m

      x

  

 





 

  که در آن 

   1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ,..., , ,..., .T T

n i i inc c c a a a  
 

 

با  UMOLFP فرمول همتاي استوار - 3

  استفاده از روش اپسیلون قید

هاي  در این بخش روش اپسیلون قید و تعریف جواب

ریزي  کاراي ضعیف استوار را براي یک مسئله برنامه

بیان  (UMOLFP)چند هدفه کسري غیرقطعی 

ریزي خطی بر پایه روش  کنیم و مدل برنامه می

اپسیلون قید جهت بدست آوردن نقاط کاراي ضعیف 

  دهیم. ارائه می UMOLFPر استوا

  زیر را در نظر بگیرید: MOLFP مسئله

)5        (                                      MOLFP  

1 2min ( ( ), ( ),..., ( )),

. . ,

p  f x f x f x

     s t     x X
 

  

  که در آن 

( ) ,

T
k k

k T
k k

c x
f x

d x





 

  و


.

| , 0,

1,..., .

n T
i iX x a x b x

        i m

   



 

  

,فرض کنید  ,T T T n
k k ka c d   و

, ,k k kb   همچنین فرض کنید که به ؛

) داشته 5در مدل ( xهاي شدنی  ازاي همه جواب

,0          باشیم: 1,..., .T
k kd x k p     

) به صورت 5مسئله اپسیلون قید متناظر با مدل (

  زیر است:

�MOLFP(ε�)�		                                  )6(  

min ,

. . ,

1,..., , ,

,

T
j j

T
j j

T
k k

kT
k k

c x

d x

c x
s t

d x

k m k j

    x X

 

 

 
 

 

 



 

  که در آن 

min ( ) max ( ).k k kf x f x    

  

) 5حال فرض کنید که ضرائب توابع هدف مدل (

پارامترهاي غیرقطعی باشند، در این صورت مسئله 

UMOLFP بندي  تواند به صورت زیر فرمول می

  :شود

(UMOLFP) )7(                                          

1 2min ( ( ), ( ),..., ( )),

. . ,

p      f x f x f x

        s t     x X
 

  که در آن 

( ) , 1,..., ,
T
k k

k T
k k

c x a
f x    k p

d x


 



 

 
 

  و


.

| , 0,

1,..., .

n T
i iX x a x b x

        m
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پارامترهاي غیرقطعی  kcو  kdفرض کنید

هاي عدم قطعیت  متناظر با مجموعه

; ,C D n
k k k  و k  پارامترهاي

A, هاي ا مجموعهغیرقطعی متناظر ب Bk k  

باشند و همچنین فرض کنید به ازاي همه 

) و 7هاي شدنی مدل ( جواب

( , ) D Bk k k kd     :داشته باشیم  

0, 1,..., .T
k kd x k p      

  

xجواب شدنی : 1- 3تعریف  X  را جواب

وییم و اگر تنها گ ) می7کاراي ضعیف استوار مدل (

x X ازاي هر وجود نداشته باشد به طوریکه به   

( , , , )k k k k k k k kc d        B C D A B  

  

  داشته باشیم:

( ) ( ), 1,..., .k kf x f x     k p    

صورت زیر به(��)RUMOLFP  همتاي استوار

  شود: تعریف می

)8                 (         (RUMOLFP(��)        

( , , , )

( , , , )

min max

. . max

,

, 1,..., , ,

j j j j j j j j

k k k k k k k k

T
j j

Tx c d
j j

T
k k
Tc d k k

k

c x

d x

c x
s t

d x

       x X k p k j

     

     









 

  

  

  

 

 

 

 

C D A B

C D A B

 

 

x*اگر  :2–3قضیه  X ) 8جواب بهینه مدل (

یک جواب کاراي  x*باشد، آنگاه Pبراي 

 ) است.7ضعیف استوار براي مدل (

x*کنیم  فرض می اثبات. X  جواب بهینه مدل

جواب کاراي  x*ولی P) به ازاي یک 8(

x̂) نباشد، در این صورت 7ضعیف استوار ( X

  وجود دارد به طوریکه:

*( ) ( ), 1,..., ,i if x f x     i p   

 
  این به آن معناست که براي همه  

( , , , ) ,B C D A Bi i i i i i i ic d         

  وجود دارد

( , , , ) ,B C D A Bi i i i i i i ic d           

  طوریکه: به

T T
i i i i
T T
i i i i

c x c x

d x d x

   


  

   

  
 

  

  بنابراین داریم:

( , , , )

*

*

ˆ
max

ˆ

,

C D A Bi i i i j j j j

T
i i
Tc d i i

T
i i
T

i i

c x

d x

c x

d x

     





  


 

  

 

 

 

 

 

i,...,1براي  p. 

  ) داریم:8، بر اساس قیود مدل (بنابراین

( , , , )

*

*

ˆ
max

ˆC D A Bi i i i j j j j

T
k k
Tc d k k

T
k k
T
k k

c x

d x

c x

d x

     

 



  


 

  

 

 

 

 

 

( , , , )

, 1,..., , .

ˆ
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ˆC D A Bi i i i j j j j

k

T
kk

Tc d kk

   k p    k j

c x

d x        


   

 

   

 

   

  

  ) داریم:8، مطابق تابع هدف مدل(از طرف دیگر

*

*

( , , , )

( , , , )

max

ˆ
max

ˆ

C D A B

C D A Bj j j

j j j j i i i i

j j j j j

T
j j

Tc d j j

T
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c x
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j,...,1براي  p .  
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 ε) به ازاي یک 8براي مدل ( x*که با بهینگی 

جواب کاراي ضعیف  x*تناقض دارد. بنابراین 

 است. UMOLFPتوار مدل اس

  کند. قضیه بعد بهترین نتیجه این مقاله را بیان می

  

در  UMOLFPهمتاي استوار مدل : 3–3قضیه 

حالتی که ضرائب تابع هدف متعلق به مجموعه عدم 

ریزي  اي باشند هم ارز مسئله برنامه قطعیت جعبه

  خطی زیر است:
0 0

0 0

0 0

0 0

ˆ ˆm in( ) ( )

. .

ˆ( ) ( ) 1,

ˆ ˆ( ) ( )
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T
j j j j
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j j j j
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k k k k

T
k k k k k

c c t
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d d y t

c c y t

d d t
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 )9(  

  که در آن 
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0 0
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i i i

i i i

i i i

i i i

, 

,

v v ,

,









    

    

  

    

C

D

A

B

C

D

A

B

 

  

i,...,1براي  p.  

) 7فرض کنید ضرائب توابع هدف مدل (اثبات. 

پارامترهاي غیرقطعی تعریف شده در فرض قضیه 

) با استفاده از 7باشند. مسئله همتاي استوار مدل(

تواند به صورت مسئله تک  پسیلون قید میروش ا

 به صورت زیر نوشته شود: LFPهدفه 

( , , , )

( , , , )

min max

. . max

,

, 1,..., , ,

j j j j j j j j

k k k k k k k k
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Tx c d j j
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  شود: که هم ارز مدل زیر می
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  ) هم ارز مدل زیر است:10مدل (
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0 0
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  کنیم: تعریف می

0 0

1
,

ˆ ˆ( ) ( )

.

T
j j j j

t
d d x

                        y xt


    



D B
 

  

) و تبدیل چارنز و کوپر 4با در نظر گرفتن مدل (

  رسد. رسیم و اثبات به پایان می ) می9به مدل (] 1[

  

  مثال عددي - 4

جهت توضیح روش ارائه در این بخش، مثال عددي 

هاي کاراي ضعیف  شده و نحوه بدست آوردن جواب

  دهیم. استوار ارائه می

  

  زیر را در نظر بگیرید: MOLFPمسئله  .1–4مثال 

1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

3 2 5 2 2
min ,

2 1 2 3 1

. . 2 4,

3 2 5,

2 3,

3 2,

, 0.

x x x x

x x x x

s t          x x

               x x

               x x

               x x

               x x

     
 

    

 

 

 

 

  

)12(  

 

) و 1.0868و 0.9566هاي کاراي ضعیف ( جواب دو

) را در نظر 12) مدل (1.0806و  0.9597(

فرض کنید ضرائب توابع هدف  گیریم. حال می

  پارامترهاي غیرقطعی به صورت زیر باشند.

)13(       

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

m i n ,

. . 2 4 ,

3 2 5 ,

2 3 ,

3 2 ,

. 0 .

T T

T T

c x c x

d x d x

s t x x

x x

x x

x x

x x

    
 
     

 

 

 

 



   

  
  

1که  2 1 2 1 2 1 2, , , , , , ,c c d d            به صورت زیر

  شوند: تعریف می

11 11 12 121 0.5 , 3 0.1 ,c c         

21 21 22 225 0.1 , 2 0.1 ,c c        

12 12 21 212 0.1 , 2 0.1 ,d v d v      

22 22 11 113 0.1 , 1 0.1 ,d v d v      

1 1 2 22 0.1 , 2 0.1 ,          

1 1 2 21 0.1 , 1 0.1 ,          

  و

 1 ,i i i ic


     C   

 1 ,i i i id


     D  

 1 ,i i i iv v


    A  

 1 ,i i i i 
      B  

  

,1براي  2i .  

)2ابتدا ماکزیمم و مینیمم  )f x  روي مجموعهX 

  آوریم: بدست می

)14   (              1 2max 4.9 1.9 1.9y y t   

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

. . 2.1 3.1 1.1 1,

2 4 0,

3 2 5 0,

2 3 0,

3 2 0,

, , 0,

s t        y y t
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           y y t

           y y t
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  و

)15      (            1 2min 5.1 2.1 2.1y y t   

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

. . 1.9 2.9 0.9 1,

2 4 0,

3 2 5 0,

2 3 0,

3 2 0,
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s t        y y t
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   ) داریم:15) و (14با حل مدل (

21 2.1,    
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1.7حال با فرض   ) همتاي 3- 2و قضیه (

) به صورت زیر 13مدل ( UMOLFPاستوار 

  شود: بندي میفرمول

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

min 0.9 3.1 2.1

. . 0.9 1.9 0.9 1,

1.87 2.83 0.57 0,

2 4 0,

3 2 3 0,

3 2 0,

, , 0,

y y t

s t      y y t

           y y t

           y y t

           y y t

           y y t

           y y t

  

  

  

  

  

  



 

  

  ) به صورت زیر است:16جواب بهینه مدل (

1 20.3, 0.25, 0.27,y y t    

  یعنی:

)17      (                      1
0.3

1.111,
0.27

x   

2
0.25

0.9295,
0.27

x    

 
1 واضح است که 2( , )x x ) جواب کاراي 17در (

) هستند و به جواب 13ضعیف استوار براي مدل (

  ) نزدیک هستند.12کاراي ضعیف مدل (

  

  گیرينتیجه -5

سازي چندهدفه  یکی از موضوعات مهم در بهینه

حالت عدم قطعیت داده است.  در MOLFPمسائل 

 در MOLFPاین مقاله تکنیکی براي حل مسائل 

حالتی که ضرائب توابع هدف در مجموعه عدم 

دهد. این  اي قرار دارند، ارائه می قطعیت جعبه

تواند براي بدست آوردن جواب کاراي  تکنیک می

به کار رود. در نهایت با  UMOLFPضعیف استوار 

 دادیم که روش پیشنهاد شدهارائه یک مثال نشان 

هاي کاراي ضعیف  تواند تقریب خوبی براي جواب می

  هاي اسمی باشد. ریزي قطعی با داده مسئله برنامه
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