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  چکیده

زا، در  مرزي تصادفی خودبازگشتی جدیدي براساس تابع غیرخطی از متغیر بروندر این مقاله، ما بر روي مدل 

هاي مالی کلاسیک، ناکارایی فنی به صورت ناهمبسته در نظر گرفته  ایم. در مدل هاي تابلویی متمرکز شده داده

، خطاي خودبازگشتی مدنظر کند. در مدل مرزي تصادفی شود، که اغلب در موارد تجربی این فرض صدق نمی می

که ناکارایی فنی به صورت  مرکب از دو جزء، خطاي آماري و ناکارایی فنی تشکیل شده است، به طوري

توان به این صورت تفسیر نمود که ناکارایی فنی  شود. ناکارایی فنی خودهمبسته را می خودهمبسته، فرض می

یی گذراي فعلی آن دارد. روش شرکت در زمان حال، بستگی به میزان ناکارایی فنی قبلی شرکت و ناکارا

اي به صورت بسط سري تیلور و  زا، از طریق روند دو مرحله پارامتري براي برآورد تابع غیرخطی متغیر برون نیمه

گر ناپارامتري، محاسبه شده است. براي برآورد پارامترهاي مدل، نیز از رویکرد حداکثر انتظار استفاده  فاکتور تعدیل

  . شود سازي مونت کارلو بررسی می ورد توسط شبیهشود و عملکرد برآ می

  

هاي تابلویی،  پارامتري، داده مدل مرزي تصادفی خودبازگشتی، حداکثر انتظار، برآورد نیمه هاي کلیدي: واژه
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  مقدمه - 1

هاي آماري، در  هاي کاربرد مدل یکی از جنبه

هاي  باشد. در میان مدل هاي اقتصادي می داده

اي  طور گسترده اقتصادي، مدل مرزي تصادفی به

گیري کارایی اقتصادي استفاده شده  براي اندازه

] ارائه و گسترش داده 2] و [1است، که توسط [

هاي مرزي، معرفی  است. ایده اصلی در مدل شده

باشد که شامل  پذیر می عبارت خطاي دوطرفه جمع

طرفه  گیري دوطرفه و ناکارایی فنی یک خطاي اندازه

  شرکت است.

هاي کاربردي  به عنوان نمونه از برخی زمینه

توان کارایی  هاي مرزي تصادفی در متون، می مدل

ه نوع محصول ] و کارایی فنی س4] و [3ها [ بانک

] و 6] را نام برد. پیت و لی [5برنج در بنگلادش [

هاي تابلویی در آنالیز  ] از داده7اسمیت و سیکلس [

 2ناوردا- مرزي استفاده نمودند و ناکارایی فنی را زمان

هاي اثرات ثابت و اثرات  تحت دو مبحث مدل 2ناوردا

] مدل 8[ 3تصادفی در نظر گرفتند. لاي و کومباکار

ابلویی را با ناکارایی فنی پویا، معرفی مرزي تصادفی ت

و پارامترهاي مدل را با استفاده از سه رویکرد 

مختلف، برآورد نمودند. اخیرا، فیضی و پوردرویش 

] نیز مدل مرزي تصادفی خودبازگشتی جدیدي 9[

که  هاي تابلویی معرفی نمودند، به طوري را براي داده

یی فنی تابع خودبازگشتی مدل را غیرخطی و ناکارا

  را پویا در نظر گرفتند.

هاي مرزي تصادفی، توزیع خطاي  در مدل

گیري را عموما به صورت نرمال در نظر  اندازه

] سه مدل 10رو نوح و کیلگوم [ گیرند، از این می

مري تصادفی جدید، بدون توجه به فرض توزیع 

ناکارایی، معرفی نمودند. نتایج حاصل از برآورد 

پارامترها، حاکی از حساسیت ناچیز پارامترها به 

چنین کارایی مدل  باشد. هم ع ناکارایی فنی میتوزی

                                                 
2 Time-invariant 
3 Lai and Kumbhakar 

هاي محلی  هاي بیمارستان مرزي تصادفی را در داده

  ژاپن نشان دادند.

هاي رگرسیونی و سري  هاي آماري از قبیل مدل مدل

زمانی اغلب تحت فرض خطی بودن به کار برده 

شوند. اما در بسیاري از شرایط واقعی، فرض  می

ر این موارد کاربرد شود. د خطی بودن نقض می

شود.  هاي غیرخطی به وضوح مشاهده می مدل

هاي تجربی در علوم مختلف، مانند  بسیاري از پدیده

شناسی، پزشکی، مهندسی، مالی و اقتصادي  زیست

] یک مدل 11باشند. [ داراي ساختار غیرخطی می

زا  شبکه عصبی خودبازگشتی غیرخطی با متغیر برون

(NARX4) نترل مصرف آب و براي مدیریت و ک

عمق معرفی نمودند. تیلاب و  هاي کم توسعه آب

] یک شبکه عصبی خودبازگشتی 12همکاران [

غیرخطی، شبکه عصبی بازگشتی با ساختار 

خودبازگشتی میانگین متحرك را ارائه و بر روي 

هاي زمانی  بینی سري ها در پیش ظرفیت این شبکه

دل ] م13غیرخطی تمرکز نمودند. پال و شانکر [

هاي تابلویی با اثرات کارایی را  مرزي تصادفی در داده

اي به ناهمگونی  مورد بررسی قرار دادند و توجه ویژه

ها با استفاده از رویکرد  ناوردا نمودند. آن-زمان

کمترین مربعات غیرخطی، برآوردها را به دست 

هاي  آورده و در بررسی کارایی مدل مدنظر از داده

  دي استفاده نمودند.تابلویی کشاورزان هن

] یک مدل خودبازگشتی 14یو و همکاران [

غیرخطی نامعلوم را مدنظر قرار داده و با استفاده از 

پارامتري شامل ترکیبی از برآوردگر  روش نیمه

گر ناپارامتري، برآورد  رگرسیونی پارامتري و تعدیل

ها، در ابتدا یک  پارامترها را به دست آوردند. آن

ابع نامعلوم در نظر گرفته و تقریب فرض خام براي ت

اولیه پارامتري را توسط ضریب ناپارامتري تعدیل 

] مدل غیرخطی 15نمودند. فرنوش و همکاران [

AR5(1)  با خطاهاي وابسته و مستقل را بسط و

                                                 
4 Non-linear autoregressive exogenous 
5 Autoregressive 
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گسترش دادند و براي تابع غیرخطی به جاي فرض 

  خام اولیه، از بسط سري تیلور استفاده نمودند. 

هاي  محدودیت فرض نرمال در مدل با توجه به

خودبازگشتی، بسیاري از محققین در صدد برازش 

هاي غیرنرمال 6 هاي خودبازگشتی با نوآوري مدل

هاي واقعی برآمدند. مدل نرمال چوله  براي داده

(SN7) ها براي توزیع  ترین جایگزین یکی از مطلوب

]. پارامترهاي مدل 18و  17، 16باشد [ ها می نوآوري

بازگشتی، زمانی که خطاها از توزیع آمیخته خود

] مورد 19باشند، توسط [ می SNمقیاسی از توزیع 

بررسی قرار گرفت که از بسط روش حداکثر شرطی 

] 20استفاده نمودند. حاج رجبی و فلاح [ 8انتظار

هاي  پارامتري غیرخطی با نوآوري نیمه ARمدل 

ترها رت معرفی نمودند و برآورد پارام 9متقارن-چوله

  ] به دست آوردند.14را با الهام از دستاوردهاي [

هاي مرزي تصادفی تابلویی، اغلب  در بسیاري از مدل

شود،  مولفه ناکارایی در طول زمان مستقل فرض می

هاي ناکارایی  اگرچه وابستگی زمانی در بین مولفه

رغم  باشد. علاوه بر این، علی پوشی نمی قابل چشم

هاي ناپارامتري در علوم  دلمتون گسترده پیرامون م

هاي  اقتصادي، متاسفانه توجه بسیار کمی به برآورد

هاي تابلویی شده است. با  ناپارامتري در حیطه داده

توجه به تمام نقایص فوق، در این مقاله، به منظور 

هاي آماري در علوم اقتصادي،  بررسی کارایی مدل

قصد معرفی یک مدل مرزي تصادفی خودبازگشتی 

هاي تابلویی را داریم، به  طی جدیدي در دادهغیرخ

ها را نیز با یک  که مولفه ناکارایی شرکت طوري

که  جایی گیریم. از آن ساختار پویا در نظر می

ها در یک محیط رقابتی، به طور مداوم با  شرکت

عملکرد قبلی خودشان و رقیبانشان مورد مقایسه 

سد که ر گیرند، لذا دور از ذهن به نظر می قرار می

ناکارایی شرکت در فواصل زمانی مختلف ثابت باقی 

                                                 
6 Innovation 
7 Skew-Normal 
8 Expectation Conditional Maximization 
9 Skew-Symmetric 

پارامتري تابع نامعلوم  بماند. با استفاده از روش نیمه

نماییم که در آن تقریب  زا را برآورد می متغیر برون

گر،  بسط سري تیلور را با استفاده از ضریب تعدیل

بخشیم. براي برآورد پارامترهاي مدل نیز  بهبود می

در نظر گرفته  (EM10)انتظار -حداکثرروش برآورد 

  شود. می

  ، مدل2باشد. در بخش  ساختار مقاله به شرح زیر می

یافته را  مرزي تصادفی غیرخطی و مدل تبدیل

هایی پیرامون برآورد  نماییم. بحث معرفی می

زا و برآورد  پارامتري تابع نامعلوم متغیر برون نیمه

ل با پارامترهاي مد )ML11(حداکثر درستنمایی 

ارائه شده است.  3در بخش  EMاستفاده از الگوریتم 

 4بینی ناکارایی فنی مدل مذکور در بخش  پیش

، عملکرد 5محاسبه شده است. در پایان در فصل 

سازي  هاي برآورد مدل با استفاده از روش شبیه روش

  ارائه شده است. 12کارلو مونت

 

  مدل مرزي تصادفی خودبازگشتی غیرخطی -2

ها  هاي اخیر، به منظور افزایش کارایی مدل سالدر 

هاي مخلف علوم به ویژه در علوم کاربردي،   در شاخه

هاي  اقتصادسنجی و مطالعات مالی، ترکیبی از روش

  پارامتري و توابع غیرخطی به کار برده شده است.

ما در این بخش، مدل مرزي تصادفی خودبازگشتی 

هاي  ا در دادهزاي غیرخطی جدیدي ر با متغیر برون

هاي  کنیم. با استفاده از داده تابلویی معرفی می

تابلویی، فرصتی براي بررسی رفتار کارایی فنی هر 

شود. مدل جدید به  شرکت برحسب زمان ایجاد می

 شود صورت زیر ارائه می

��� = ������ + �(���)+ ��� ���, )1(       

	� = 1,… ,�	;							� = 1,… ,�,   
 

شاخص  �بیانگر هر واحد تولیدي،  �که در آن 

-�ام در زمان - �	بیانگر خروجی تولیدي  ���زمان، 

                                                 
10 Expectation-Maximization 
11 Maximum Likelihood 
12 Monte Carlo 
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بردار  ���تابع نامعلوم اما هموار و   (.)�ام،

خطاي  ���)، 1باشد. در مدل ( زا می هاي برون متغیر

تصادفی دوطرفه از توزیع نرمال با پارامترهاي 

(0,��
  باشد. می (�

را با یک ساختار پویا  ���طرفه  ما ناکارایی فنی یک

گیریم. به عبارت دیگر،  در نظر می AR(1)از فرایند 

ناکارایی فنی شرکت در رابطه بازگشتی زیر صدق 

  کند می

��� = ������ + ���,								� = 1,… ,�,  
 

خطاي  ���ضریب خودبازگشتی و  �که در آن 

نرمال به صورت  تصادفی نامنفی از توزیع نیم

��(0,��
 �باشد. علاوه بر این، براي هر می (�

(� ≠ از یکدیگر مستقل و  ���و  ���، (�

��� ∼ �
�(0,

��
�

����
باشد. بنابراین، عبارت  می (

���خطاي مرکب    باشد. چوله به چپ می ���

براي بررسی ایستایی فرایند، لازم است قید 

� ∈ را در مدل لحاظ نماییم. لذا، براي هر  (0,1)

(�,�) ،��� > باشد که دلالت بر همبستگی  می 0

هاي ناکارایی با زمان پیشین خود دارد.  مثبت مولفه

  با توجه به ایستایی فرایند داریم

�(���)= ��(�����)+ �(���) 
  و لذا

�(���)=
�(���)

1 �
, 

 

=(���)�که  به طوري �
�

�
��.  

 ���به منظور تسهیل محاسبات، خودهمبستگی در 

) به صورت زیر 1توان با استفاده از تبدیل ( را می

  .حذف نمود

��� ������ 	= ������ ������� )3   (  

�(���) ��(�����)+ ���
������ ���.  
 

و  ���یکی از مزایاي این تبدیل، حذف عبارت 

  باشد.   می ���متعاقبا حذف خودهمبستگی 

ارائه  ���خودهبستگی مذکور اکنون توسط 

���گردد. با معرفی  می = ��� و  ������

��� = ���   گاه  ، آن���

��� = (� + �)����� ������� )3          (  

+�(���) ��(�����)+ ���. 
 

به ترتیب به  ���میانگین، واریانس و خودهمبستگی 

  گردد صورت زیر ارائه می

�(���)= �� = �(��� ���)=

�
�

�
��,  

���(���)= (1 + �
�)��

� + (
���

�
)��
�.   

  و

���(���,���)= 
���

�, |� �| = 1

(1 + ��)��
� + (

���

�
)��
�, � = �

0, |� �| > 1
  

 

نیز به صورت زیر به دست  ���,���خودهمبستگی 

  آید می

����(���,���)= 

�

����
�

(����)��
��(

���

�
)��
�
, |� �| = 1

1, � = �
0, |� �| > 1

.  

 

به صورت منفی با مقادیر پیشین خود، {���} فرایند 

دارد و به صورت پیچشی از متغیرهاي همبستگی 

  باشد. نرمال می تصادفی نرمال و نیم

به منظور به کارگیري روش حداکثر درستنمایی 

، �براي برآورد پارامترهاي مدل، نیاز است براي هر 

��توزیع توام  = (���,��2,… ,���)
را به دست  �

  آوریم. 

��,فرض کنید  = (���,… ,���)
� 

�� = (���,… ,���)
�  

توان به  را می  ��بنابراین بردار خطاهاي مرکب

  صورت زیر نشان داد
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�� = ��� �� = �� ��    
 

��که در آن  = Tیک بردار  ��� × بعدي  1

  باشد و  می

� =

1 0 0 ... 0
� 1 0 ... 0

0 0 ... � 1
,     

 

T	یک ماتریس  × T را ماتریس  �است. ماتریس

  نامیم. می 13تبدیلات شبه تفاضل

  

���اگر  :1گزاره  ∼ �(0,��
�) ،��� ∼

��(0,��
���و  (� = ��� ������ ��� ،

یافته  از مدل تبدیل ��گاه بردار خطاهاي مرکب  آن

 (MSN14) چوله چندمتغیره  داراي توزیع نرمال

به صورت زیر نشان  ��باشد. تابع احتمال توام  می

  شود داده می

���(��,�)=

2���(��,0�,Σ)Φ�(�′Σ
��

� ��), )4            (  

  

Σکــه  = Σ� + Σ� ،Σ� = ��
���′ ،

Σ� = ��
��� ،� = Σ�

��

� Σ�

�

بیانگر ماتریس  ��، �

Tیکه  × T  یک بردار صفر �0وT × عدي   1

تابع چگالی احتمال  (Σ,�,.)��باشد. تابع   می

و ماتریس  �متغیره با بردار میانگین - Tنرمال 

تابع توزیع نرمال استاندارد   (.)�Φو  Σکواریانس 

T-باشد. متغیره می  

با استفاده از تابع مولد گشتاور  ��توزیع  اثبات:

(MGF15) آید به صورت زیر به دست می.  

� ��(�)= ���
�����=

�(������� ������)  

= ������(������)�������(������)�  

                                                 
13 Quasi-diffrerence transformation 
14 Multivariate Skew Normal 
15 Moment Generating Function 

… �(������)�����
��� �=  

exp{
�(������)

��(������)
�� ���

����
�

�
}   

exp{
���
����

�� ���
����

�

�
}
� �(���

�
���)

� �(�)
  

= exp�
�

�
��Σ��

� �����

�
����

� �(�)
  

= 2�exp{
�

�
�′Σ�}Φ�( Σ�

�

� �′),  

 
است و اثبات  MSNتوزیع  MGFکه در واقع تابع 

  گردد. کامل می

 

  برآورد پارامترهاي مدل - 3

در این بخش، بر روي برآورد تابع نامعلوم متغیر 

شویم. براي  زا و پارامترهاي مدل متمرکز می  برون

، ترکیبی از روش برآورد پارامتري (.)�برآورد تابع 

گر ناپارامتري و براي پارامترهاي مدل روش  و تعدیل

EM گیریم. را در نظر می  

  

  زا . برآورد تابع برون3.1

به روشی مشابه با  (.)�براي برآورد تابع نامعلوم 

دهیم که شامل دو  ]، روندي را مدنظر قرار می15[

 (��,�)�باشد و تقریب پارامتري اولیه  مرحله می

شود. با  اصلاح می (�)�گر  توسط ضریب تعدیل

را  (�)�گر  تعدیل ��استفاده از معیار برازش 

  نماییم. برآورد می

 (���)�بسط سري تیلور (��,���)�فرض کنید 

  باشد و به صورت زیر نشان داده شود

�(���,�)= �(�)+ �
�(�)(��� �)  

+
�

�
�′′(�)(��� �)�,  

  

�که در آن  = ��(�),�′(�),
�

�
. میانگین �(�)′′�

باشد.  �تواند یک گزینه مناسب براي  نمونه می

���فرض کنید  = (1,(��� �),(��� �)�) 

=(�,���)�گاه  آن   باشد.  می ���′�
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با استفاده از روش میانگین مربعات  �بردار پارامتر 

  شود خطا به صورت زیر برآورد می

��= argmin
�
∑ 	�
��� ∑ 	�

��� (���

(� + �)�����  )5                                      (  

������� �′��� + ��′����� ��)
�  

 

تعدیل  (�)�(��,�)�و تقریب اولیه به صورت 

)، معیار برازش 2یافته ( شود. براي مدل تبدیل می

  شود به صورت زیر تعریف می��	

�(�,�)=
�

��
∑ 	�
��� ∑ 	�

��� �(
�����

��
)  

{�(���) �(���,��)�}
�  

+
�

��
∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�������

��
�  

{�(�����) �(�����,��)�}
�,  

 

 17و پهناي باند 16بر تابع هسته �و  �که در آن 

توسط حداقل کردن  (�)��دلالت دارد. برآوردگر 

  آید و داریم به دست می  (�)�برحسب (�,�)�

��(�)= 

∑ 	�
��� ∑ 	�

���

��
�����

��
�� (���)�(���,��)

�
)6        (  

+
�(
�������

��
)� (�����)�(�����,��)

�
  

 

  که در آن 

� = ∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�����

��
���(���,��)  

+� �
�������

��
���(�����,��).   

 

) شامل توابع نامعلوم 6رابطه (

تواند به  باشد، که می می ((�����)�,(���)�)

  صورت زیر بیان شود

�(���)= ��� ������ ��� + ���,  
�(�����)= ����� ������ ����� +
�����	.  
 

  با تعریف

                                                 
16 Kernel Function 
17 Bandwidth 

��� = ��� ������ �(���)+
�
�

�
��

���
   

����� = ����� ������ �(�����)+

�
�

�
��

���
  

 

اکنون با توجه به این نکته که خطاهاي مدل مقادیر 

  گاه داریم کوچکی هستند، آن

∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�����

��
��(���)�(���,��)≈   

		∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�����

��
�			  

���� ������ +
�
�

�
��

���
��(���,��),  

  و

∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�������

��
��(�����)�(�����,��)  

≈ ∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�������

��
�  

[����� ������ +
�
�

�
��

���
]�(�����,��).  

 

=(�)��به صورت  (�)�برآوردگر ناپارامتري 
��

��
 

  شود، که در آن  نشان داده می

�� = ∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�����

��
�  

���� ������ +
�
�

�
��

���
��(���,��)  

+� �
�������

��
�  

������ ������ +
�
�

�
��

���
��(�����,��).  

�� = ∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�����

��
�  

��(���,��)+ � �
�������

��
���(�����,��)  

 

=(�)��به صورت  (.)�برآوردگر 

  آید. به دست می  (�)��(��,�)�
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  . برآورد پارامترهاي مدل3.2

  نظر بگیرید) را در 3یک نمایش برداري از (

�� = ��� (� + �)����� + �������  
� �� + �� ����,  

 

  که در آن

��� = (���,���,… ,���)
�,  

����� = (0,���,… ,�����)′  
����� = (0,���,… ,�����)′  
� �� = (�(���),… ,�(���))′  
� ���� = (0,�(���),… ,�(�����))′  

  

  باشد.  می

�با در نظر گرفتن  = )، تابع 4و ( �,…,���(���)

  گردد درستنمایی شرطی مدل به صورت زیر ارائه می

n��(�,�)�= ∑ 	�
��� ln����(��,�)�=  )7   (  

∑ 	�
��� ln�2

���(��,0,Σ)Φ� ��
��
��
� ����  

=
��

�
ln2

��

�
ln�

�

�
ln|Σ|  

�

�
∑ 	�
��� ��′Σ

���� + ∑ 	�
��� lnΦ�(�′Σ

�
�

���),  

 

  که در آن

�� = ��� (� + �)����� + �������  
� �� + �� ����. 

 

به دلیل پیچیدگی تابع لگاریتم درستنمایی، 

باشند و لذا  اي نمی )، داراي فرم بسته7هاي ( مشتق

پارامترهاي  MLمحاسبه برآوردگرهاي 

� = رو، از  باشد. از این دشوار می (�,�,��,��)

 MLدر محاسبه برآوردگرهاي  EMالگوریتم 

  استفاده خواهیم نمود.

 

یک نمایش تصادفی از بردار خطاي مرکب  .1قضیه 

  گردد به صورت زیر ارائه می

�� =
�
� � + � �,	 )8                                    (  

 

�که در آن  � ∼ N	�
�(0�,Σ�) ،� � ∼

N�(0�,Σ�) متغیره و -�نرمال  هاي نیم (توزیع

�	Nمتغیره به ترتیب با نمادهاي - �نرمال 
و  (.,.)�

N�(.,.) شوند)،  نشان داده می� �و  � مستقل  �

  باشند. قرار دهید می

� = (I� + �
��)

��

� ,  
 

  بنابراین

���,� �(��,��)= �
�

��
��Σ�|

��

� �Σ�|
��

� )9       (  

exp	{
��

�
[��Σ

���� + (�� �����)
�  

Σ�
��(I� + �′�)(�� �′���)]}.  

 

چوله  ) داراي توزیع نرمال8در ( �� اثبات:

باشد که به راحتی با استفاده از تابع  چندمتغیره می

MGF شود و توزیع توام اثبات می(��,� به   (�

  شود صورت زیر محاسبه می

���,� �(��,��)= �� �,� �(�� ��,��).  

 

�به شرط  ��)، توزیع 9بنابر ( نرمال چندمتغیره  �

  گردد است و به صورت زیر ارائه می

��|� � = �� ∼ N�(��,Σ�).  
 

�توزیع  نرمال چندمتغیره بریده شده  ��به شرط  �

  باشد و به صورت زیر می (ZTN18)در صفر 

� �|�� = �� ∼ ZTN���� �,Σ� ��,  

 

  که در آن 

�� � = �
����,				Σ� � = Σ�′�(I� + �′�)

��  

  

یک الگوریتم پرکاربرد براي محاسبه  EMالگوریتم 

هاي ناکامل  هایی با داده در مدل MLبرآوردهاي 

�باشد. فرض کنید  می � = (� ��,… ,� ��)′ ،

�(که هر  ��,(� = 1,… نرمال  از توزیع نیم (�,

�باشند) و  چندمتغیره می = به  �,…,���(��)

                                                 
18 Zero Truncated Normal 
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ترتیب داده گمشده و ناکامل باشند، توزیع توام داده 

��کامل  = (�′,� ) محاسبه 9با استفاده از ( ′(�

�,�)�گردد. فرض کنید  می تابع درستنمایی  (�,�

داده کامل باشد، متعاقبا تابع لگاریتم درستنمایی به 

  شود صورت زیر محاسبه می

(��,�)= ln(�(��,�))=

ln�∏ 	�
��� ���,� ��

(��,���)�  

= ∑ 	�
��� ln	[(

�

��
)|Σ�|

��

� |Σ�|
��

�   

exp	{
��

�
[��
������ + ���� �� ��

�
′  

Σ� �
��(��� �� �)]}]  

= ��ln�
�

�
ln(|Σ�| + |Σ�|)

�

�
∑ 	�
���   

[��′Σ
���� + (��� �� �)′Σ� �

��(���
�� �)]  

= ��ln�
�

�
ln(|Σ|)+

�

�
ln(|I� + �

��|)  
�

�
ln(1 + |�′�|)

�

�
∑ 	�
��� [��′Σ

��  

(I� + �
��)�� + ���

� (I� + �
��)Σ��(�′�)��  

(I� + �′�)��� 2���′Σ
��(I� + �′�)��]  

= ��ln�
�

�
ln(|Σ|)+

�

�
ln(|I� + �

��|)  
�

�
ln(1 + |�′�|)

�

�
∑ 	�
��� [tr{Σ

��(I�  

+ �′�)(��′�� + ���′(�′�)
��(I� + �′�)���  

2���′��)}],  

 

  است. �ماتریس  19مخفف اثر {�}trکه  به طوري

��فرض کنید  � = �′
���,�� = (��,… ,��)′ ،

Σ�� �

��

� = �	

��� ��� … ���
��� ��� … ���

��� ��� … ���

				 که  �

Σ�� � = Σ
��′���(I� + ��′��)

  و قرار دهید  ��

� = (
��∑ 	�

��� ������

� �∑ 	�
���������

,
� �∑ 	�

��� ������

� �∑ 	�
���������

,  

… ,
��∑ 	�

���������

� �∑ 	�
���������

),  

  آنگاه

��� = ���(� �|��)= �� � + Σ
�
� �

�

� � ,  

��� = ���(� �� ��|��)  

= �� ��′� � + Σ
�
� � + Σ

�
� �

�

� � �′� �.  

                                                 
19 Trace 

، امید تابع لگاریتم درستنمایی داده کامل Eدر گام 

  شود به صورت زیر محاسبه می

�� (��,��)|��= ��ln�
�

�
ln��Σ��� )10 (  

+
�

�
ln(|I� + ��′��|)

�

�
ln�1 + �����

�
��   

�

�
tr{Σ���(I� + ��′��)∑ 	�

��� (��′�� + ���′(��′��)
��  

(I� + ��′��)��� 2���′��)}
�

�
tr{Σ���(I� +   

��′��)(��′��)��(I� + ��′��)∑ 	�
��� (��� ����′��)}  

= ��ln�
�

�
ln��Σ���+

�

�
ln��I� + ��

�����  
�

�
ln(1 + |��′��|)

�

�
tr{Σ���(I� + ��′��)  

∑ 	�
��� (��′�� 2���′�� + (��′��)

��(I� +

��′��)′���)},  
 

��که در آن  = (���,… ,���)′   

��� = ��� ���+ �������� + ���������  

��(���)+ ����(�����),  
��(���)= �(���,��)��(���)= ��′�����(���)  
 

یک مجموعه جدیدي ، به منظور حصول Mدر گام 

نماییم.  ) را حداکثر می10از پارامترها، معادله (

�پارامترها در تکرار  20روز شده برآوردهاي به + 1–

  گردد ام به صورت زیر محاسبه می

Σ�(���) =	
�

�
[(I� + ��

�(�)��(�))  )11             (  

∑ 	�
��� (��

(�)��
�(�) 2���

(�)
��
�(�)+ ���

(�)
  

(���(�)��(�))��(I� + ��
�(�)��(�)))]  

��(���) =  )12                                          (  

argmax
�
∑ 	�
��� lnΦ�(�′Σ�

��

�
(���)��

(�)),  

��(���) = (∑ 	�
��� (����� ��(�)�����

������
(�))′  )13                                        (  

Σ���(���)(I� + ��
�(���)��(���)) 

������ ��(�)����� ������
(�)�)��  

∑ 	�
��� (����� ��(�)����� ������

(�))′  
Σ���(���)�I� + ��

�(���)��(���)�  

(��� ��(�)����� ����
(�) ���

(�)
),  

��(���) = )14                                         (  

(∑ 	�
��� ������ ��(���)������

�
Σ���(���)  

                                                 
20 Updated 
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(I� + ��
�(���)��(���))  

������ ��(���)������)
�� ∑ 	�

��� (�����  

��(���)�����)′Σ�
��(���)  

�I� + ��
�(���)��(���)�(��� ��(���)�����  

����
(�)+ ��(���)������

(�) ���
(�)
),  

 

  که در آن 

���
(�)
= ��� ���(�)+ ��(�)������  

+��(�)��(�)����� ��(�)(���)  

+��(�)��(�)(�����).  

 

روز شده پارامترها،  با استفاده از برآوردهاي به

��
��و  (���)�

را به صورت زیر به دست  (���)�

  آوریم می

Σ��
(���) = Σ�(���)��′(���)��(���)(I�   

+ ��′(���)��(���))��,  

Σ��
(���) =

Σ�(���)(I� + ��′
(���)��(���))��,  

 
  بنابراین 

���
�(���)

=
�

�
�Σ��
(���)�  )15                      (  

���
�(���) =  )16                                       (  

�

�
����(���)��(���)|���Σ��

(���).  

 

) به صورت 5از رابطه ( �روز شده پارامتر  مقدار به

  گردد زیر ارائه می

��(���) = argmin
�
∑ 	�
��� ∑ 	�

��� (��� )17    (  

(��(���)+ ��(���))����� +

��(���)��(���)�����  

�′��� + ��
(���)�′����� + �

�

�
���
(���)

)�.  

 

در  (���)�روز شده تابع  پارامتري به برآورد نیمه

�تکرار  +   شود  ام به صورت زیر نشان داده می- 1

��(���)(���)= ��′
(���)�����

(���)(���) )18 (  

 
  که

��(���)(���)=
��

��
  

�� = ∑ 	�
��� ∑ 	�

��� � �
�����

��
�  

���� ��(���)����� +

�
�

�
���
(���)

����(���)
��(���,��

(���))  

+�(
�������

��
)[����� ��(���)����� +   

�
�

�
���
(���)

����(���)
]�(�����,��

(���)).  

  و 

�� = ∑ 	�
��� ∑ 	�

��� {�(
�����

��
)��(���,��

(���))  

+�(
�������

��
)��(�����,��

(���))}.  

 
را تا حصول همگرایی مدنظر ادامه  Mو  Eهاي  گام

دهیم. با یک الگوریتم ساده، روند کلی برآورد را  می

  دهیم. گام به گام شرح می

 

  الگوریتم مراحل برآوردیابی:

مقادیر اولیه پارامترها را به صورت زیر در نظر  -1

  .((�)�,(�)�,(�)�,(�)�,(�)�,(�)Σ) بگیرید

�قرار دهید  -2 = ) و 11و با استفاده از ( 1

(�(�),�(�),�(�),�(�),�(�)) ،Σ�(�)  را به دست

  آورید.

و با  ((�)�,(�)�,(�)�,(�)�,(�)�Σ)براساس  -3

  را به دست آورید. (�)��)، 12استفاده از (

و با  �(�)�,(�)�,(�)�,(�)��,(�)��Σبراساس  -4

  دست آورید. را به (�)��)، 13استفاده از (

و با   ((�)�,(�)�,(�)��,(�)��,(�)�Σ)براساس -5

  را به دست آورید. (�)��)، 14استفاده از (

و با  ((�)�,(�)��,(�)��,(�)��,(�)�Σ)براساس  - 6

  را به دست آورید. (�)��)، 17استفاده از (

و با  ((�)��,(�)��,(�)��,(�)��,(�)�Σ)براساس  -7

  را به دست آورید. (�)��)، 18استفاده از (
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�بازگردید و قرار دهید  2به گام  -8 = � + و  1

که تفاضل دو مقدار متوالی  این روند را تا زمانی

  ، ادامه دهید.0.05برآوردها کمتر از 

���پارامترهاي 
���و  (���)

در هر تکرار با  (���)

  شوند. ) محاسبه می16) و (15استفاده از (

 

  بینی ناکارایی فنی پیش - 4

بینی کارایی  در این بخش، در مورد چگونگی پیش

هر واحد از تولیدي برحسب زمان بحث خواهیم 

کرد. یک تولیدي از لحاظ فنی زمانی کارا است که 

نتوان محصول بیشتري از هر ورودي، بدون کم 

هاي دیگر یا با استفاده از ورودي  شدن خروجی

هاي مرزي تصادفی،  بیشتر، تولید کرد. طبق مدل

شود، کارایی  غیر پاسخ برحسب لگاریتم بیان میمت

ام به صورت زیر -�ام در زمان -�واحد  (TE21)فنی 

  شود بینی می پیش

TE�� = �(�
����|�).  

  

داراي ساختار ��� جایی که عبارت ناکارایی  از آن

AR(1) به 2باشد، با جایگذاري مکرر رابطه ( می (

  یابیم مینمایش میانگین متحرك زیر دست 

��� = ������ + ��� = ∑ 	���
��� �

������ + �
����	.  

 

  شود بنابراین، کارایی فنی به صورت زیر محاسبه می

TE�� = �(�
����|�)  

= ����∑ 	���
����

��������
�������  

= �(��∑ 	���
��� �

������|���)���
�������,  

 

=���که در آن  (���,… براي هر  ′(���,

� = 1,…   است. فرض کنید �,

���= (���,… ,���)
�,  

��= (�
���,����,… ,1)�,  

 

  لذا

����∑ 	���
��� �

�����������= ���
������������  

                                                 
21 Technical Efficiency 

= � ���|���( ��′),  

 

  و در نتیجه

TE�� = � ���|���( ��′)� ���( ��), 

 

 ���و   ���به شرط ���براي  MGFکه نیاز به تابع 

  سازد. را روشن می

 

���فرض کنید . 1گزاره  = (���,… ,���) ،

��� = (���,… ���و  (���, = ��� ������ ،

���که  به طوري ∼ �	
�(0,��

�) ،��� ∼

�(0,��
���و   (� = ���  ���گاه توزیع  ، آن���

شده در صفر چندمتغیره  نرمال بریده ���به شرط 

  شود باشد و به صورت زیر نشان داده می می

���|���∼ ZTN�(� = ��������,Σ =
Σ��′�  
��(I� + �′���)

��),  
 

�Σکه در آن  = Σ�� + Σ�� ،Σ�� = ��
����′� ،

Σ�� = ��
��� ،�′� = (I� + �′���)

��

� و  ��

�� = Σ��

��

� Σ��

�

�   باشد. می  

با استفاده از  ���به شرط  ���تابع مولد گشتاور 

  آید ، به صورت زیر به دست می1گزاره 

� ���|���
( ��

�)= ����������|����  )19      (  

=

exp�
�

�
��
�� �� ��

��
�
� �(�

�
�
�� �����

�
�)

� �(�
�
�
�� )

,  

 

  شود به صورت زیر بیان می ���و تابع مولد گشتاور 

� ���( ��)= �����
�����  )20               (  

= 2exp�
�����

�

�(����)
�Φ� �

�����

√����
�.  

 

توان کارایی فنی و ناکارایی فنی را  اکنون، می

بینی کارایی فنی به صورت زیر  بینی نمود. پیش پیش

  .آید  دست میبه 
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TE�� = 2exp�
�

�
��
�� �� ��

��
+

�����
�

�(����)
�  

� �(�
�
�
�� �����

�
�)� ��

�����

�����
�

� �(�
�
�
�� )

.  

 

بینی  )، پیش20) و (19به طور مشابه، با استفاده از (

، به صورت زیر به دست (�|���)�ناکارایی فنی 

  آید می

�(���|�)= �(∑ 	���
��� �

������ + �
����|�)  

= �(��′���|���)+ �(�
����)  

=		��
� �� + Σ

�

�� ��+ �
����

�

�(����)
,  

 
�که  = (��,… ,��)′،  

 Σ�
��

� = �

��� ��� … ���
��� ��� … ���

��� ��� … ���

�    

  و 

� � = (
��∑ 	�

��� ������

� �∑ 	�
��� ������

,
� �∑ 	�

��� ������

� �∑ 	�
���������

  

… ,
��∑ 	�

���������

� �∑ 	�
���������

).  

 

  سازي نتایج شبیه -5

به دست  MLدر این بخش، عملکرد برآوردگرهاي 

سازي  را توسط نمونه شبیه EMآمده از الگوریتم 

  کنیم. بررسی می 22کارلو  مونت

 پارامتري، به منظور بررسی کارایی روش برآورد نیمه

سازي براي مدل مرزي تصادفی  یک مطالعه شبیه

  نماییم خودبازگشتی غیرخطی زیر ارائه می

��� = ������ + �(���)+ ��� ���,						  
� = 1,… ,�;				� = 1,… ,�.  

 

=(�)�تابع  5���
�
+ و   �0.1

��� ∼ چنین  گیریم. هم نظر می در (1,0.5)�

��� = ������ + داراي ساختار خودبازگشتی  ���

                                                 
22 Monte Carlo 

���که  باشد، به طوري مرتبه اول می ∼

��(0,��
���و   (� ∼ �(0,��

  است. (�

سازي، پارامترها را به  هاي شبیه در تمام مقایسه

  گیریم صورت زیر در نظر می

�� = 0.15,�� = 0.3,� = 0.4,� = 0.6 
 

ارزیابی عملکرد مدل را با استفاده از نمونه کوچک 

زنیم، چرا که در عمل، اکثر مطالعات  محک می

باشند.  هاي تابلویی کوچک می تجربی بر مبناي داده

تابع هسته را گوسین و پهناي باند را متناسب با 

(��)
��

دهیم   انتخاب کرده و قرار می �

� = �(��)
��

�که   ، به طوري� =

  باشد. می (0.13,0.26)

، اریبی و ریشه میانگین مربعات خطا 1در جدول 

(RMSE23) هاي مختلفی از  برآوردها را براي ترکیب

� = �و  (10,20,30) = ارائه شده  (20,30)

است. با توجه به نتایج به دست آمده، تمامی 

به مقدار واقعی پارامتر نزدیک و  MLبرآوردهاي 

، �و  �باشند. با افزایش  کوچک می RMSEمقادیر 

یابد که بیانگر سازگاري   کاهش می RMSEمقدار 

  باشد. برآوردها می

پارامتري تابع نامعلوم  در ادامه کارایی برآورد نیمه

زا را نیز بررسی خواهیم نمود. مقادیر  متغیر برون

ها را  پارامتري متناظر آن و برآوردهاي نیمه (���)�

�با پهناي باند  0.04 ،� = و  0.13

� = �براي 100 = آوریم.  تولیدي به دست می  4

 (���)�سازي، تنها، نمودار مقدار  به منظور خلاصه

�براي تولیدي اول و  = نماییم. در  را رسم می 100

پارامتري تابع  ، عملکرد مناسب برآورد نیمه1شکل 

  زا، نشان داده شده است. برون

  شود محاسبه می هاي مدل به صورت زیر باقیمانده

��� = ��� ���� = ��� ������� ��(���)  

+
�
�

�
���

����
,					� = 1,2,3,4;			� = 1,… ,100.  

                                                 
23 Root Mean Square Error 
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  در پرانتز RMSE. نتایج برآورد پارامترهاي مدل مرزي تصادفی جدید، اریبی و مقادیر 1جدول 

� � � �� = 0.3 �� = 0.15 � = 0.4 � = 0.6 

0.13 20 

10 
-0.064015 
(0.033508) 

-0.035714 
(0.029729) 

0.070187 
(0.059095) 

0.086036 
(0.073056) 

20 
0.058109 
(0.030704) 

0.033066 
(0.026013) 

0.068016 
(0.055904) 

0.082947 
(0.071502) 

30 
- 0.050734 
(0.027118) 

-0.030834 
(0.024172) 

-0.063004 
(0.052031) 

0.076086 
(0.066258) 

0.13 30 

10 
0.052118 
(0.026158) 

0.029203 
(0.018171) 

0.057018 
(0.043004) 

-0.072346 
(0.060159) 

20 
-0.038776 
(0.025569) 

0.027009 
(0.017004) 

0.050778 
(0.039011) 

-0.067466 
(0.055057) 

30 
-0.032211 
(0.021518) 

0.024656 
(0.015211) 

0.043836 
(0.028047) 

0.064919 
(0.049049) 

0.26 20 

10 
0.062099 
(0.030687) 

0.035087 
(0.030917) 

0.069399 
(0.057024) 

-0.079792 
(0.068845) 

20 
0.065275 
(0.028066) 

-0.032263 
(0.027907) 

0.066256 
(0.052705) 

0.071177 
(0.063971) 

30 
0.048304 
(0.026062) 

-0.029529 
(0.021565) 

- 0.061013 
(0.047644) 

0.067103 
(0.059438) 

0.26 30 

10 
0.036763 
(0.020195) 

0.024208 
(0.017008) 

-0.060019 
(0.045045) 

0.064162 
(0.058489) 

20 
-0.029303 
(0.015905) 

0.028725 
(0.016092) 

-0.052736 
(0.038095) 

0.063064 
(0.057095) 

30 
0.028449 
(0.013892) 

-0.020715 
(0.013669) 

-0.053029 
(0.026054) 

0.061971 
(0.046348) 

  

  
  متناظر آنپارامتري  زا و برآورد نیمه . نمودار تابع غیرخطی متغیر برون1شکل 

 

  
 هاي مدل باقیمانده ACF. تابع 2شکل 
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 (ACF24)، نمودار تابع خودهمبستگی 2در شکل 

�هاي مدل، تحت  باقیمانده = ، براي تولیدي 0.13

�اول و  = رسم شده است که گویاي  100

ها و متعاقبا کفایت برازش  ناهمبستگی باقیمانده

  باشد.  می

هاي  سایر تولیدي ACFشویم که نمودار  یادآور می

ها و کفایت برازش  نیز موید ناهمبستگی باقیمانده

سازي مطالب،  باشد، ولیکن با توجه به خلاصه می

  ها ارائه نشده است. نمودار آن

 

  گیري نتیجه

در این مقاله، یک مدل مرزي تصادفی خودبازگشتی 

غیرخطی جدیدي را معرفی نمودیم که در آن 

هاي  در داده AR(1)فنی را پویا با ساختار  ناکارایی

ایم که با واقعیت سازگارتر  تابلویی، در نظر گرفته

زا از  باشد. براي برآورد تابع نامعلوم متغیر برون می

باشد  بسط سري تیلور که داراي شکل پارامتري می

گر استفاده نمودیم. براي  به همراه یک ضریب تعدیل

 8که شامل  EMالگوریتم برآورد پارامترهاي مدل از 

کارایی فنی چنین  ایم. هم باشد، بهره برده مرحله می

و ناکارایی فنی مدل را پیش بینی کرده و عملکرد 

سازي  را با توسط مطالعات شبیه EM برآوردهاي

  .مونت کارلو ارزیابی نمودیم

  

   

                                                 
24 Autocorrelation Function 
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