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 11/30/1031تاریخ پذیرش مقاله:  03/31/1031تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده

وعه تن یک عنصر مشترک از مجمدر این مقاله، با استفاده از فاصله برگمن، الگوریتم جدیدی از نوع تصویر برای یاف

کنیم. سپس همگرایی قوی دنباله تولید شده با ای از نقاط ثابت معرفی میهای یک مسئله تعادل و مجموعهجواب

ک کنیم که دنباله تولید شده با این الگوریتم به تصویر یگردد. در واقع ثابت میشرایط مناسب اثبات میالگوریتم در 

نقطه روی اشتراک مجموعه نقاط ثابت و مجموعه جواب مسئله تعادل همگراست. برای این منظور یک شرط برگمن 

 در ادامه، به کاربردی از مسئله نابرابریکنیم. از نوع لیپ شیتس برای یک تابع دو متغیره شبه یکنوا معرفی می

تعیین یک نقطه مشترک از مجموعه جواب مسئله نابرابری به صورتی که از نتایج خود برای  پردازیم،تغییراتی می

لب، یک مثال افزار متیم. در پایان، با استفاده از نرمکنانبساطی استفاده میتی و مجموعه نقاط ثابت نگاشت غیرتغییرا

 دهیم.        رای نشان دادن عملکرد همگرایی الگوریتم اصلی ارائه میعددی ب

 

 

 
 

نقطه  انبساطی برگمن، فرشه دیفرانسیل پذیر،بری تغییراتی، مسئله نقطه ثابت، نگاشت غیرنابرا های کلیدی:واژه

 ثابت مجانبی

                                                 
  :ghadampour.m@pnu.ac.ir Email                                                                                         دار مکاتبات:عهده

                                    

                             های نوین در ریاضیپژوهش                                                                  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                       

            دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                           

http://jnrm.srbiau.ac.ir/


 80              1030 فروردین و اردیبهشت، پنجاه و سومهم، شماره یازدهای نوین در ریاضی/ سال / پژوهش پور و همکارانقدممصطفی 
 

 

 

 مقدمه -4

:𝑔 و Xیک زیر مجموعه ناتهی، بسته و محدب از  Cیک فضای باناخ انعکاسی،  Xفرض کنیم  𝐶 × 𝐶 → ℝ  یک

𝑥تابع دو متغیره باشد که برای هر  ∈ 𝐶 ،𝑔(3, 3) = به صورت   𝐶روی   𝑔نسبت به (𝐸𝑃)مسئله تعادل . 3

 شود:زیر بیان می

∗𝑦یافتن     ( 1) ∈ 𝐶  به طوری که برای هر𝑥 ∈ 𝐶 ،𝑔(𝑥, 𝑦∗) ≤ 3. 

 دهیم.نشان می 𝐸𝑃(𝑔)( را با 1مجموعه جواب مسئله تعادل )

 بت، معادلاتنقطه ثاسازی، ل بهینه، بهینهدر موضوعات مختلفی از جمله مسائل کنترهای تغییراتی نابرابری

گان دهای اخیر توسط بسیاری از نویسنکاربرد دارند. از این رو در سال های مهندسی و تعادلدیفرانسیل جزئی، مدل

 [ مراجعه کنید(.00و  22، 18، 10مورد مطالعه قرار گرفته شده است )به ]

( 1سئله تعادل یکنوای )های مای یافتن عضو مشترک مجموعه جوابیک روش ترکیبی را بر [21] 2تادا و تاکاهاشی

 ارائه دادند.و مجموعه نقاط ثابت یک نگاشت غیرانبساطی 

ریب یک عضو مشترک از برای تقهای قبل یک روش تکرار جدید ریتم[ با استفاده از الگو10] 0اسکندانی و همکاران

های چند مقداری در فضاهای باناخ ط ثابت یک خانواده از نگاشتو مجموعه نقا های مسائل تعادلمجموعه جواب

𝑥ارائه دادند. آنها نشان دادند که برای هر  ∈ 𝐶نگاشت ،  𝑦 → 𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) دارای یک مینیمم کننده

,𝑔(𝑥منحصر بفرد است که در آن   فاصله برگمن است. 𝐷𝑓سره، محدب و نیم پیوسته پایین است و  (3

∗𝑥ثابت کردند که [، تحت شرایط مناسب 11] 0اخیرا جولاسو و همکاران ∈ 𝐸𝑃(𝑔)  اگر وتنها اگر𝑥∗  جواب

 مسئله مینیمم زیر باشد:

min{(𝑥, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑥, 𝑦): 𝑦 ∈ 𝐶}. 
یک  هایوابدر این مقاله، یک سیستم بازگشتی جدید از نوع تصویر برای تقریب یک نقطه مشترک از مجموعه ج

( در فضاهای 1ای )دهیم که جوابی برثابت یک نگاشت غیرانبساطی برگمن ارائه می مسئله  تعادل و مجموعه نقاط 

 افزار متلب، نتیجه اصلی را با یک مثال عددی بررسی خواهیم کرد.نرمباشد. سپس با استفاده از می نیزباناخ انعکاسی 

 پیش نیازها -2

𝑓فرض کنیم  ∶ 𝑋 → ، یعنی، یک تابع سره، محدب و نیم پیوسته پایین باشد. دامنه 8یک تابع سازگار [∞,∞−)

𝑓مجموعه ، 

 {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑓(𝑥) < را با  𝑓های مینیمم کنندهدهیم. مجموعه نمایش می 𝑑𝑜𝑚 𝑓است و آن را با  {∞

𝐴𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 𝑓   نشان داده و اگر𝑓   تک عضوی باشد، عضو منحصر بفرد آن را با𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑥∈𝑋 𝑓(𝑥)   نمایش

 دهیم.می

𝑥فرض کنیم  ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓 برای هر ،𝑦 ∈ 𝑋 مشتق جهتی ،𝑓   در𝑥  شود:به صورت زیر تعریف می 

(2   )            𝑓3(𝑥, 𝑦) = lim
𝑡→3

𝑓(𝑥+𝑡𝑦)−𝑓(𝑥)

𝑡
. 

𝑡( وقتی 2اگر حد ) → را  𝑓گوییم. تابع   6گتئو دیفرانسیل پذیر 𝑥را در  𝑓وجود داشته باشد، آنگاه  𝑦برای هر  3

𝑥، اگر برای هر گوییمگتئو دیفرانسیل پذیر  ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓  .گتئو دیفرانسیل پذیر باشد𝑓  را در𝑥  فرشه

                                                 
2 Tada and Takahashi 
3 Eskandani et al 
4 Jolaoso et al 
5 Admissible function 
6 Gâteaux differentiable 
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𝑡( وقتی 2حد )نامیم، هرگاه  1پذیردیفرانسیل  → 𝑦برای هر  3 ∈ 𝑋  که∥ 𝑦 ∥= موجود ، به طور یکنواخت 1

𝑥گوییم، اگر حد مذکور در هر  0فرشه دیفرنسیل پذیر یکنواخت 𝑋از  𝐶را روی زیر مجموعه  𝑓، باشد. همچنین ∈

𝐶  و𝑦 ∈ 𝑋  که∥ y ∥=  باشد.، به طور یکنواخت موجود 1

𝑦است که برای هر 𝛻𝑓(𝑥)تابع خطی  𝑥در   𝑓در این حالت، گرادیان  ∈ 𝑋 با 〈𝑦, 𝛻𝑓(𝑥)〉 ≔ 𝑓3(𝑥, 𝑦) 

 شود.تعریف می

𝑥فرض کنیم  ∈  𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓2. زیر دیفرانسیل 𝑓  در𝑥 :مجموعه محدب زیر است 

(0    )∂𝑓(𝑥) = {𝑙 ∈ 𝑋∗ ∶ 𝑓(𝑥) +    〈𝑦 − 𝑥, 𝑙〉 ≤ 𝑓(𝑦), ∀𝑦 ∈ 𝑋},             

:∗𝑓تابع محدب  𝑓 13به همین صورت مزدوج فنچل 𝑋∗ →  شود:است و به صورت زیر تعریف می [∞,∞−)

𝑓∗(𝑙) = sup{〈𝑙, 𝑥〉 − 𝑓(𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}. 
 ناتهی باشد، آنگاه داریم 𝑓(𝑥)��اگر  11فنچل-با استفاده از نامساوی یانگ

〈𝑙, 𝑥〉 ≤ 𝑓(𝑥) + 𝑓∗(𝑙),   ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝑙 ∈ 𝑋∗, 
 و همچنین

𝑓(𝑥) + 𝑓∗(𝑙) = 〈𝑙, 𝑥〉 ⇔ 𝑙 ∈ 𝜕𝑓(𝑥). 
 لژاندر است اگر و تنها اگر در شرایط زیر صدق کند: 𝑓یک فضای باناخ انعکاسی باشد، تابع  𝑋فرض کنیم 

(L1) 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓 ≠ ∅ ،𝑓 گتئو دیفرانسیل پذیر باشد و 

𝑑𝑜𝑚∇𝑓 = 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓. 
(L2) 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓∗ ≠  باشد وگتئو دیفرانسیل پذیر  ،∅

𝑑𝑜𝑚∇𝑓∗ = 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓∗. 
1−(𝑓��)یک فضای  باناخ انعکاسی است،  𝑋چون  = 𝜕𝑓∗  [(6 00، ص)].  همچنین داریم∇𝑓 = (∇𝑓∗)−1 ،

𝑟𝑎𝑛∇𝑓گیریم نتیجه می(L2)و (L1)که همراه با شرایط = 𝑑𝑜𝑚∇𝑓∗ = 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚𝑓∗   و𝑟𝑎𝑛∇𝑓∗ =

𝑑𝑜𝑚∇𝑓 = 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚𝑓. 
 .[8.8، نتیجه 8لژاندر باشد ] ∗𝑓لژاندر است اگر و تنها اگر   𝑓 انعکاسی باشد، آنگاه   𝑋 علاوه بر این، اگر 

𝑓 فرض کنیم    ∶ 𝑋 → :𝐷𝑓متغیره پذیر باشد. تابع دو یک تابع گتئو دیفرانسیل  [∞,∞−) 𝑑𝑜𝑚 ×

𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 → [3,  که با [∞+

(0          )𝐷𝑓(𝑦, 𝑥) =: 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)  − 〈𝑦 − 𝑥, ∇𝑓(𝑥)〉.    

ای شناخته شده یک متر ه. فاصله برگمن ویژگی[21]شود نامیده می 𝑓 است، فاصله برگمن نسبت به تعریف شده 

,𝐷𝑓(𝑥کند. به وضوح نمیرا برآورده  𝑥) = ,𝐷𝑓(𝑦، اما 3 𝑥) = = 𝑥لزوما  3  𝑦  دهد، ولی وقتی نمیرا نتیجه

𝑓  مدول کاملا محدب در   [.1∙0، قضیه 8] این نتیجه برقرار است، لژاندر باشد𝑥 ∈  𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓تابع ، 

 𝜗𝑓(𝑥, . ) ∶ [3, ∞)  →   [3,  شود:است که به صورت زیر تعریف می   [∞

  𝜗𝑓(𝑥, 𝑡) ∶ =  inf { 𝐷𝑓(𝑦, 𝑥) ∶  𝑦 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓, ∥ 𝑦 −  𝑥 ∥= 𝑡}. 

𝑥 را در𝑓 تابع  ∈  𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓 کاملا محدب گوییم، اگر برای هر 𝑡 >  3 ،𝜗𝑓 (𝑥, 𝑡)  فرض [2]مثبت باشد .

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می 𝑓 باشد. مدول تابع کاملا محدب  𝑋 ای ناتهی از زیر مجموعه 𝐶کنیم 

                                                 
7 Fréchet differentiable 
8 Uniformly Fréchet differentiable 
9 Subdifferential 
10 Fenchel conjugate 
11 Young-Fenchel inequality 
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𝜗𝑓(𝐶, 𝑡)  = inf { 𝜗𝑓(𝑥, 𝑡) ∶  𝑥 ∈  𝐶 ∩ 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓}. 

و هر  𝐶، کاملا محدب گوییم هرگاه برای هر زیر مجموعه کراندار و ناتهی های کرانداررا روی زیر مجموعه 𝑓 تابع 

𝑡 >  3  ،𝜗𝑓(𝐶, 𝑡)  مثبت باشد. 

𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓با شرط یک تابع محدب نیم پیوسته پایین  𝑓 فرض کنیم  [9. ]4گزاره  ≠  𝑓 باشد. آنگاه تابع   ∅

𝑥 در نقطه  ∈  𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓  دیفرانسیل پذیر است اگر و تنها اگر𝜕𝑓(𝑥) ای باشد.یک مجموعه تک نقطه 

𝑓یک فضای باناخ و    𝑋 فرض کنیم  [44. ]4تعريف  ∶  𝑋 → ا ر  𝑓 یک تابع محدب باشد. تابع  [∞+,∞−) 

 ، به طوری که اولی کراندار باشد: 𝑋 در  {𝑦𝑛}و  {𝑥𝑛}گوییم اگر برای هر دو دنباله   12ای سازگاردنباله
𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝐷𝑓(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) = 3 ⇒ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∥ 𝑦𝑛 −  𝑥𝑛 ∥= 3. 

𝑓اگر  [22] 4⋅2لم  ∶  𝑋 → ℝ های کراندار ر یکنواخت باشد و روی زیر مجموعهفرشه دیفرانسیل پذی 𝑋 کراندار ،

پیوسته یکنواخت   ∗𝑋 به توپولوژی قوی  𝑋 ، از توپولوژی قوی  𝑋 های کراندار روی زیر مجموعه 𝛻𝑓باشد، آنگاه  

 است.

کاملا محدب  𝑋 های کراندار روی زیر مجموعه  𝑓 حداقل دو نقطه داشته باشد، آنگاه تابع  𝑑𝑜𝑚 𝑓اگر  [9] 2∙2لم 

 ای سازگار باشد.دنباله  𝑓 تنها اگر تابع  واست اگر 

𝑓فرض کنیم   [5] 2∙2لم  ∶  𝑋 → های روی زیر مجموعه 𝑓   دراین صورت ،یک تابع لژاندر باشد [∞+,∞−) 

 ، محدب یکنواخت باشد.های کراندارزیر مجموعه روی  𝑓 ، کاملا محدب است اگر  و تنها اگر کراندار

𝑓 فرض کنیم  [2] 1∙2لم  ∶  𝑋 →  𝑌   در هر نقطه از𝑋     گتئو دیفرانسیل پذیر باشد. اگر𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋   به طوری

,𝑢]که  𝑣] ⊂ 𝑋آنگاه ، 

∥ 𝑓(𝑢) − 𝑓(𝑣) ∥≤ 𝑠𝑢𝑝{∥ 𝑑𝐺𝑓(𝑤) ∥ ∶  𝑤 ∈  [𝑢, 𝑣]} ∥ 𝑢 − 𝑣 ∥ , 
 گوییم. 𝑤 در  𝑓 را گتئو دیفرانسیل  𝑑𝐺𝑓(𝑤)که   

𝑓 فرض کنیم  [21] 8∙2لم  ∶  𝑋 →  ℝ   یک تابع لژاندر باشد به طوری که 𝛻𝑓∗ های روی زیر مجموعه

𝑥3کراندار باشد و   ∗𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓کراندار ∈ 𝑋در این صورت اگر ،{𝐷𝑓(𝑥3, 𝑥𝑛)}   کراندار باشد، آنگاه دنباله
{𝑥𝑛} نیز کراندار است. 

 ،گتئو دیفرانسیل پذیر و کاملا محدب باشد  𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓 روی 𝑓 فرض کنیم  [22] 6∙2لم 

  𝑥 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓  و𝐶 ⊂  𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓 ای ناتهی، بسته و محدب باشد. اگر یک مجموعه �̂� ∈ 𝐶گاه ، آن

 اند:شرایط زیر معادل

�̂� بردار   )الف( ∈ 𝐶   تصویر برگمن 𝑋   روی 𝐶  بت به نس 𝑓  .است 

�̂� بردار  )ب( ∈ 𝐶  :جواب منحصر بفرد نابرابری تغییراتی زیر است 

〈𝑧 − 𝑦, 𝛻𝑓(𝑧) − 𝛻𝑓(𝑥)〉  ≤ 3,      ∀ 𝑦 ∈  𝐶. 
�̂� بردار )پ( ∈ 𝐶  :جواب منحصر بفرد نابرابری زیر است 

𝐷𝑓(𝑦, 𝑧) +  𝐷𝑓(𝑧, 𝑥) ≤ 𝐷𝑓(𝑦, 𝑥),      ∀ 𝑦 ∈ 𝐶. 

V𝑓تابع  ∶  X × X
∗  →  [3,  شود:به صورت زیر تعریف می [∞+

 

(8    ) 𝑉𝑓(𝑥, 𝑥
∗) =  𝑓(𝑥) −   〈𝑥, 𝑥∗〉 +  𝑓∗(𝑥∗), ∀ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥∗ ∈ 𝑋∗.       

                                                 
12 Sequentially consistent 
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 پس

  𝑉𝑓(𝑥, 𝑥
∗) =  𝐷𝑓 (𝑥, 𝛻𝑓

∗(𝑥∗)),    ∀ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥∗ ∈  𝑋∗. 

𝑥همچنین با استفاده از نابرابری زیر دیفرانسیل برای هر  ∈  𝑋  و𝑥∗, 𝑦∗ ∈  𝑋∗  مراجعه کنید(: [10])به 

      𝑉𝑓(x, 𝑥∗) +  〈∇𝑓∗(𝑥∗) −  x, 𝑦∗〉 ≤  𝑉𝑓(x, 𝑥∗ +  𝑦∗). 
𝑥 ، لذا برای هر در مولفه دوم محدب است 𝑉𝑓از آنجا که   ∈ 𝑋 داریم 

𝐷𝑓(𝑧, 𝛻𝑓
∗(∑ 𝑡𝑖𝛻𝑓(𝑥𝑖)) 

𝑁
𝑖=1 ) ≤  ∑ 𝑡𝑖𝐷𝑓(𝑧, 𝑥𝑖)

𝑁
𝑖=1 , 

{𝑥𝑖}که  ⊂ X  و{𝑡𝑖} ⊂ (3, ∑با  (1 𝑡𝑖 = 1𝑁
𝑖=1. 

تصویر برگمن 
←

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐶
𝑓: 𝑖𝑛𝑡(𝑑𝑜𝑚 𝑓 ) →  𝐶    به صورت بردار منحصر بفرد

←

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐶
𝑓(x) ∈  C شود تعریف می

 [1]کند که در معادله زیر صدق می

(6    )𝐷𝑓 (
←

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐶
𝑓(𝑥), 𝑥) =  𝑖𝑛𝑓 {𝐷𝑓(𝑦, 𝑥) ∶ 𝑦 ∈  𝐶}.                 

𝑆𝑋، فضای باناخ  𝑋 فرض کنیم   =  {𝑥 ∈  𝑋 ∶  ∥ 𝑥 ∥ = rو برای هر   {1  > 3  ،𝐵𝑟: = {𝑦 ∈  𝑋: ∥

𝑦 ∥≤ 𝑟}  تابع  .𝑓 ∶  𝑋 → ℝ   را  روی زیر مجموعه های کراندار 𝑋  اگر برای هر گوییممحدب یکنواخت ،

𝑟, 𝑡 > 3 ،𝜌𝑟(𝑡)  > :𝜌𝑟که   3 [0, ∞) → [0, 𝑡شود: برای هر به صورت زیر تعریف می   (∞ ≥  3، 
 

𝜌𝑟 = 𝑖𝑛𝑓𝑥,𝑦∈ 𝐵𝑟,∥𝑥−𝑦∥=𝑡 ,𝛼∈(3,1)
𝛼 𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) − 𝑓(𝛼 𝑥 +  (1 − 𝛼)𝑦)

𝛼(1 − 𝛼)
. 

 𝜌𝑟   را تابع مقیاس 𝑓  [.00نامند ]می  

𝑟 یک فضای باناخ،   𝑋 فرض کنیم  > 𝑓 یک عدد ثابت و  3 ∶  𝑋 → ℝ ابع محدب یکنواخت روی زیر یک ت

,𝑖باشد. در این صورت برای هر  𝑋 های کراندار مجموعه 𝑗 ∈ {3, 1, 2, . . . , 𝑛}  ،α𝑘 ∈ (3,  و (1

 𝑘 =  3, 1, 2, . . . , 𝑛  با∑ 𝛼𝑛
𝑛
𝑘=3 = 1، 

(1)       𝑓(∑ 𝛼𝑘𝑥𝑘
𝑛
𝑘=3 ) ≤ ∑ 𝛼𝑘𝑓(𝑥𝑘

𝑛
𝑘=3 ) − 𝛼𝑖𝛼𝑗𝜌𝑟(∥ 𝑥𝑖  −  𝑥𝑗 ∥). 

کراندار باشد، به طور معادل،   𝑓 10هرگاه مجموعه زیر سطح ،گوییم 10بازدارنده 𝑋 را روی  𝑓 تابع 

lim∥𝑥∥→∞𝑓(𝑥) = ∞→∥𝑙𝑖𝑚∥𝑥،  اگر گوییم 18بازدارنده قوی   𝑋 را روی   𝑓 .  تابع ∞
𝑓(𝑥)

∥𝑥∥
= همچنین  .∞

𝑟، هرگاه برای هر ، هموار یکنواخت گوییمهای کرانداررا روی زیر مجموعه  𝑓 تابع  > 3  ،𝑙𝑖𝑚𝑡→3
𝜎𝑟(𝑡)

𝑡
= 3  

,𝜎𝑟: [3که  ∞)  →  [3,  شودبه صورت زیر تعریف می [∞

𝜎𝑟(𝑡) = 𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑦∈ 𝐵𝑟,∥𝑥−𝑦∥=𝑡 ,𝛼∈(3,1)

 
𝛼 𝑓(𝑥) + (1 − 𝛼)𝑓(𝑦) − 𝑓(𝛼 𝑥 +  (1 − 𝛼)𝑦)

𝛼(1 − 𝛼)
. 

𝑡برای هر  > 3 [16 ،00.] 

𝑓 فرض کنیم  [22] ⋅2گزاره  ∶  𝑋 → ℝ   یک تابع محدب باشد که بازدارنده قوی است. در این صورت موارد

 زیر معادل هستند:

 .، کراندار و هموار یکنواخت است𝑋 روی زیر مجموعه های کراندار  𝑓  )الف(

 .نرم است-پیوسته یکنواخت نرم 𝑋 های کراندار روی زیر مجموعه 𝛻𝑓فرشه دیفرانسیل پذیر است و  𝑓  )ب(

                                                 
13 Coercive 
14 Sublevel set 
15 Strongly coercive 
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∗𝑑𝑜𝑚 𝑓 )ب(  =  𝑋∗ ،𝑓∗ های کرانداردارنده قوی است و روی زیر مجموعهباز𝑋∗  .محدب یکنواخت است 

𝑓 فرض کنیم  [22] ⋅2گزاره  ∶  𝑋 → ℝ  های کراندار  روی زیر مجموعهکه  یک تابع محدب باشد𝑋   کراندار

 است. در این صورت  موارد زیر معادل هستند:

 محدب یکنواخت است.  𝑋های کراندار ی است و روی زیر مجموعهبازدارنده قو تابعی  𝑓  )الف(

∗𝑑𝑜𝑚 𝑓 )ب(  =  𝑋∗  و𝑓∗  های کراندار روی زیر مجموعه𝑋∗ .کراندار و هموار یکنواخت است 

∗𝑑𝑜𝑚 𝑓 )پ(  =  𝑋∗ ،𝑓∗  فرشه دیفرانسیل پذیر است و ∇𝑓∗های کراندار  روی زیر مجموعه 𝑋∗ پیوسته

 .نرم است-یکنواخت نرم

𝑓 باشد و   𝑋 ای ناتهی و محدب از زیر مجموعه 𝐶فرض کنیم  [24] 5⋅2گزاره  ∶  𝑋 → ℝ  یک تابع محدب

𝑥مینیمم خود را در    𝑓 زیر دیفرانسیل پذیر است. در این صورت  𝐶 باشد که روی  ∈ 𝐶 کند اگر و تنها اختیار می

3 اگر ∈ 𝜕𝑓(𝑥) + 𝑁𝐶(𝑥)  که ،𝑁𝐶(𝑥) مخروط نرمال 𝐶   در 𝑥  شود:است و به صورت زیر تعریف می 

(0          )𝑁𝐶(𝑥) ≔ {𝑥∗ ∈ 𝑋∗: 〈𝑥 − 𝑦, 𝑥∗〉 ≥ 3, ∀𝑦 ∈ 𝐶}. 

𝑥3در نقطه   𝑓 باشند به طوری که   𝑋دو تابع محدب روی   𝑔 و   𝑓 اگر ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓 ∩ 𝑑𝑜𝑚 𝑔  پیوسته  باشد ،

 آنگاه

(2           ) 𝜕(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝜕𝑓(𝑥) + 𝜕𝑔(𝑥),    ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

𝑔کنیم مقاله فرض میدر  سراسر این     ∶  𝐶 × 𝐶 → ℝ   یک تابع دو متغیره است که در شرایط زیر صدق

 کند:می

(B1) 𝑔   یکنوا است، یعنی برای هرx, y ∈ C ،𝑔(𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑦, 𝑥) ≤  3. 
 (B2)  𝑔  است، یعنی برای هر  16شبه یکنوا𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶،   

𝑔(𝑥, 𝑦) ≤  3 ⇒  𝑔(𝑦, 𝑥) ≤ 3. 
 (B0)  𝑔  های  از نوع لیپ شیتس است، یعنی ثابت یک تابع پیوسته𝑐1  و𝑐2 اند که برای هر چنان موجود

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶، 
𝑔(𝑥, 𝑦) +  𝑔(𝑦, 𝑧) ≥  𝑔(𝑥, 𝑧) −  𝑐1𝐷𝑓(𝑦, 𝑥) −  𝑐2𝐷𝑓(𝑧, 𝑦), 

𝑓 به طوری که  ∶  𝑋 → برگمن -ضرایب لیپ شیتس 𝑐2و  𝑐1های  یک تابع لژاندر است. ثابت  [∞+,∞−)

 هستند.  𝑓 نسبت به

(B0)  𝑔  روی𝐶 ×  𝐶 پیوسته ضعیف است. 

(B8)   برای هر ثابت𝑥 ∈ 𝐶 ،𝑔(𝑥, .  .است𝐶  محدب، نیم پیوسته پایین و زیر دیفرانسیل پذیر روی  (

(B6)   برای هر ثابت𝑥 ∈ 𝐶، 

    lim 𝑠𝑢𝑝𝑡↓3 𝑔 (𝑡𝑥 +  (1 −  𝑡) 𝑦, 𝑧) ≤  𝑔(𝑦, 𝑧). 

𝐴$، شبه یکنوا است اما عکس آن درست نیست. یک نگاشت   𝐶هر تابع دو متغیره  یکنوا روی [22. ]4تذکر  ∶

 𝐶 →  𝑋∗  متغیره شبه یکنوا است اگر و تنها اگر تابع دو𝑔(𝑥, 𝑦)  =  〈𝐴𝑥, 𝑦 −  𝑥〉  روی 𝐶   شبه یکنوا 

 باشد.

𝑇: 𝐶  نگاشت  → 𝐶برای هر شود هرگاه ساطی برگمن نامیده میانبغیر𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶  ،𝐷𝑓(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤

𝐷𝑓(𝑥, 𝑦). 

                                                 
16 Pseudomonotone 
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𝑓 و  X یک زیر مجموعه ناتهی، بسته و محدب از فضای باناخ انعکاسی   𝐶فرض کنیم [42] 44⋅2گزاره  ∶  𝑋 →

ℝ   یک تابع لژاندر و بازدارنده قوی و𝑔 ∶  𝐶 × 𝐶 →  ℝ  یک تابع دو متغیره باشد که در(B2) − (B8)  صدق

 هایی باشند که به صورت زیر تولید شونددنباله {𝑧𝑛}و  {𝑦𝑛}و کند.   

{
𝑦𝑛 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝜆𝑛𝑔(𝑥𝑛, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑦,  𝑥𝑛): 𝑦 ∈  𝐶},                   

𝑧𝑛 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝜆𝑛𝑔(𝑦𝑛, 𝑦)  + 𝐷𝑓(𝑦,  𝑥𝑛): 𝑦 ∈  𝐶 },         (13)
         

 

{𝑥𝑛}به طوری که   ⊂ C  و{𝜆𝑛} ⊂ ∗𝑥 ، آنگاه برای هر (∞,3) ∈ 𝐸𝑃(𝑔)  داریم 
𝐷𝑓( 𝑥

∗, 𝑧𝑛) ≤ 𝐷𝑓( 𝑥
∗, 𝑥𝑛) − (1− 𝜆𝑛𝑐1)𝐷𝑓(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) − (1− 𝜆𝑛𝑐2) 𝐷𝑓( 𝑧𝑛, 𝑦𝑛). 

 یک دنباله از اعداد نا منفی باشد که در نابرابری زیر صدق کند: {𝑎𝑛}فرض کنیم  [24] 7⋅2لم 

𝑎𝑛+1 ≤ (1− 𝛼𝑛)𝑎𝑛 + 𝛼𝑛𝜎𝑛,   ∀ 𝑛 ≥ 3, 

 که

{𝛼𝑛}  )الف( ⊂  [3, ∑و  [1 𝛼𝑛
∞
𝑛=3 = ∞. 

𝑙𝑖𝑚 𝑠𝑢𝑝𝑛→∞𝜎𝑛 )ب( ≤ ∑، یا 3 |𝛼𝑛𝜎𝑛| <
∞
𝑛=3 ∞. 

∞→𝑙𝑖𝑚 𝑛در این صورت  𝑎𝑛 = 3. 

 

وجود   {𝑛}از  {𝑛𝑖}یک دنباله از اعداد حقیقی باشد به طوری که زیر دنباله   {𝑎𝑛}فرض کنیم   [49] 5⋅2لم 

𝑖داشته باشد که برای هر   ∈ ℕ ،𝑎𝑛𝑖 < 𝑎𝑛𝑖+1  در این صورت زیر دنباله .{𝑚𝑘 ⊂ ℕ}    چنان موجود است که

𝑚𝑘 → 𝑘به اندازه کافی بزرگ( )های زیر برای همه اعداد و ویژگی ∞ ∈ ℕ :برقرار هستند 

𝑎𝑚𝑘
≤ 𝑎𝑚𝑘+1,         𝑎𝑘 ≤ 𝑎𝑚𝑘+1. 

𝑚𝑘در حقیقت   = max {j ≤ k: 𝑎𝑗 < 𝑎𝑗+1}. 

 

 نتايج اصلي -2

 کنیم.در این بخش قضیه اصلی  را بیان و اثبات می

 

𝑓و    𝑋یک زیر مجموعه ناتهی، بسته و محدب از فضای باناخ انعکاسی  𝐶فرض کنیم  1⋅0قضیه  ∶  𝑋 → ℝ  یک

فرشه دیفرانسیل پذیر یکنواخت و کاملا محدب روی زیر تابع لژاندر، سازگار و بازدارنده قوی باشد که کراندار، 

𝑔باشد.    𝑋های کراندار مجموعه ∶  𝐶 × 𝐶 →  ℝ گیریم که در شرایط می را یک تابع دو متغیره در نظر

(B2) − (B8)  صدق کند و𝑆: 𝐶 →  𝐶 انبساطی برگمن با یک نگاشت غیر�̂�(𝑆) = 𝐹(𝑆)  است و𝛺 =

𝐹(𝑆) ∩  𝐸𝑃(𝑔) ≠ 𝑥1دنباله تولید شده با  {𝑥𝑛}. همچنین ∅ ∈ 𝐶 ،𝑢 ∈ 𝑋  و 

 

{
 
 

 
 
𝑦𝑛 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝜆𝑛𝑔(𝑥𝑛, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑦,  𝑥𝑛): 𝑦 ∈  𝐶},                                                            

𝑧𝑛 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝜆𝑛𝑔(𝑦𝑛, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑦,  𝑥𝑛): 𝑦 ∈  𝐶},                                                              

𝑤𝑛 = ∇𝑓∗(𝛾𝑛,1∇𝑓(𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2∇𝑓(𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0∇𝑓(𝑆𝑧𝑛)),                                         (11) 

𝑥𝑛+1 =
←

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐶
𝑓 (∇𝑓∗(𝛼𝑛∇𝑓(𝑢) + (1− 𝛼𝑛)(𝛽𝑛∇𝑓(𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)∇𝑓(𝑆𝑤𝑛))).       

 

 کنند:در شرایط زیر صدق می {𝜆𝑛}و    {𝛽𝑛}، {𝛼𝑛}های باشد که دنباله 

{𝛼𝑛}  )الف( ⊂ (3, 1) ،𝑙𝑖𝑚 𝑛→∞ 𝑎𝑛 = ∑و   3 𝛼𝑛
∞
𝑛=1 = ∞. 
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{𝛾𝑛,𝑖} )ب( ⊂ (3, 1) ،𝛾𝑛,1 + 𝛾𝑛,2 + 𝛾𝑛,0 = 𝑖و برای هر  1 ≠ 𝑗  1و ≤  𝑖, 𝑗 ≤ 3 ،

lim inf 𝛾𝑛,𝑖𝛾𝑛,𝑗 > 3 . 

{𝜆𝑛} )پ( ⊂ [𝑎, 𝑏] ⊂ (3, 𝑝) که ،𝑝 = 𝑚𝑖𝑛 {
1

𝑐1
,

1

𝑐2
 هستند. 𝑔لیپ شیتس از -ضرایب برگمن  {

{𝛽𝑛} )ت( ⊂ (3, 1) ،𝑙𝑖𝑚 𝑖𝑛𝑓𝑛→∞𝛽𝑛(1− 𝛽𝑛) > 3. 

همگرای قوی به   {𝑥𝑛}در این صورت دنباله 
←

𝑃𝑟𝑜𝑗Ω
𝑓𝑢 .است 

شود [ نتیجه می10.2، قضیه 10است. از ] 𝐶ای بسته و محدب از زیر مجموعه Ωکنیم که ابتدا بررسی میاثبات : 

ای بسته و زیر مجموعه 𝐹(𝑆)است. همچنین، به طور مشابه  𝐶یک زیر مجموعه بسته و محدب از  𝐸𝑃(𝑔)که 

 است. 𝐶ای بسته و محدب از زیر مجموعه Ω[. بنابراین 1.0است  ]قضیه  𝐶محدب از 
 

فرض کنیم 
←

�̂� = 𝑃𝑟𝑜𝑗𝐶
𝑓𝑢( لم 0. از ،)و اینکه  2.13S    رویC انبساطی برگمن است، داریمغیر 

𝐷𝑓(𝑦,  𝑤𝑛) = 𝐷𝑓 (y, ∇𝑓
∗ (𝛾𝑛,1∇𝑓(𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2∇𝑓(𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0∇𝑓(𝑆𝑧𝑛)))      

            ≤ 𝛾𝑛,1𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2𝐷𝑓(�̂�, 𝑧𝑛)+𝛾𝑛,0𝐷𝑓(�̂�, 𝑆𝑧𝑛) 
≤ 𝛾𝑛,1𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2𝐷𝑓(�̂�, 𝑧𝑛)+𝛾𝑛,0𝐷𝑓(�̂�, 𝑧𝑛)    

 (12                                )≤ 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) 

 گیریمانبساطی برگمن است، نتیجه میغیر 𝐶روی  𝑆و اینکه  2.6(، قسمت )پ(  لم 0اکنون از )

           
𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝐷𝑓(�̂�, ∇𝑓

∗(𝛼𝑛∇𝑓(𝑢) + (1− 𝛼𝑛)𝛽𝑛∇𝑓(𝑤𝑛)
+ (1− 𝛼𝑛)(1𝛽𝑛)∇𝑓(𝑆𝑤𝑛)) 

          ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, u) + (1− 𝛼𝑛)𝛽𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛) 
+(1− 𝛼𝑛)(1− 𝛽𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑆𝑤𝑛) 

     ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, u) + (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛). 
(10) 

 ( و داریم10( و )12از )  

𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, u) + (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)           
≤ max {𝐷𝑓(�̂�, u), 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)} 

 گیریملذا، با استقرا نتیجه می

𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) ≤ max{𝐷𝑓(�̂�, u), 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)}. 

,𝐷𝑓(�̂�}توان گفت دنباله  بنابراین می 𝑥𝑛)}  2.0کراندار است. بنابر لم ،𝑓 ابع محدب یکنواخت روی زیر یک ت

از این گزاره نیز  )ب(برقرار است، به طور معادل شرط  0از گزاره  )الف(های کراندار است. بنابراین شرط مجموعه

های کراندار نیز روی زیر مجموعه ∗𝑓∇، کراندار است. پس ∗𝑋های کراندار روی زیر مجموعه ∗𝑓، یعنی برقرار است

𝑋∗ 2.8بنابر لم  (. [0.1، قضیه 0) ]، کراندار است،  {𝑥𝑛}  کرانداری  و  2.13(، لم 12کراندار است. بنابر ) دنباله

{𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)} گیریم   نتیجه می{𝐷𝑓(�̂�, 𝑧)}    و{𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛)}  های دنباله  2.13 کراندار هستند. لذا از لم

{𝑧𝑛}  و{𝑤𝑛}   کراندار هستند. بنابراین∇𝑓(𝑥𝑛) ،∇𝑓(𝑧𝑛) و ∇𝑓(𝑤𝑛) بنابر  [(.11.1.1، قضیه 2)] کراندارند

 ،(11الگوریتم )



 68                      الگوریتم همگرای قوی برای حل یک مسئله تعادل و مسئله نقطه ثابت با استفاده از فاصله برگمن در فضاهای باناخ 
 

   

𝛾𝑛,0∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) = ∇𝑓(𝑤𝑛) − 𝛾𝑛,1∇𝑓(𝑥𝑛) − 𝛾𝑛,2∇𝑓(𝑧𝑛). 
 کراندار است. 𝑓(𝑆𝑧𝑛)∇پس طبق )ب(،  

روی   𝑓∇، 2.1 کراندار است، بنابر لم  𝑋 های فرشه دیفرانسیل پذیر یکنواخت است و روی زیر مجموعه  𝑓 چون 

تابعی کوآرسیو قوی و محدب است.   𝑓 ، نرم  است. همچنین طبق فرض-پیوسته یکنواخت نرم  𝑋 های زیر مجموعه

های روی زیر مجموعه ∗𝑓این قضیه نیز برقرار است. یعنی  )پ(برقرار است. به طور معادل شرط  2گزاره  )ب(لذا شرط 

𝑋∗ ض کنیم محدب یکنواخت است. فر 

𝑟1 = sup {∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) ∥, ∥ ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ، هایی کراندار هستنددنباله {𝑓(𝑆𝑧𝑛)∇}و   {𝑓(𝑧𝑛)∇}. چون   {∥

𝑟1پس  < انبساطی برگمن است، نتیجه غیر  𝐶روی  𝑆  و اینکه 2.13، 2.1(، لم های 6(، )8. لذا با استفاده از )∞

 گیریممی

𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛) = 𝑉𝑓 (�̂�, 𝛾𝑛,1∇𝑓(𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2∇𝑓(𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0∇𝑓(𝑆𝑧𝑛))                         

   = 𝑓(�̂�) − ⟨�̂�, 𝛾𝑛,1∇𝑓(𝑥𝑛)+𝛾𝑛,2∇𝑓(𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0∇𝑓(𝑆𝑧𝑛)⟩ 

+𝑓∗ (𝛾𝑛,1∇𝑓(𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2∇𝑓(𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0∇𝑓(𝑆𝑧𝑛))        

                   ≤ 𝑓(�̂�) − 𝛾𝑛,1〈�̂�, ∇𝑓(𝑥𝑛)〉 − 𝛾𝑛,1〈�̂�, ∇𝑓(𝑧𝑛)〉 − 𝛾𝑛,1〈�̂�, ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛)〉 
       +𝛾𝑛,1𝑓

∗(∇𝑓(𝑥𝑛)) + 𝛾𝑛,2𝑓
∗(∇𝑓(𝑧𝑛))+𝛾𝑛,0𝑓

∗(∇𝑓(𝑆𝑧𝑛))) 
  −𝛾𝑛,2𝛾𝑛,0𝜌𝑟1

∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥)                               
                 = 𝛾𝑛,1𝑉𝑓(�̂�, ∇𝑓(𝑥𝑛)) + 𝛾𝑛,2𝑉𝑓(�̂�, ∇𝑓(𝑧𝑛)) + 𝛾𝑛,0𝑉𝑓(�̂�, ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛)) 

   −𝛾𝑛,2𝛾𝑛,0𝜌𝑟1
∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥)                                  

      = 𝛾𝑛,1𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2𝐷(�̂�, 𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0𝐷𝑓(�̂�, 𝑆𝑧𝑛)                  

   −𝛾𝑛,2𝛾𝑛,0𝜌𝑟1
∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥)                                  

    ≤ 𝛾𝑛,1𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2𝐷(�̂�, 𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0𝐷(�̂�, 𝑧𝑛)                      

     −𝛾𝑛,2𝛾𝑛,0𝜌𝑟1
∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥)                                

(10     )  ≤ 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) − 𝛾𝑛,2𝛾𝑛,0𝜌𝑟1
∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥).           

𝑘𝑛اکنون، فرض  کنیم  ≔ ∇𝑓∗(𝛽𝑛∇𝑓(𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)∇𝑓(𝑆𝑤𝑛) .( 0بنابر)   و اینکه 𝑆   روی 𝐶   

 انبساطی برگمن است، داریمغیر

𝐷𝑓(�̂�, 𝑘𝑛) ≤ 𝛽𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑆𝑤𝑛) ≤ 𝛽𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛). 
,𝐷𝑓(�̂�از این رو   𝑘𝑛)  گیریم  می نتیجه ،2.8کراندار است. لذا از لم{𝑘𝑛}  کراندار است. پس{∇𝑓(𝑘𝑛)}  کراندار

−1)  است. لذا با توجه به اینکه 𝛽𝑛)∇𝑓(𝑆𝑤𝑛) = ∇𝑓(𝑘𝑛) − ∇𝑓∗(𝛽𝑛∇𝑓(𝑤𝑛)   ،{∇𝑓(𝑆𝑤𝑛)} 

𝑟2 عدد  ،2.1لم ( و 12(، )6(، )8کراندار است. به روشی مشابه، از ) = sup {∥ ∇𝑓(𝑤𝑛) ∥, ∥ ∇𝑓(𝑆𝑤𝑛) ∥} 

 چنان موجود است که

𝐷𝑓(�̂�, 𝑘𝑛) ≤ 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) − 𝛽𝑛(1− 𝛽𝑛)𝜌𝑟2
∗ (∥ ∇𝑓(𝑤𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑤𝑛) ∥). 

 (، داریم  10( و )10لذا، بنابر )

𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑢) + (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)
− (1− 𝛼𝑛)𝛾𝑛,2𝛾𝑛,0𝜌𝑟1

∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥). 
(16) 

 شودنتیجه می ،2.6لم ( و قسمت )پ( 18(، )0همچنین از )
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𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, u) + (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑘𝑛)
≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑢) + (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)
− (1− 𝛼𝑛)𝛽𝑛(1− 𝛽𝑛)𝜌𝑟2

∗ (∥ ∇𝑓(𝑤𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑤𝑛) ∥). 

 ، داریم𝐶روی   𝑆 انبساطی بودن و غیر 2.13لم (، 0بنابر )
       𝐷𝑓(𝑦,  𝑤𝑛) ≤ 𝛾𝑛,1𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2𝐷𝑓(�̂�, 𝑧𝑛)+𝛾𝑛,0𝐷𝑓(�̂�, 𝑆𝑧𝑛)

≤ 𝛾𝑛,1𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2𝐷𝑓(�̂�, 𝑧𝑛)+𝛾𝑛,0𝐷𝑓(�̂�, 𝑧𝑛)       
        = 𝛾𝑛,1𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + (𝛾𝑛,2+𝛾𝑛,0)𝐷𝑓(�̂�, 𝑧𝑛) 
         ≤ 𝛾𝑛,1𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + (𝛾𝑛,2+𝛾𝑛,0)(𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) 

                              −(1− 𝜆𝑛𝑐1)𝐷𝑓(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) − (1− 𝜆𝑛𝑐2) 𝐷𝑓( 𝑧𝑛, 𝑦𝑛)) 
                       = 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) − (𝛾𝑛,2+𝛾𝑛,0)((1− 𝜆𝑛𝑐1)𝐷𝑓(𝑦𝑛, 𝑥𝑛) 

(10  )                                                       +(1− 𝜆𝑛𝑐2) 𝐷𝑓( 𝑧𝑛, 𝑦𝑛)).                     

 (، داریم10( و )10از )
𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, u) + (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛)                    

                                               ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑢) + (1− 𝛼𝑛)[𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) 
                  −(𝛾𝑛,2+𝛾𝑛,0)((1− 𝜆𝑛𝑐1)𝐷𝑓(𝑦𝑛, 𝑥𝑛)    

+(1− 𝜆𝑛𝑐2) 𝐷𝑓( 𝑧𝑛, 𝑦𝑛))]. 
                                       

 گیریمپس نتیجه می
(1− 𝛼𝑛)(𝛾𝑛,2+𝛾𝑛,0)(1− 𝜆𝑛𝑐1)𝐷𝑓(𝑦𝑛, 𝑥𝑛)        

≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑢) + 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)   

 (12  ) −𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) − (1− 𝛼𝑛)(1−−𝜆𝑛𝑐2) 𝐷𝑓( 𝑧𝑛, 𝑦𝑛) 

 دهیمقرار می
  

ℎ𝑛 ≔ ∇𝑓∗(𝛼𝑛∇𝑓(𝑢) + (1− 𝛼𝑛)(𝛽𝑛∇𝑓(𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)∇𝑓(𝑆𝑤𝑛))). 
 انبساطی برگمن است، داریمغیر 𝐶روی  𝑆و اینکه  2.6(، قسمت )پ( لم 12(، )0(، )1(، )6اکنون با استفاده از )

𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) ≤ 𝐷𝑓(�̂�, ∇𝑓
∗(𝛼𝑛∇𝑓(𝑢) + (1− 𝛼𝑛)∇𝑓(𝑘𝑛))) 

= 𝑉𝑓(�̂�, 𝛼𝑛∇𝑓(𝑢) + (1− 𝛼𝑛)∇𝑓(𝑘𝑛)) 
≤ 𝑉𝑓(�̂�, ∇𝑓

∗(𝛼𝑛∇𝑓(𝑢) + (1− 𝛼𝑛)∇𝑓(𝑘𝑛) − 𝛼𝑛(∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�))) 
  +𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�)〉 
= 𝑉𝑓(�̂�, (1− 𝛼𝑛)∇𝑓(𝑘𝑛)+𝛼𝑛∇𝑓(�̂�) + 𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�)〉 

= 𝐷𝑓 (�̂�, ∇𝑓
∗(𝛼𝑛∇𝑓(�̂�) + (1− 𝛼𝑛)∇𝑓(𝑘𝑛))) + 𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�)〉 

≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, �̂�) + (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑘𝑛) + 𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�)〉 

= (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓 (�̂�, ∇𝑓∗(𝛽𝑛∇𝑓(𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)∇𝑓(𝑆𝑤𝑛))) 

  +𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�)〉 
≤ (1 − 𝛼𝑛)(𝛽𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑆𝑤𝑛))+ 𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢)− ∇𝑓(�̂�)〉 
≤ (1− 𝛼𝑛)(𝛽𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛)) + 𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�)〉 
= (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑤𝑛) + 𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�)〉 

(23                 )≤ (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) + 𝛼𝑛〈ℎ𝑛 − �̂�, ∇𝑓(𝑢) − ∇𝑓(�̂�)〉 

  ،(0) همچنین، بنابر
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𝐷𝑓(𝑤𝑛, ℎ𝑛) ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(𝑤𝑛 𝑢) + (1− 𝛼𝑛)(𝛽𝑛𝐷𝑓(𝑤𝑛, 𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)𝐷𝑓(𝑤𝑛, 𝑆𝑤𝑛)) 
(12       ) ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(𝑤𝑛 𝑢) + (1− 𝛼𝑛)(1− 𝛽𝑛)𝐷𝑓(𝑤𝑛, 𝑆𝑤𝑛))        

 .کنیماکنون دو حالت ممکن زیر را بررسی می

𝑛3فرض کنیم  . 4حالت ∈ ℕ    چنان موجود است که برای هر𝑛 ≥ 𝑛3 ،{𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)} ای غیر صعودی دنباله 

 باشد. بنابراین

lim
𝑛→∞

𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛)  موجود است و 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) − 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) → ∞. 

,𝐷𝑓(𝑦𝑛گیریم  و )پ(، نتیجه می )ب(، شرایط )الف(، (12)از  𝑥𝑛) →  ،{𝑥𝑛 } و کرانداری 2.2 . پس بنا بر لم ∞

(22       )            lim
𝑛→∞

∥  𝑦𝑛 − 𝑥𝑛 ∥= 3. 

 (، داریم12به روشی مشابه، بنابر )و 

(20      )             lim
𝑛→∞

∥  𝑧𝑛 − 𝑦𝑛 ∥= 3. 

 (،20( و )22با استفاده از )

(20   )                lim
𝑛→∞

∥  𝑧𝑛 − 𝑥𝑛 ∥= 3. 

 ( و شرط )الف(،16کراندار است. اکنون بنابر ) {𝑦𝑛 }شود که ( نتیجه می22از )
(1− 𝛼𝑛)𝛾𝑛,2𝛾𝑛,0𝜌𝑟1

∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥)

≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑢) + (1− 𝛼𝑛)𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) − 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1)

≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑢) + 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛) − 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑛+1) → 3. 
(28) 

 شود کهلذا، از شرط )ب( نتیجه می
lim
𝑛→∞

𝜌𝑟1
∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥) = 3. 

lim کنیم کهبعلاوه، ادعا می     
𝑛→∞

∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥= از  {𝑛𝑚}اگر چنین نباشد، یک زیر دنباله  ، 3

{𝑛}   و عدد مثبت𝜖1   وجود دارد به طوری که∥ ∇𝑓(𝑧𝑛𝑚) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛𝑚) ∥≥ 𝜖1.  بنابراین برای هر𝑚 ∈

ℕ، 

   𝜌𝑟1
∗ (∥ ∇𝑓(𝑧𝑛𝑚) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛𝑚) ∥) ≥ 𝜌𝑟1

∗ (𝜖1) زیرا𝜌𝑟1
𝑚غیر نزولی است. فرض کنیم  ∗ → ، در ∞

𝜌𝑟1نتیجه  
∗ (𝜖1) ≤  لذا در تناقض است. ∗𝑋های کراندار روی زیر مجموعه ∗𝑓، که با محدب یکنواخت بودن  3

lim
𝑛→∞

∥ ∇𝑓(𝑧𝑛) − ∇𝑓(𝑆𝑧𝑛) ∥=  ∗𝑋های کراندار روی زیر مجموعه∗𝑓∇،  2.0و لم  0. با استفاده از گزاره 3

 نرم است. بنابراین-پیوسته یکنواخت نرم

(26           )        lim
𝑛→∞

∥ 𝑧𝑛 − 𝑆𝑧𝑛 ∥= 3. 

 (، شرط )ت( و روشی مشابه بالا، داریم11از )

(21          )         lim
𝑛→∞

∥ 𝑤𝑛 − 𝑆𝑤𝑛 ∥= 3. 

از  {𝑥𝑛𝑚}[، یک زیر دنباله  10.2.1، قضیه 20انعکاسی است، لذا با  استفاده از ] 𝑋کراندار  و   {𝑥𝑛}اکنون چون  

{𝑥𝑛}   و یک نقطه𝑞 ∈ 𝑋 وجود دارد به طوری که𝑥𝑛𝑚 → 𝑞. ( 20بنابر ،)𝑧𝑛𝑚 → 𝑞 ( نتیجه 26از این رو از  ،)

𝑞گیریممی ∈ �̂�(𝑆) = 𝐹(𝑆).  

𝑞دهیم اکنون، نشان می  ∈ 𝐸𝑃(𝑔) برای این منظور، فرض  کنیم .𝑥, 𝑦 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚 𝑓. 

𝑓(𝑥)∇کنیم ثابت می − ∇𝑓(𝑦) ∈ 𝜕1𝐷𝑓(𝑥, 𝑦)  1��که𝐷𝑓(𝑥, 𝑦)  زیر دیفرانسیلی از𝐷𝑓(𝑥, 𝑦)  در مولفه

𝜗دهیم قرار می اول است. ≔ ∇𝑓(𝑥) − ∇𝑓(𝑦)کنیم که برای هر . توجه می𝑧 ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓، 
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3 ≥ −𝐷𝑓(𝑧, 𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑧) − 〈𝑥 − 𝑧, ∇𝑓(𝑥)〉 
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑧) − 〈𝑥 − 𝑧, ∇𝑓(𝑦)〉 − 〈𝑥 − 𝑧, ϑ〉 
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑧) − 〈𝑥 − 𝑦, ∇𝑓(𝑦)〉 − 〈𝑦 − 𝑧, ∇𝑓(𝑦)〉 − 〈𝑥 − 𝑧, ϑ〉 
= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) − 〈𝑥 − 𝑦, ∇𝑓(𝑦)〉 + 𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑧) − 〈𝑦 − 𝑧, ∇𝑓(𝑦)〉 − 〈𝑥 − 𝑧, ϑ〉 
= 𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝐷𝑓(𝑧, 𝑦) − 〈𝑥 − 𝑧, ϑ〉. 

𝑧لذا برای هر  ∈ 𝑑𝑜𝑚 𝑓، 
𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) + 〈𝑥 − 𝑧, ϑ〉 ≤ −𝐷𝑓(𝑧, 𝑦). 

𝑓(𝑥)∇  بنابراین،   − ∇𝑓(𝑦) = 𝜗 ∈ 𝜕1𝐷𝑓(𝑥, 𝑦)  از طرف دیگر، با استفاده از این واقعیت که .𝐷𝑓(. , 𝑥) 

,1𝐷𝑓(𝑥�� شودنتیجه می 1پایین  است،  از گزاره  ، محدب، دیفرانسیل پذیر و نیم پیوسته𝑖𝑛𝑡 𝑑𝑜𝑚𝑓روی   𝑦) =

{∇f(x) − ∇f(y)} چون  

𝑦𝑛 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛{𝜆𝑛𝑔(𝑥𝑛, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑦,  𝑥𝑛): 𝑦 ∈  𝐶} ، از شرط(B8)داریم،2.2و  2.0 های، لم ، 

3 ∈ 𝜕{𝜆𝑛𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝐷𝑓( 𝑦𝑛,  𝑥𝑛): 𝑦 ∈  𝐶} + 𝑁𝐶(𝑦𝑛) 
= 𝜆𝑛𝜕2𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝜕1𝐷𝑓( 𝑦𝑛,  𝑥𝑛) + 𝑁𝐶(𝑦𝑛). 

𝜉𝑛پس  ∈ 𝜕2𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)  و𝜂𝑛 ∈ 𝑁𝐶(𝑦𝑛)   وجود دارند به طوری که 

(20           )𝜆𝑛𝜉𝑛 + ∇𝑓(𝑦𝑛) − ∇𝑓(𝑥𝑛) + 𝜂𝑛 = 0. 

𝜂𝑛چون  ∈ 𝑁𝐶(𝑦𝑛) بنابراین برای هر  ،𝑧 ∈ 𝐶 ، 

(22       )          〈𝑦𝑛 − 𝑧, 𝜂𝑛〉 ≥ 3. 

𝑧گیریم برای هر (، نتیجه می22( و )20از ) ∈ 𝐶، 
〈𝑦𝑛 − 𝑧,−𝜆𝑛𝜉𝑛 − ∇𝑓(𝑦𝑛) + ∇𝑓(𝑥𝑛)〉

= 𝜆𝑛〈𝑦𝑛 − 𝑧, 𝜉𝑛〉 − 〈𝑦𝑛 − 𝑧, ∇𝑓(𝑦𝑛) − ∇𝑓(𝑥𝑛)〉 
 از این رو

(03        )〈𝑦𝑛 − 𝑧, ∇𝑓(𝑦𝑛) − ∇𝑓(𝑥𝑛)〉 ≤ 𝜆𝑛〈𝑦𝑛 − 𝑧, 𝜉𝑛〉. 
 

𝜉𝑛علاوه براین، چون  ∈ 𝜕2𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) هر ، لذا برای𝑧 ∈ 𝐶 ، 

(01           )𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑔(𝑥𝑛, 𝑧) ≤ 〈𝑦𝑛 − 𝑧, 𝜉𝑛〉. 

𝑧هر برای (، 01( و )03اکنون، بنابر ) ∈ 𝐶 ، 
1
𝜆𝑛
[〈𝑦𝑛 − 𝑧, ∇𝑓(𝑦𝑛) − ∇𝑓(𝑥𝑛)〉] ≤ 𝑔(𝑥𝑛, 𝑧) − 𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛). 

𝑧گیریم برای هر در نامساوی بالا، نتیجه می 𝑛به جای  𝑛𝑚حال با جایگزینی  ∈ 𝐶، 

(02    )
1

𝜆𝑛𝑚
[〈𝑦𝑛𝑚 − 𝑧, ∇𝑓(𝑦𝑛𝑚) − ∇𝑓(𝑥𝑛𝑚)〉] ≤ 𝑔(𝑥𝑛𝑚 , 𝑧) − 𝑔(𝑥𝑛𝑚 , 𝑦𝑛𝑚). 

 

𝑥𝑛𝑚و این واقعیت که   (𝐵0)،  شرایط )پ(، 2.1(، لم 02(، )22از ) ⇀ 𝑞  وقتی𝑛 → شود که برای ، نتیجه می∞

𝑧هر  ∈ 𝐶 ،𝑔(𝑞, 𝑧) ≥ 𝑧، برای هر (𝐵2).  بنابر 3 ∈ 𝐶   ،𝑔(𝑞, 𝑧) ≤ 𝑞یعنی   3 ∈ 𝐸𝑃(𝑔) بنابراین .𝑞 ∈

Ω. 

کراندار  ∗𝑋و  𝑋های کراندار به ترتیب روی زیر مجموعه ∗𝑓∇و  𝑓∇کراندارند و  {𝑦𝑛 } و   {𝑥𝑛 }توجه داریم که 

  کراندارند. {ℎ𝑛 }و  {𝑘𝑛 }گیریم که  کراندار است. به طور مشابه، نتیجه می {𝑤𝑛 }هستند. پس  
 



 62                      الگوریتم همگرای قوی برای حل یک مسئله تعادل و مسئله نقطه ثابت با استفاده از فاصله برگمن در فضاهای باناخ 
 

   

 (، داریم21و ) (26(، )20، نابرابری های )2.0از لم 

(00    )lim
𝑛→∞

𝐷𝑓( 𝑧𝑛,  𝑥𝑛) = 3, lim
𝑛→∞

𝐷𝑓( 𝑧𝑛,  𝑆𝑧𝑛) = 3, lim
𝑛→∞

𝐷𝑓( 𝑤𝑛,  𝑆𝑤𝑛) = 3.                  

 (، 0همچنین بنابر )
𝐷𝑓( 𝑧𝑛,  𝑤𝑛) ≤ 𝛾𝑛,1𝐷𝑓( 𝑧𝑛,  𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2𝐷𝑓( 𝑧𝑛,  𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0𝐷𝑓( 𝑧𝑛,  𝑆𝑧𝑛). 

lim کندایجاب می( 00لذا )
𝑛→∞

𝐷𝑓( 𝑧𝑛,  𝑤𝑛) =  ،          2.2بنابر لم . 3

(00               )lim
𝑛→∞

∥ 𝑧𝑛 −  𝑤𝑛 ∥= 3. 

 ( داریم21حال با توجه به رابطه ) 
         𝐷𝑓(𝑤𝑛, ℎ𝑛) ≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(𝑤𝑛 𝑢) + (1− 𝛼𝑛)(1− 𝛽𝑛)𝐷𝑓(𝑤𝑛, 𝑆𝑤𝑛)) 

lim شود( نتیجه می00کراندار است، از شرایط )الف(، )ت( و ) {𝐷𝑓(𝑤𝑛 𝑢)}پس، چون 
𝑛→∞

𝐷𝑓( 𝑤𝑛,  ℎ𝑛) = 3 .

lim ،2.2کراندار است، بنابر لم  {ℎ𝑛}چون 
𝑛→∞

∥ 𝑤𝑛 −  ℎ𝑛 ∥=  (، داریم00( و )20بنابراین از ). 3

(08     )          lim
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 −  ℎ𝑛 ∥= 3.      

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝دهیم که اکنون، نشان می
𝑛→∞

〈 ℎ𝑛 − �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 ≤ کراندار است، نتیجه  {𝑥𝑛}چون . 3

 وجود دارد که {𝑥𝑛}از  {𝑥𝑛𝑘}  گیریم که زیر دنبالهمی

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

〈 ℎ𝑛 − �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

〈 𝑥𝑛𝑘 − �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉. 

𝑥𝑛𝑘𝑖}کراندار است، لذا یک زیر دنباله   {𝑥𝑛𝑘}چون 
𝜅به یک نقطه وجود دارد که  {𝑥𝑛𝑘}از   { ∈ 𝛺  همگرای

𝑥𝑛𝑘توان فرض کرد که ضعیف است. بدون این که از کلیت مطلب کاسته شود، می ⇀ 𝜅 نتیجه 2.6. بنابراین از لم ،

 شودمی

(06    )𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

〈 ℎ𝑛 − �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 = 〈 𝜅 − �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉. 

 (، 06( و )08اکنون از )  

(01  )𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

〈 ℎ𝑛 − �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑛→∞

〈 𝑥𝑛 − �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 ≤ 3. 

lim ،2.11( و لم 01(، )23لذا، بنابر )
𝑛→∞

𝐷𝑓(�̂�,  𝑥𝑛) = 𝑥𝑛آوریم،  بدست می 2.2بنابراین از لم  .3 → �̂�. 

𝑗وجود دارد که برای هر  {𝑛}از  {𝑛𝑗}فرض کنیم زیر دنباله   2حالت  ∈ ℕ، 𝐷𝑓(�̂�,  𝑥𝑛𝑗) ≤ 𝐷𝑓(�̂�,  𝑥𝑛𝑗+1) .

{𝑚𝑘}، زیر دنباله 2.12لذا، از لم  ⊂ ℕ   موجود است که𝑚𝑘 →  های زیر برقرارند:و ویژگی ∞

𝑘برای هر   ∈ ℕ، 

𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑚𝑘
) ≤ 𝐷𝑓(�̂�,  𝑥𝑚𝑘+1),   𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑘) ≤ 𝐷𝑓(�̂�,  𝑥𝑚𝑘+1). 

𝑘برای هر (، 12از ) ∈ ℕ،                 

(1− 𝛼𝑚𝑘
)(𝛾𝑚𝑘,2+𝛾𝑚𝑘,0)(1− 𝜆𝑚𝑘

𝑐1)𝐷𝑓(𝑦𝑚𝑘
, 𝑥𝑚𝑘

) 

≤ 𝛼𝑛𝐷𝑓(�̂�, 𝑢) + 𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑚𝑘
) 

−𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑚𝑘+1) − (1− 𝛼𝑚𝑘
)(𝛾𝑚𝑘,2+𝛾𝑚𝑘,0)(1− 𝜆𝑚𝑘

𝑐1)𝐷𝑓(𝑧𝑚𝑘
, 𝑦𝑚𝑘

), 

𝑘گیریم که وقتی تیجه مین(، شرایط )الف(، )ب( و )پ( 00بنابراین با استفاده از ) → ∞ ،𝐷𝑓(𝑦𝑚𝑘
, 𝑥𝑚𝑘

) →

𝑥𝑚𝑘}و کرانداری   2.2پس به کمک لم  .∞
lim آوریم، بدست می{

𝑘→∞
∥ 𝑦𝑚𝑘

−  𝑥𝑚𝑘
∥= به روشی مشابه، . 3

lim ، داریم1از حالت 
𝑘→∞

∥ 𝑦𝑚𝑘
−  𝑧𝑚𝑘

∥=  شودنتیجه می 1همان استدلال حالت  اکنون با. 3

𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝
𝑘→∞

〈 ℎ𝑚𝑘
− �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 = 𝑙𝑖𝑚𝑠𝑢𝑝

𝑘→∞
〈 𝑥𝑚𝑘

− �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 

(02                      )≤ 3. 
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 (، 00( و )23همچنین بنابر )

𝐷𝑓(�̂�,  𝑥𝑚𝑘+1) ≤ (1− 𝛼𝑚𝑘
)𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑚𝑘

) + 𝛼𝑚𝑘
〈ℎ𝑚𝑘

− �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 
≤ (1− 𝛼𝑚𝑘

)𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑚𝑘+1) + 𝛼𝑚𝑘
〈ℎ𝑚𝑘

− �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉, 
,𝐷𝑓(�̂� پس  𝑥𝑚𝑘+1) ≤ 〈ℎ𝑚𝑘

− �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉 .( 00لذا، بنابر ،) 

(03      )𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑘) ≤ 𝐷𝑓(�̂�,  𝑥𝑚𝑘+1) ≤ 〈ℎ𝑚𝑘
− �̂�, 𝛻𝑓(𝑢) − 𝛻𝑓(�̂�)〉. 

lim(،  03( و )02بنابر )
𝑘→∞

𝐷𝑓(�̂�, 𝑥𝑘).  وقتی 2.2لذا بنابر لم ،𝑘 → ∞ ،𝑥𝑘 → �̂�  کند.و این اثبات را کامل می 

  کاربردی از نابرابری تغییراتي

,xبرای هر  است،تعریف شده  𝑔کنیم که متناظر با تابع مسئله تعادل زیر را مطرح میدر این قسمت  y ∈  C، 

𝑔(𝑥, 𝑦) = 〈𝑦 − 𝑥, 𝐴𝑥〉    با عملگر𝐴: 𝐶 → 𝑋∗ کنیم:می. حال مسئله نابرابری تغییراتی زیر را تعریف 

zیافتن   ∈  C  به طوری که  برای هرy ∈  C، 
〈𝑦 − 𝑥, 𝐴𝑥〉 ≥ 3. 

:𝑋 ،𝐴یک زیر مجموعه ناتهی، بسته و کراندار از فضای باناخ انعکاسی  𝐶فرض کنیم  [42] 1.4لم  𝐶 → 𝑋∗  یک

:𝑓نگاشت و  𝑋 → ℝ  یک تابع لژاندر باشد. در این صورت برای هر𝑥 ∈ 𝑋 ،𝑦 ∈ 𝐶  وλ ∈ (3, +∞)، 
←

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐶
𝑓(∇𝑓∗[∇𝑓(𝑥) − 𝜆𝐴(𝑦)]) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑤∈𝐶{𝜆〈𝑤 − 𝑦, 𝐴(𝑦)〉 + 𝐷𝑓(𝑤, 𝑥)}. 

 [.28کند ]، متریک و فاصله برگمن در رابطه زیر زیر صدق می11محدب یکنواخت  𝑝−فضای 

𝑐𝑝 ∥ 𝑥 − 𝑦 ∥
𝑝≤ 𝐷1

2
∥.∥2(𝑥, 𝑦) ≤ 〈𝑥 − 𝑦, 𝐽𝑝(𝑥) − 𝐽𝑝(𝑦)〉, 

𝑐𝑝که  > 𝑝یک عدد ثابت است. برای  3 =  دهیم.نشان می 𝐽را با  𝐽𝑝، نگاشت دوگان 2

.)𝑓یک فضای باناخ هموار یکنواخت و محدب یکنواخت باشد و 𝑋فرض کنیم  ) =
1

2
∥. 𝑓∇. بنابراین 2∥ = 𝐽 ،

𝐷1
2
∥.∥2(𝑥, 𝑦) =

1

2
𝜙(𝑥, 𝑦)  و

←

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐶

1
2
∥.∥2

= Π𝐶
 . 

𝑓∇ یک فضای هیلبرت باشد، آنگاه 𝑋همچنین اگر  = 𝐼 ،𝐷1
2
∥.∥2(𝑥, 𝑦) =

1

2
∥ 𝑥 − 𝑦 و  2∥

←

𝑃𝑟𝑜𝑗𝐶

1
2
∥.∥2

= P𝐶
 تصویر متریک است. P𝐶،  که 

 دهیم.مطالب بالا قضیه زیر را ارائه میبا توجه به 

محدب -2یک زیر مجموعه ناتهی، بسته و محدب از یک فضای باناخ هموار یکنواخت و   𝐶فرض کنیم  0.2قضیه 

:𝐴 است و 𝑋یکنواخت   𝐶 → 𝑋∗   یک نگاشت  یکنوا و پیوستهL-   .لیپ شیتس است𝑆: 𝐶 → 𝐶 یک نگاشت   را

𝐹(𝑆)گیریم که انبساطی در نظر میغیر = F̂(𝑆) ≠ Ωو  ∅ = 𝐹(𝑆) ∩ 𝑉𝐼(𝐶, 𝐴) ≠ دنباله  {𝑥𝑛}و   ∅

𝑥1تولید شده با  ∈ 𝐶 و 

{
 

 
𝑦𝑛 = Π𝐶[𝐽

−1𝐽(𝑥𝑛) − 𝜆𝑛𝐴(𝑥𝑛)],                                                               

𝑧𝑛 = Π𝐶[𝐽
−1𝐽(𝑥𝑛) − 𝜆𝑛𝐴(𝑦𝑛)],                                                                 

𝑤𝑛 = 𝐽−1(𝛾𝑛,1J(𝑥𝑛) + 𝛾𝑛,2J(𝑧𝑛) + 𝛾𝑛,0J(𝑆𝑧𝑛)),                                     

𝑥𝑛+1 = Π𝐶[𝐽
−1(𝛼𝑛J(𝑢) + (1− 𝛼𝑛)(𝛽𝑛J(𝑤𝑛) + (1− 𝛽𝑛)J(𝑆𝑤𝑛))).

 

 کنند:صدق میدر شرایط زیر {𝛾𝑛}و  {𝛽𝑛}، {𝛼𝑛}است،  که 

                                                 
17  p-uniformly convex 
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{𝛼𝑛} )الف( ⊂ (3, 1) ،𝑙𝑖𝑚𝑛→∞𝛼𝑛 = ∑و   3 𝛼𝑛
∞
𝑛=1 = ∞. 

{𝛾𝑛,𝑖} )ب( ⊂ (3, 1)، 𝛾𝑛,1 + 𝛾𝑛,2 + 𝛾𝑛,0 = 𝑖و برای هر  1 ≠ 𝑗  1و ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 0 ، 

𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑛→∞ 𝛾𝑛,𝑖𝛾𝑛,𝑗 > 3. 

{𝜆𝑛} )پ( ⊂ [𝑎, 𝑏] ⊂ (3,
2𝑐𝑝
𝐿
 ( داده شده است.01که ) ،(

{𝛽𝑛} )ت( ⊂ (3, −𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝑛→∞ 𝛽𝑛(1و  (1 𝛽𝑛) > 3. 

 است. Π𝐶𝑢همگرای قوی به   {𝑥𝑛}آنگاه دنباله 

 اثبات :

,𝑥فرض کنیم برای هر  𝑦 ∈ 𝐶، 𝑔(𝑥, 𝑦): = 〈𝑦 − 𝑥, 𝐴𝑥〉دهیم تابع دو متغیره  . اکنون نشان می𝑔  در شرایط

(B1) − (B8)   .صدق می کند 

(𝐵1) 𝑔  :یکنوا است𝑔  برای هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶، 

𝑔(𝑥, 𝑦) +  𝑔(𝑦, 𝑥) = 〈 𝑦 − 𝑥, , 𝐴𝑥〉 + 〈𝑥 − 𝑦, 𝐴𝑦〉 = − 〈𝑥 − 𝑦, 𝐴𝑥 − 𝐴𝑦〉 ≤ 3. 
(𝐵2)  برای هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 ،𝑔 زیرا  یکنوا است.-شبه𝑔 .یکنوا است 

(𝐵0) ( و با استفاده از اینکه عملگر  01بنابر )𝐴  پیوسته-Lلیپ شیتس است، داریم 

𝑔(𝑥, 𝑦) +  𝑔(𝑦, 𝑧) − 𝑔(𝑥, 𝑧) = 〈 𝑦 − 𝑥, , 𝐴𝑥〉 + 〈𝑧 − 𝑦, 𝐴𝑦〉 
       = 〈 𝑦 − 𝑧, , 𝐴𝑥〉 + 〈𝑧 − 𝑦, 𝐴𝑦〉 

= −〈 𝑦 − 𝑧, , 𝐴𝑦 −  𝐴𝑥〉     
≥ −∥ 𝐴𝑦 −  𝐴𝑥 ∥∥ 𝑦 − 𝑧 ∥ 
≥ −𝐿 ∥ 𝑦 −  𝑥 ∥∥ 𝑦 − 𝑧 ∥   

           ≥ −
L

2
∥ 𝑦 −  𝑥 ∥2−

L

2
∥ 𝑦 − 𝑧 ∥2 

        ≥ −
L

0𝑐𝑝
𝜙(𝑦, 𝑥) −

L

0𝑐𝑝
𝜙(𝑧, 𝑦). 

.)𝑓 تابعی پیوسته از نوع برگمن لیپ شیتس است و نسبت به  𝑔 بنابراین  ) =
1

2
∥. ∥2

،   . 𝑐1 = 𝑐2 =
𝐿

2𝑐𝑝
 

(𝐵0)    فرض کنیم 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶   و{𝑥𝑛}  و{𝑦𝑛}  دو دنباله در 𝐶   باشند که به ترتیب به نقاط 𝑥  و 𝑦    همگرای

 ضعیف هستند،

lim
𝑛→∞

𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)  = lim
𝑛→∞

〈 𝑦𝑛 − 𝑥𝑛, , 𝐴𝑥𝑛〉 = 〈 𝑦 − 𝑥, , 𝐴𝑥〉 = 𝑔(𝑥, 𝑦). 

(𝐵8)    برای هر نقطه ثابت 𝑥 ∈ 𝐶، 𝑔(𝑥, . ) = 〈. −𝑥, , 𝐴𝑥〉  محدب، نیم پیوسته پایین و زیر دیفرانسیل پذیر

 است. 𝐶 روی 

(𝐵6)    برای هر𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶، 
lim
𝑡→3
𝑠𝑢𝑝 𝑔(𝑡𝑥 + (1− 𝑡)𝑦, 𝑧) = lim

𝑡→3
𝑠𝑢𝑝〈𝑧 − 𝑡𝑥 − (1− 𝑡)𝑦, 𝐴(𝑡𝑥 + (1− 𝑡)𝑦)〉 

        = 〈𝑧 − 𝑦, 𝐴𝑦〉 = 𝑔(𝑦, 𝑧). 
 آید.نتیجه دلخواه به دست می  0.1و قضیه  0.1لم  لذا، به کمک

 

 نتايج عددی -1

𝑋فرض کنیم  = ℝ ،𝐶 =  [3, .)𝑓 و    [2 ) =
1

2
∥.  . تابع دو متغیره2∥

  𝑔: 𝐶 × 𝐶 → ℝ برای هر  کنیم:را به صورت زیر تعریف می𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶، 
       𝑔(𝑥, 𝑦):= 16𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 28𝑥2. 
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− (B1) به صورت زیر در شرایط  𝑔بدیهی است که    (B8) کند:می صدق  
(B1)  𝑔  .برای هر  یکنوا است𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶، 

𝑔(𝑥, 𝑦) +  𝑔(𝑦, 𝑥) = 16𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 28𝑥2 + 16𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 28𝑦2 

= −2(𝑥 − 𝑦)2 ≤ 3.                                                  
(B2)  برای هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶، 𝑔  یکنوا است، زیرا -شبه𝑔  .یکنوا است 

(B2) 𝑔  پیوسته از نوع لیپ شیتس است با𝑐1 = 𝑐2 = 2  : 

𝑔(𝑥, 𝑦) +  𝑔(𝑦, 𝑧) − 𝑔(𝑥, 𝑧) 
= 16𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 28𝑥2 + 16𝑧2 + 2𝑦𝑧 − 28𝑦2 − 16𝑧2 − 2𝑥𝑧 + 28𝑥2 

= −2(𝑦2 − 𝑥𝑦 − 𝑦𝑧 + 𝑥𝑧) 

= −
2
2
(𝑦2 − 2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦𝑧 + 𝑧2 − 𝑥2 + 2𝑥𝑧 − 𝑧2) 

= −2𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) − 2𝐷𝑓(𝑦, 𝑧) + 2𝐷𝑓(𝑥, 𝑧) 
(00)                                   ≥ −𝐷𝑓(𝑥, 𝑦) − 2𝐷𝑓(𝑦, 𝑧). 

(𝐵0)  فرض کنیم 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶  و {𝑥𝑛}  و{𝑦𝑛}  دو دنباله در𝐶   باشند که به ترتیب به نقاط𝑥  و𝑦  همگرای

 معادل است(،  ℝضعیف هستند )همگرایی ضعیف و قوی در 

Lim
𝑛→∞

𝑔(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = lim
𝑛→∞

 16𝑦𝑛2 + 2𝑥𝑛𝑦𝑛 − 28𝑥𝑛2 = 16𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 28𝑥2 = 𝑔(𝑥, 𝑦). 

(𝐵8)  وضوح برای هر نقطه ثابت ه بx ∈ C، 𝑔(𝑥, .  C یوسته پایین و زیر دیفرانسیل پذیر رویپمحدب، نیم  (

 است.

(𝐵6)  برای هر𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐶، 

lim
𝑡→3
𝑠𝑢𝑝 𝑔(𝑡𝑥 + (1− 𝑡)𝑦, 𝑧) = lim

𝑡→3
𝑠𝑢𝑝[16𝑧2 + 2(𝑡𝑥 + (1− 𝑡)𝑦)𝑧 

(00         )−28(𝑡𝑥 + (1− 𝑡)𝑦)2]  = 𝑔(𝑦, 𝑧). 

:𝑆نگاشت  𝐶 →  𝐶   را برای هرx ∈ C   به صورت𝑆(𝑥) =
𝑥

0
𝐹(𝑆)کنیم. بنابراین، تعریف می  = و برای  {3}

,𝑥هر  𝑦 ∈ 𝐶، 

𝐷𝑓(𝑆𝑥, 𝑆𝑦) = 𝐷𝑓 (
𝑥

0
,
𝑦

0
) 

= 𝑓 (
𝑥

0
) − 𝑓 (

𝑦

0
) − 〈

𝑥

0
− 
𝑦

0
,
𝑦

0
〉 

=
𝑥2

10
−
𝑦2

10
−
𝑥𝑦

2
+
𝑦2

2
              

=
1
10
(𝑥 − 𝑦)2 ≤

1
2
(𝑥 − 𝑦)2 

= 𝐷𝑓(𝑥, 𝑦), 

𝑝انبساطی برگمن است. فرض کنیم  غیر 𝑆لذا  ∈ �̂�(𝑆) آنگاه ،𝐶  شامل یک دنباله{𝑥𝑛}  است به طوری که

𝑥𝑛 ⇀ 𝑝   وlim
𝑛→∞

(𝑆𝑥𝑛 − 𝑥𝑛) = 𝑝، بنابراین 3 = �̂�(𝑆) . پس3 = {3} = 𝐹(𝑆) . اکنون، اگر𝜆𝑛 =
1

02
 ،

 (، داریم11در الگوریتم ) 𝑦𝑛با استفاده از تعریف 

𝑦𝑛 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 {
1
02
𝑔(𝑥𝑛, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑦,  𝑥𝑛): 𝑦 ∈  𝐶} ,  

𝑦𝑛بنابراین،     =
20

60
𝑥𝑛به طور مشابه . 

𝑧𝑛 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 {
1
02
𝑔(𝑦𝑛, 𝑦) + 𝐷𝑓(𝑦,  𝑥𝑛): 𝑦 ∈  𝐶} ,  
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𝑧𝑛لذا،  =
1001

(60)2
𝑥𝑛همچنین .  𝑤𝑛 = 𝛾𝑛,1𝑥𝑛 + 𝛾𝑛2𝑧𝑛 + 𝛾𝑛,0𝑧𝑛  و 

𝑥𝑛+1 = 𝑃𝐶(𝛼𝑛𝑢 + (1− 𝛼𝑛)( 𝛽𝑛𝑤𝑛 + (1− 𝛽𝑛)
𝑤𝑛
0
)) 

= 𝑃𝐶 (𝛼𝑛𝑢 + (1− 𝛼𝑛) (
2
0
𝛽𝑛 +

1
0
)𝑤𝑛).    

𝛼𝑛اکنون با انتخاب  =
1

𝑛
 ،𝛽𝑛 =

1

2
+

1

𝑛
𝛾𝑛,1و   = 𝛾𝑛2 = 𝛾𝑛,0 =

1

0
 ، مقادیر

𝑥1را با نقطه آغازین  1و شکل  1جدول  =  داریم. {𝑥𝑛}برای دنباله  8

 
 

𝒙𝟏: نتايج عددی از همگرايي برای  4جدول  = 𝒖و  𝟏 =  .8در مثال  𝟒

𝒘𝒏  𝒛𝒏 𝒚
𝒏

 𝒙𝒏 i 
3.8001 3.0028 3.0820 1.3333 1 

1.3662 3.0202 3.1100 2.3333 2 

1.3662 3.0202 3.1100 2.3333 0 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
3.3300 3.3320 3.3322 3.3362 220 

3.3300 3.3320 3.3322 3.3362 222 

3.3300 3.3320 3.3322 3.3362 1333 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
3.3311 

3.3311 

3.3311 

3.3310 

3.3310 

3.3310 

3.3311 

3.3311 

3.3311 

3.3301 

3.3301 

3.3301 

1220 

1222 

2333 

     

 

 

 
 1 رفتار همگرايي دنباله تولید شده در مثال:  4شکل
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