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 مقدمه -4

 بعضیو  تعریف STop ریساختا یکیزتوپولو یفضاها ستهر [5] مقالهو در  ریساختا ژیتوپولو ممفهو [0مقاله ] در

 گرفته ارقر سیربرو  بحث ردمو ستهر یندر ا حد متناهیو  تاییدو بضر ز،برساابر نهمچو یکیرکاتگو ییژگیهاو

 مقاله مبحث رخوافر به بهتر تفهیم ایبر لمثا چندو  نبیارا  نظر ردمو مبحث ایپایه مفاهیم بخش ین. در استا

 با X مانند شیء یک یرو ریساختا ژیتوپولو یکدر  دنبو بستهو  زبا مفاهیم ابتدا بعد بخش. در ستا هشدآورده 

 ثابترا  نهاآ هایدلمعاو  نتایج بعضیو  نبیارا  لیهاو زیسااجد لصوا سپس ،تعریفرا  𝜏𝑋 ریساختا ژیتوپولو

 .دشو جعهامر ]6، 1] منابع به ایستهر مباحثو  مفاهیم بیشتر کدر ایبر. میکنیم
 

 .باشند ستهدو ر 𝐶و  Ɛ کنید ضفر :1-1تعریف 
 

(i های زوج تابعگون𝜀
𝑜𝑝      ℙ      
→    𝐶

     𝑝      
→    𝐶 را یک پایه روی زوج ،(𝜀 , 𝐶) که طورینامیم، به می𝐶 طور  به

 متناهی کامل است.
 

(ii ختار توپولوژیکی وابسته به پایهیک سا (ℙ, 𝑃)  و یا−(ℙ, 𝑃)  ساختار توپولوژی یک چهارتایی𝑆 = (𝑏, 𝑡,

∧,  باشد که در آن:از تبدیلات طبیعی می (∨

 𝑃 𝑜  ℙ 
     ∨      
→    ℙ ,   𝑆 𝑜 ℙ  

     ∧      
→     ℙ , 1

     𝑡      
→    ℙ  ,1

     𝑏      
→     ℙ 

:𝑆در دیاگرام فوق  𝐶 
                
→     𝐶  یک شیء نهایی است. 1تابعگون مربع و 

 

(iii  یک توپولوژی ساختاری روی شیءX از رسته 𝜀  وابسته بهS  و یا به طور اختصار−𝑆  توپولوژی ساختاری روی

X  یک– 𝐶  مانومورفیسم𝑇𝑥
        𝜏𝑋         
→        ℙ (𝑋)  :است که در آن 

  𝑃(𝑇𝑥)
      ∨𝑥       
→      𝑇𝑋  و  𝑇𝑋  × 𝑇𝑋  

      ∧𝑥       
→      , 1

      𝑡𝑥       
→      𝑇𝑋 ,

      𝑏𝑥       
→      𝑇𝑋 

 

 های زیر جابجایی هستند:همچنین دیاگرام
 

 
 
 
 

 
 

          𝑃(𝑇𝑋)
           ∨𝑥          
→        𝑇𝑋

𝑃(𝜏𝑋) ↓ \\\ ↓ 𝜏𝑋
       𝑃(ℙ (𝑋)

               ∨𝑥      
→        ℙ (𝑋)

              
  𝑇𝑋 × 𝑇𝑋

            ∧𝑋          
→         𝑇𝑋

𝜏𝑋 × 𝜏𝑋 ↓ \\\ ↓ 𝜏𝑋
   ℙ (𝑋) × ℙ (𝑋)

             ∧𝑥       
→        ℙ (𝑋)

 

 

 

,𝑋)در این حالت  𝜏𝑋) نامیم. بعضی مواقع به جای را یک فضای توپولوژی ساختاری می(𝑋, 𝜏𝑋)  از زوج(𝑋, 𝜏𝑋) 

 [.5، 0کنیم. ببینید ]استفاده می
 

𝜏𝑋 

𝑇𝑋 

tx 

ℙ (𝑋) 
tx 

1 

𝜏𝑋 

𝑇𝑋 

bx 

ℙ (𝑋) 
bx 

1 
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, 𝑋)توپولوژی  𝑆−فضاهای : 2-1تعریف  𝜏𝑋)  و(𝑌 , 𝜏𝑌)  .مفروضد– 𝜀  مورفیسم𝑓 ∶ 𝑋 
              
→     𝑌 را پیوسته 

𝑇𝑓مورفیسم  𝐶 –نامیم هرگاه پیوسته می S–ساختاری یا  ∶ 𝑇𝑌
              
→    𝑇𝑋   چنان موجود باشد که دیاگرام زیر

 جابجایی گردد.
 

     𝑇𝑋
       𝜏𝑋        
→      ℙ(𝑋)          

𝑇𝑓 ↑ ///  ↑ ℙ(𝑓)

      𝑇𝑌
        𝜏𝑌         
→       ℙ(𝑌)          

 

 

𝑓را به صورت  fدر این حالت مورفیسم  ∶ (𝑋, 𝜏𝑋)
               
→     (𝑌, 𝜏𝑋) [0نویسیم. ببینید ]می 

 

𝑆𝑒𝑡𝑜𝑝های در توپولوژی استاندارد تابعگون: 0-1مثال   
       ℙ        
→      𝑆𝑒𝑡 

       𝑃        
→     𝑆𝑒𝑡  به ترتیب( ℙ)  تابعگون

𝑆توانی هستند. چهارتایی تبدیلات طبیعی  تابعگون هموردای مجموعه (𝑃)ناوردا و  = (𝑏 , 𝑡, روی  (∨, ∧

 ، اشتراک و اجتماع(:Xبه ترتیب )تهی،   X مجموعه

 ∨ 𝐴𝑖 =∪ 𝐴𝑖  , 𝐴 ∧ 𝐵 =  𝐴 ∩ 𝐵 , 𝑡X : 1 → 𝑋 , 𝑏X : 1 →  ای از مجموعهزیرمجموعه 𝑇𝑋باشد. می∅

𝑇𝑋و  ℙ(𝑋)توانی  → ℙ(𝑋) [ 0نگاشت شمول است. ببینید.] 
 

𝑆𝑒𝑡𝑜𝑝های ر توپولوژی فازی نوع اول تابعگوند: 0-1 مثال  
       ℙ        
→      𝑆𝑒𝑡 

       𝑃        
→     𝑆𝑒𝑡  به صورتℙ(𝑋) =

𝐼𝑋  و تابعگونP توانی است. به ازای هر  همان تابعگون همورداری مجموعه𝑎 ∈ [0,1]. 

𝑎(𝑡)را تابع ثابت  𝑎اگر  = 𝑎 .در نظر بگیریم، آنگاه چهارتایی تبدیلات طبیعی به صورت زیر است 

 ∨𝑋: 𝑃(𝐼
𝑋) → 𝐼𝑋 ,∧𝑋: 𝐼

𝑋 × 𝐼𝑋 → 𝐼𝑋 , 𝑡𝑋: 1 → 𝐼
𝑋 , 𝑏𝑋: 1 → 𝐼^𝑋 که در آن, 𝑡𝑋(1) = 1   

𝑏𝑋(1) = 0  ∧ 𝑇𝑋. تابع دهستن (join)وست  ∨و  (meet)رسند   → 𝐼
𝑋 [ 0نگاشت شمول است. ببینید.] 

 

در توپولوژی فازی نوع دوم تمام شرایط توپولوژی فازی نوع اول برقرار است با این اضافه که تمام : 5-1مثال 

 [0موجود است. ببینید ] 𝑇𝑋های ثابت در نگاشت
 

 فضاهای توپولوژی فازی نوع اول است. کامل از رسته نوع دوم یک زیررسته پولوژی فازیفضاهای تو رسته: 6-1گزاره 
 

,𝑋)فرض کنید : 0-1مثال:  پذیری رسته، کامل و دارای خاصیت توزیع مرتب جزئی و به عنوان یک یک رده (≥

 های گونعدلخواهی باشد. تاب (join)دوتایی نسبت به هر وست  (meet)رسند 

 (𝑋,≤)𝑜𝑝
        ℙ         
→      𝑆𝑒𝑡

       𝑃        
→     𝑆𝑒𝑡  به صورت ℙ(𝑋) =↓ 𝑥 = {𝑎 ∈ 𝑋 ∶ 𝑎 ≤ 𝑥} وℙ(𝑥 ≤

𝑦) = − ∧ 𝑥: ↓ 𝑦
                  
→     ↓ 𝑥    وP توانی باشند. همچنین  تابعگون هموردای مجموعه 𝑏𝑥 ∶ 1

                  
→     ↓

𝑥  با ضابطه 𝑡𝑥 ∶ 1
                  
→     ↓ 𝑥   , 𝑏𝑥(1) = 𝑡𝑥(1) با ضابطه 0 = 𝑥  ،∧𝑥 (𝑎, 𝑏) = 𝑎 ∧ 𝑏  و همچنین

∨𝑋: 𝑃(↓ 𝑥)
                  
→     ↓ 𝑥 با ضابطه ∨𝑋 (𝐴) =  𝑎𝛼∈𝐴

𝑇𝑥چهار تبدیل طبیعی ما می باشند. در این صورت  ∨   ⊆

↓ 𝑥  یک توپلوژی ساختاری است، هرگاه𝑇𝑥 [ 5نسبت به رسند دوتایی و وست دلخواه بسته باشد. ببینید] 
 

حالت خاص و ظریفی از مثال فوق است.  (⊇,𝑃(𝑋))باشد، آنگاه  X توانی مجموعه مجموعه 𝑃(𝑋)اگر : 0-1مثال 

 [5ببینید ]
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 اصول جداسازی -2

ر نهایت کنیم. ددر این فصل ابتدا مفاهیم باز و بسته بودن، سپس اصول جداسازی در ساختار توپولوژی را تعریف می

 دهیم. ها و نتایج همانند در توپولوژی استاندارد را مورد بررسی قرار میمعادلبا وجود شرایط مورد نیاز، بعضی از 

𝑆فرض کنید  = (𝑏, 𝑡,∧,∨)  یک ساختار توپولوژی روی پایه(ℙ, 𝑃)  باشد. با در نظر گرفتن تابعگون

𝜀𝑜𝑝ثابت
      1        
→     𝐶𝑜𝑝  با مقدار شیء نهای در رسته𝐶  فرض کنید𝜀𝑜𝑝

       𝑐(1,ℙ)        
→         𝑆𝑒𝑡 های ترکیب تابعگون

 باشد.
 

𝜀𝑜𝑝
     <1,ℙ>
→     𝐶𝑜𝑝 × 𝐶

    𝐶(−,−)
→     𝑆𝑒𝑡 

 

𝜀𝑜𝑝هایاز آنجا که تابعگون
    𝑐(1,ℙ)
→     𝑆𝑒𝑡

   𝑠
→𝑆𝑒𝑡  و𝜀𝑜𝑝

    𝑐(1,𝑆𝑜ℙ)
→       𝑆𝑒𝑡  هستند، لذا به  ایزومورف طبیعی

𝑆𝑜ℙتوان از تبدیل طبیعی سادگی می
    ∧
→  ℙ  تبدیل طبیعی𝑆𝑜𝐶(1, ℙ)

    ∧
→ 𝐶(1, ℙ) ، به دست آورد که در را

𝑋آن به ازای هر  ∈ 𝜀 ،𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶(1, ℙ(𝑋))  و ما آن را به صورت𝑎 ∧ 𝑏 دهیم. نمایش می 
 

𝑆ساختار توپولوژی: 1-2تعریف  = (𝑏, 𝑡,∧,∨)  وابسته به پایه(ℙ, 𝑃) شیءهایزیر𝑎: 1ℙ(𝑋)  و

𝑏: 1ℙ(𝑋) از  ℙ(𝑋) :مفروضند. گوییمa کمتر ازb   یاb  شاملa نویسیماست و می  𝑎 ≤ 𝑏  هر گاه𝑎 ∧

𝑏 = 𝑎  با فرض آنکه ∧𝑥 به ازای هرX پذیری باشد، آنگاه های خودتوانی، جابجایی و شرکتدارای ویژگی 

𝐶(1, ℙ(𝑋)) یک − ∧𝑥  .با این فرض:  [7,2]نیم مشبکه است 
 

,𝑎فرض کنید  :2-2لم  𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐶(1, ℙ(𝑋))  :در این صورت 
 

(i 𝑎 ∧ 𝑏  بزرگترین کران پایین{𝑎, 𝑏} .است 
 

(ii  روی  ≥رابطه𝐶(1, ℙ(𝑋)) ترتیب جزئی است. یک رابطه 
 

(iii  اگر𝑐 ≤ 𝑑 و  𝑎 ≤ 𝑏   آنگاه𝑎 ∧ 𝑐 ≤ 𝑏 ∧ 𝑑. 
 

 اثبات: اثبات مستقیم است.
 

𝑆فرض کنید  :0-2تعریف  = (𝑏, 𝑡,∧,∨)  یک−(ℙ, 𝑃) –  ،ساختار𝑇𝑋
     𝜏𝑋      
→     ℙ(𝑋)  یک توپولوژی

𝑎و  Xساختاری روی  ∶ 1 → ℙ(𝑋)  و𝑏 ∶ 1 →  ℙ(𝑋) شیء از دو زیرℙ(𝑋) .باشند 
 

(i a  وb  را جدا از هم گوییم هرگاه𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏𝑥. 
 

(ii a  را درX  نسبت به توپولوژی𝜏
𝑋

𝜏باز گوییم هرگاه روی  
𝑋
: 𝑇𝑋 → ℙ(𝑋)  تجزیه شود، بدین معنی که

:′𝑎 مورفیسم  1 → 𝑇𝑋  :چنان موجود باشد که𝑎 = 𝜏𝑋𝑎′ . 
 

,𝑋: 𝜀(1{0}با فرض وجود تابع یک به یک  𝑋) → 𝐶(1, ℙ(𝑋)) با این ضابطه که هر ،𝑥 ∶ 1 → 𝑋  را به

:𝑥{𝑥}شیء نمادین زیر 1 → ℙ(𝑋) توان اصول جداسازی نامیم، میتابع تک عضوی مینگارد و آن را می

𝑇2, 𝑇1, 𝑇0 .را به صورت زیر تعریف کرد 
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𝑆فرض کنید  :0-2تعریف  = (𝑏, 𝑡,∧,∨)  یک−(ℙ, 𝑃)  ،ساختار 𝑇𝑋
   𝜏𝑋    
→   ℙ(𝑋)  یک توپولوژی ساختاری

,𝑋)باشد. گوییم:  فضای توپولوژی ساختاری  Xروی  𝜏𝑋) ،نسبت به تابع تک عضوی 

(i 𝑇0 1شیء متمایز است هر گاه به ازای هر دو زیر

    𝑥1      
→    

     𝑥2     
→    

𝑋 شیء باز یک زیر𝑎 : 1 → (ℙ𝑋)  چنان موجود

𝑥{𝑥1}باشد که  ≤ 𝑎  و{𝑥2}𝑥 ∧ 𝑎 = 𝑏𝑥. 

(ii  𝑇1 1شیء متمایز است هرگاه به ازای هر دو زیر

    𝑥1      
→    

     𝑥2     
→    

𝑋 1باز  شیءدو زیر 

   𝑎1     
→   
 
    𝑎2     
→    

 (ℙ𝑋)  چنان یافت شود

 که:

 {𝑥1}𝑥 ∧ 𝑎2 = 𝑏𝑋   و    {𝑥2}𝑥 ≤ 𝑎2   , {𝑥2}𝑥 ∧ 𝑎1  = 𝑏𝑥  , {𝑥1}𝑥 ≤ 𝑎1 

(iii 𝑇2 1به ازای هر دو زیرشیء متمایز  یا هاوسدورف است هرگاه

    𝑥1      
→    

     𝑥2     
→    

𝑋 شیء باز جدا از هم دو زیر

1 

    𝑎1      
→    
 
     𝑎2    
→    

 (ℙ𝑋)  چنان موجود باشد که{𝑥1}𝑥 ≤ 𝑎1  ،  {𝑥2}𝑥 ∧ 𝑎1  = 𝑏𝑥 ،𝑎1 ∧ 𝑎2 = 𝑏𝑋 

 

 است. 𝑇1، یک فضای 𝑇2و هر فضای  𝑇0، یک فضای 𝑇1هر فضای  :5-2ره گزا

−فرض کنید  ,𝐶(1 نیم مشبکه ∧ ℙ(𝑋))  یک جبر بوولی باشد، بدین صورت که به ازای هر دو زیرشیء 𝑎: 1 →

ℙ(𝑋)  و𝑏: 1 → ℙ(𝑋)  وست𝑎 ∨ 𝑏  که لزوما تبدیل طبیعی وست در ساختار توپولوژی نیست( به صورت(

𝑎 ∨ 𝑏 = sup {𝑎, 𝑏}  و به ازای هر زیرشیء𝑎: 1 → ℙ(𝑋) شیء زیر𝑎𝑐 ∶ 1 → ℙ(𝑋)  چنان موجود باشد

𝑎که  ∨ 𝑎𝑐 = bX به وضوح .𝑏𝑋  و𝑡𝑋 به ترتیب اعضای مینیمم و ماکزیمم 𝐶(1, ℙ(𝑋)) یط باشد. با شرامی

 توان مفهوم بسته بودن را تعریف کرد.فوق می
 

:𝑎زیرشیء : 6-2تعریف  1 → ℙ(𝑋)  از جبر بوولی𝐶(1, ℙ(𝑋)) نامیم هرگاه را بسته می𝑎𝑐 ∶ 1 → ℙ(𝑋) 

 شیء باز باشد.یک زیر
 

, 𝑋)فرض کنید  :0-2 قضیه 𝑇𝑋)   یک فضای توپولوژی ساختاری و𝐶(1, ℙ(𝑋))  یک جبر بوولی باشد. در این

1هاوسدورف است اگر و تنها اگر به ازای هر دو شیء متمایز  Xصورت 

    𝑥1      
→    

     𝑥2     
→    

𝑋 شیء باز دو زیر𝑎 ∶ 1 → ℙ(𝑋) 

𝑏و  ∶ 1 → ℙ(𝑋)  چنان بتوان یافت که{𝑥} ≤ 𝑎 ≤ 𝑏𝑐  و{𝑦} ∧ 𝑏𝑐 = 𝑏𝑋. 
 

,𝑋)فرض کنید  اثبات: 𝑇𝑋)  1یک فضای هاوسدورف باشد. لذا به ازای دو زیرشیء متمایز

    𝑥      
→   

     𝑦     
→   

𝑋  های زیر شیء

 1باز جدا از هم 

   𝑎     
→   
 
     𝑏     
→   

 (ℙ𝑋)  چنان موجودند که{𝑥} ≤ 𝑎  و{𝑦} ≤ 𝑏 بنابراین . 

 𝑎 = 𝑎,∧ 𝑡𝑋 = 𝑎,∧ (𝑏
𝑐)(𝑎,∧ 𝑏) ∨ (𝑎 ∧ 𝑏𝑐) = 𝑏𝑋 ∨ (𝑎 ∧ 𝑏

𝑐) = 𝑎 ∧ 𝑏𝑐  لذا .𝑎 ≤ 𝑏𝑐  .

{𝑦}همچنین  ∧ 𝑏𝑐 = ({𝑦} ∧ 𝑏) ∧ 𝑏^𝑐 = ({𝑦} ∧ (𝑏 ∧ 𝑏𝑐) = {𝑦} ∧ 𝑏𝑋 = 𝑏𝑋  . 
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1برعکس اگر به ازای هر دو زیرشیء متمایز 

        𝑥      
→     

         𝑦     
→     

𝑋  بتوان یک زیرشیء باز𝑎 ∶ 1 → ℙ(𝑋) شیء و یک زیر

𝑏بسته   ∶ 1 → ℙ(𝑋)  چنان یافت شود که{𝑥} ≤ 𝑎 ≤ 𝑏  و{𝑦} ∧ 𝑏 = 𝑏𝑋  آنگاه𝑏𝑐  باز است و {𝑦} =

{𝑦} ∧ 𝑡𝑋 = {𝑦} ∧ (𝑏 ∨ 𝑏
𝑐) = ({𝑦} ∧ 𝑏) ∨ ({𝑦} ∧ 𝑏𝑐) = 𝑏𝑋 ∨ ({𝑦} ∧ 𝑏

𝑐) = {𝑦} ∧ 𝑏𝑐 
{𝑦}پس  ≤ 𝑏𝑐  همچنین . 𝑎,∨ 𝑏𝑐 ≤ 𝑏 ∧ 𝑏𝑐  در نتیجه𝑎 ∧ 𝑏𝑐 = 𝑏𝑋. 

:𝑥{0}بنا به فرض انژکتیو بودن تابع  𝜀(1, 𝑋) → 𝐶(1, ℙ(𝑋)) 1شیء اگر دو زیر

        𝑥      
→     

         𝑦     
→     

𝑋   متمایز باشد آنگاه

 1شیء دو زیر

    {𝑥}      
→    
 
    { 𝑦}     
→     

 (ℙ𝑋) 1کنیم اگر دو زیرشیء ان نخواهد بود. از این پس فرض مینیز یکس 

    𝑥1      
→    
 
     𝑥2     
→    

 𝑋 

 1شیء متمایز باشند، آنگاه دو زیر

    {𝑥1}      
→     
 
    { 𝑥2}     
→     

  ℙ(𝑋) .جدا از هم باشند 

 

,𝑋)در فضای توپولوژی ساختاری  :0-2قضیه  𝑇𝑋) ها بسته باشند، آنگاه اگر تک عضویX یک فضای𝑇1  .است 
 

1شیء فرض کنید، دو زیر اثبات:

        𝑥      
→     

         𝑦     
→     

𝑋  1شیء تمایز باشند. در این صورت دو زیرم 

     {𝑥}𝑐      
→      
 
    {𝑦}𝑐     
→     

 (ℙ𝑋)  باز

{𝑥}خواهند بود. بنا به تعریف  ∧ {𝑥}𝑐  و{𝑦} ∧ {𝑦}𝑐 = 𝑏𝑋لذا . 

 {𝑦} = {𝑦} ∧ 𝑡𝑋{𝑦} ∧= {𝑦} ∧ ({𝑥} ∨ {𝑥}
𝑐) = ({𝑦} ∧ {𝑥} ∨ ({𝑦} ∧ {𝑥}𝑐) = 𝑏𝑋 ∨

({𝑦} ∧ {𝑥}𝑐) = {𝑦} ∧ {𝑥}𝑐 
{𝑦}بنابراین  ∧ {𝑥}𝑐توان ثابت کرد که . به همین منوال می{𝑥} ≤ {𝑦}𝑐. 

,𝐶(1با فرض اینکه  ℙ(𝑋))  یک جبر بوولی کامل، وست∨𝑥∈𝜀(1,𝑋) {𝑥} = 𝑡𝑋 های و به ازای هر رده از زیرشیء

𝑎𝑖|𝑖}باز مانند  ∈ 𝐼}  وست∨ 𝑎𝑖 :نیز باز باشد، داریم 
 

,𝑋)اگر فضای توپولوژی ساختاری  :9-2قضیه  𝑇𝑋)  یک فضای𝑇1 .باشد، آنگاه هر تک عضوی، بسته است 

𝑥∈𝜀(1,𝑋)∨بنا به فرض  اثبات: {𝑥} = 𝑡𝑋  با ثابت نگه داشتن𝑦 ∶ 1 → 𝑋  به ازای هر𝑥 ∈ 𝜀(1, 𝑋)  متمایز با

y شیء باز زیر𝑎𝑥: 1 → ℙ(𝑋)  :چنان موجود است که{𝑦} ∧ 𝑎𝑥 = 𝑏𝑋بنابراین . ∨𝑥≠𝑦 ({𝑦} ∧ 𝑎𝑥) =

{𝑦} ∧ (∨𝑥≠𝑦 𝑎𝑥) = 𝑏𝑋  تساوی .∨𝑥∈𝜀(1,𝑋) {𝑥} = 𝑡𝑋  به تساوی{𝑦} ∨ (∨𝑥≠𝑦 𝑎𝑥) = 𝑡𝑋 

𝑥≠𝑦∨های باز، باز است. لذا بنابر فرض وست هر رده از زیرشیء انجامد،می 𝑎𝑥  باز و در نتیجه تک عضوی{𝑦} 

 بسته است.

,𝐶(1با فرض اینکه  ℙ(𝑋))   یک جبر بوولی کامل و به ازای هر زیر شیء 𝑥 ∶ 1 → 𝑋  

 داریم:
{𝑥} = inf {𝑎 ∈ 𝐶(1, ℙ(𝑋))  |a ∧ {𝑥} ≠ 𝑏𝑋} ≠ 𝑏𝑋 

 

,𝑋)فضای توپولوژی ساختاری  :13-2قضیه  𝑇𝑋)  یک فضای𝑇1  است، اگر به ازای هرx  تک عضوی{𝑥}: 1 →

ℙ(𝑋)   ای از زیرشیءهای باز شامل آن است.اشتراک خانواده 
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,𝑥به ازای هر دو شیء متمایز  اثبات: 𝑦 دانیم می{𝑥} ∧ {𝑦} = 𝑏𝑋  بنا به فرض دو مجموعه .{𝑎𝑖|𝑖 ∈ 𝐼}  

{𝑏𝑗|𝑗 ∈ 𝐽} های باز به ترتیب شامل از زیرشیء{𝑥}  ،{𝑦}  :موجودند که{𝑥} =∧ 𝑎𝑖   و{𝑦} =∧ 𝑏𝑗 لذا ،{𝑦} ∧

(∧ 𝑎𝑖) =∧ (𝑎𝑖 ∧ {𝑦}) = 𝑏𝑋  لذا .𝑖0 ∈ 𝐼  چنان موجود است که𝑎𝑖 ∧ {𝑦} = 𝑏𝑋 در غیر این صورت اگر .

𝑎𝑖به ازای هر  ∧ {𝑦} ≠ 𝑏𝑋 , 𝑖 ∈ 𝐼  و لذا{𝑥} ∧ {𝑦} = (∧ 𝑎𝑖) ∧ {𝑦} ≠ 𝑏𝑋  و این متناقض با فرض قضیه

𝐽0است. به طور مشابه  ∈ 𝐽  چنان موجود است که𝑏𝑗0 ∧ {𝑥} = 𝑏𝑋  بنابراینX  یک فضای𝑇1 .است 
 

 هامثال -0

 کنیم.را بررسی می های بخش اول و چند مثال دیگردر این بخش، اصول جداسازی، مثال

,𝑇2یک فضای توپولوژی استاندارد  :1-0مثال  𝑇1, 𝑇0  است، هرگاه به ترتیب یک فضای توپولوژی ساختاری

𝑇2, 𝑇1, 𝑇0  .به ازای فضای توپولوژی استانداردباشد(𝑋, 𝑇𝑋)، 

 𝐶(1, ℙ(𝑋)) ≅  Set(1, ℙ(𝑋)) ≅ ℙ(𝑋), 𝜀(1, 𝑋) = 𝑆𝑒𝑡 (1, 𝑋) ≅ 𝑋 
یک جبر بوولی کامل  (∩,∪,ℙ(𝑋))به ترتیب متناظر با اشتراک و اجتماع هستند. به وضوح  ∨و  ∧همچنین 

 باشد.می

 ،Xهای فارسی نوع اول و دوم به ازای مجموعه در توپولوژی

 𝐶(1, ℙ(𝑋)) = 𝐶(1, 𝐼𝑋) ≅ 𝐼𝑋     و      𝜀(1, 𝑋) ≅ 𝑋 

𝑋 یتکعضو تابع → 𝐼𝑋  را با{𝑥}𝑥 = 𝑋{𝑥} در آن  که میکنیم تعریف𝑋{𝑥} یتکعضو یرو مشخصه تابع 

{xا }نیم:ابد که ستا کرذ به زملا. ست 

 𝑓 ∨ 𝑔(𝑥) = max{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)} , 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐼𝑋  و𝑓 ∨ 𝑔(𝑥) = min{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)}  است. از آنجا که

𝐼 = 𝐼𝑋)وضوح  فشرده است، به [0,1]  باشد. با این تعریف:می یک جبر بوولی کامل (∨,∧,
 

,𝑋)دوم  یااول  عنو زیفا ژیتوپولو یفضا :2-0 لمثا 𝑇𝑋): 
 

(i  یک فضای(𝑇0 )𝑇1  است هرگاه به ازای هر دو عضو متمایز𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋  عضو𝑎1 ∈ 𝑇𝑋  )و )یا𝑎2 ∈ 𝑇𝑋 

𝑎1(𝑥1)چنان موجود باشند که  = 𝑎2(𝑥2)و یا  1 = 𝑎1(𝑥2)همچنین  1 = 𝑎2(𝑥2)و یا  0 = 0. 
 

(ii  عضو  دوهر یازا به ههرگا ستا ورفسدوهایک فضای𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋  اعضای𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑇𝑋  چنان موجود باشند

𝑎1(𝑥1)که  = 𝑎2(𝑥2)و  1 = 𝑥و  به ازای هر   1 ∈ 𝑋  دیگر𝑎1(𝑥) = 𝑎2(𝑥)و  0 = 0. 
 

𝑇𝑋 یک حالت خاص از فضای توپولوژی فازی نوع اول X برای مجموعه :0-0مثال  = {𝑋𝐴|𝐴 ⊆ 𝑋}  توپولوژی را

,𝑋)گیریم. در این صورت هر تک عضوی باز است و لذا همه توابع مشخصه در نظر می 𝑇𝑋)  یک فضای هاوسدورف

 باشد.می 𝑇1و  𝑇0به وضوح 
 

𝑇𝑋 یک حالت خاص از فضای توپولوژی فازی نوع دوم X برای مجموعه :0-0مثال  =< {𝑎, 𝑋𝐴 |𝑎 ∈ 𝐼 , 𝐴 ⊆ 𝑋} > 

,𝑋) الذو  ستا زبا ی،تکعضو هر رتصو ین. در امیگیریم نظر در مشخصهو  ثابت بعاتو همه پایه بارا  ژیتوپولو 𝑇𝑋) 

 رتصو یندر ا ،باشد ثابت بعاتو فقط شامل ژیتوپولو گرا ما. امیباشد 𝑇1و 𝑇0  حضوو بهو  ورفسدوها یفضا یک
(𝑋, 𝑇𝑋) نیست ورفسدوها یفضا یک. 
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𝜀 کنید ضفر :5-0 لمثا = (𝑋,≤) ستو اهلخود رده هر به نسبت متناهی سندر یعپذیرزتو کامل مشبکه یک 

𝑥 هر یازا به رتصو ین. در اباشد ∈ 𝑋  ژیتوپولو هر و 𝜏
𝑥

,𝑥) یفضا  𝜏𝑥) نیمدامی. ستا ورفسدوها یفضا یک ،

𝜀 = (𝑋,≤)  و𝜀(1, 𝑥)  1 یازا به ≠ x 1 یازا بهو  ستا تهی  =x هیچ که نجا. از آمیباشد همانی شامل فقط 

,𝑥) الذو  ستدر قضیه م،مقد ینتفاا به الذ ارد،ند دجوو x به 1از  فیسمیرمو 𝜏𝑥) ستا ورفسدوها یفضا یک. 
 

و  منظمزی سااجد لصوا انمیتو حتیرا به لیهاو لصوا هایدلمعاو  یفرتعادر  قفو یطاشر دجوو با :6-0 ملاحظه

 ایمسئله انبه عنو الذ. شتیمدا زنیا یگرد تضاومفراز  ایمجموعه بهاز آن  بعد نتایج ایبر ماا د،کر تعریفرا  لنرما

 .دگیرمی ارقر سیربر ردمو هیندآ تتحقیقا ایبر زبا
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	𝑃 𝑜  ℙ ,     ∨      .ℙ ,   𝑆 𝑜 ℙ  ,     ∧      . ℙ , 1,     𝑡      . ℙ  ,1,     𝑏      . ℙ
	در دیاگرام فوق 𝑆:𝐶 ,,                .. 𝐶 تابعگون مربع و 1 یک شیء نهایی است.
	(iii یک توپولوژی ساختاری روی شیء X از رسته‌ 𝜀 وابسته به S و یا به طور اختصار −𝑆 توپولوژی ساختاری روی X یک – 𝐶 مانومورفیسم ,𝑇-𝑥.,,        ,𝜏-𝑋.         .. ℙ (𝑋)  است که در آن:
	𝑃,,𝑇-𝑥..,,      ,∨-𝑥.       .. ,𝑇-𝑋.  و  ,𝑇-𝑋. ×,𝑇-𝑋. ,      ,∧-𝑥.       . , 1,,      ,𝑡-𝑥.       .. ,𝑇-𝑋.,,,      ,𝑏-𝑥.       .. ,𝑇-𝑋.
	همچنین دیاگرامهای زیر جابجایی هستند:
	,          𝑃(,𝑇-𝑋.)-,,           ,∨-𝑥.          ..-,𝑇-𝑋.-𝑃(,𝜏-𝑋.)↓-\\\-↓,𝜏-𝑋.-,       𝑃(ℙ (𝑋).-,               ,∨-𝑥.      .-ℙ (𝑋).              ,  ,𝑇-𝑋.×,𝑇-𝑋.-,,            ,∧-𝑋.          ..-,𝑇-𝑋.-,𝜏-𝑋.×,𝜏-𝑋.↓-\\\-↓,𝜏-𝑋.-, ...
	در این حالت (𝑋, ,𝜏-𝑋.) را یک فضای توپولوژی ساختاری مینامیم. بعضی مواقع به جای (𝑋, ,𝜏-𝑋.) از زوج ,𝑋, ,𝜏-𝑋.. استفاده میکنیم. ببینید [3، 5].
	تعریف 1-2: فضاهای −𝑆 توپولوژی (𝑋 , ,𝜏-𝑋.) و (𝑌 , ,𝜏-𝑌.) مفروضد. –𝜀 مورفیسم 𝑓 :𝑋 ,,              .. 𝑌 را پیوسته‌ ساختاری یا –S پیوسته می‌نامیم هرگاه – 𝐶 مورفیسم ,𝑇-𝑓. :,𝑇-𝑌.,              .,𝑇-𝑋.  چنان موجود باشد که دیاگرام زیر جابجایی...
	,,     𝑇-𝑋.-,,       ,𝜏-𝑋.        ..-ℙ,𝑋.          -,𝑇-𝑓.↑-///- ↑ℙ(𝑓)-      ,𝑇-𝑌.-,,        ,𝜏-𝑌.         ..-ℙ,𝑌.          .
	در این حالت مورفیسم f را به صورت 𝑓 :,𝑋, ,𝜏-𝑋..,,               .. (𝑌,,𝜏-𝑋.) می‌نویسیم. ببینید [3]
	مثال 1-3: در توپولوژی استاندارد تابعگونهای 𝑆𝑒,𝑡-𝑜𝑝., ,       ℙ        .. 𝑆𝑒𝑡 ,       𝑃        .𝑆𝑒𝑡 به ترتیب ( ℙ) تابعگون ناوردا و (𝑃) تابعگون هموردای مجموعه‌ توانی هستند. چهارتایی تبدیلات طبیعی 𝑆=(𝑏 , 𝑡,  ∧ , ∨) روی مجموعه‌ X  به ترتی...
	∨,𝐴-𝑖.=∪,𝐴-𝑖. , 𝐴∧𝐵= 𝐴∩𝐵 , ,𝑡-X .:1→𝑋 , ,𝑏-X .:1→∅می‌باشد. ,𝑇-𝑋. زیرمجموعه‌ای از مجموعه‌ توانی ℙ(𝑋) و ,𝑇-𝑋.→ℙ(𝑋) نگاشت شمول است. ببینید [3].
	مثال 1-4: در توپولوژی فازی نوع اول تابعگونهای 𝑆𝑒,𝑡-𝑜𝑝., ,       ℙ        .. 𝑆𝑒𝑡 ,       𝑃        .𝑆𝑒𝑡 به صورت ℙ,𝑋.=,𝐼-𝑋. و تابعگون P همان تابعگون همورداری مجموعه‌ توانی است. به ازای هر 𝑎∈[0,1].
	اگر ,𝑎. را تابع ثابت ,𝑎.,𝑡.=𝑎 در نظر بگیریم، آنگاه چهارتایی تبدیلات طبیعی به صورت زیر است.
	,∨-𝑋.:𝑃,,𝐼-𝑋..→,𝐼-𝑋., ,∧-𝑋.:,𝐼-𝑋.×,𝐼-𝑋.→,𝐼-𝑋., ,𝑡-𝑋.:1→,𝐼-𝑋., ,𝑏-𝑋.:1→𝐼^𝑋 که در آن,,𝑡-𝑋.,1.=,1.   ,𝑏-𝑋.,1.=,0.  ,∧-. رسند (meet) و ∨ وست (join) هستند. تابع ,𝑇-𝑋.→,𝐼-𝑋. نگاشت شمول است. ببینید [3].
	مثال 1-5: در توپولوژی فازی نوع دوم تمام شرایط توپولوژی فازی نوع اول برقرار است با این اضافه که تمام نگاشت‌های ثابت در ,𝑇-𝑋. موجود است. ببینید [3]
	گزاره 1-6: رسته‌ فضاهای توپولوژی فازی نوع دوم یک زیررسته‌ کامل از رسته‌ فضاهای توپولوژی فازی نوع اول است.
	مثال: 1-7: فرض کنید (𝑋,≤) یک رده‌ مرتب جزئی و به عنوان یک رسته، کامل و دارای خاصیت توزیعپذیری رسند (meet) دوتایی نسبت به هر وست (join) دلخواهی باشد. تابعگونهای
	,,𝑋,≤.-𝑜𝑝.,,        ℙ         ..𝑆𝑒𝑡,       𝑃        .𝑆𝑒𝑡 به صورت  ℙ,𝑋.=↓𝑥={𝑎 ∈𝑋 :𝑎 ≤𝑥}و ℙ,𝑥≤𝑦.=−∧𝑥:↓𝑦,,                  ..↓𝑥   و P تابعگون هموردای مجموعه‌ توانی باشند. همچنین  ,𝑏-𝑥. :1,,                  ..↓𝑥  با ضابطه‌ ,𝑡-�..
	مثال 1-8: اگر 𝑃(𝑋) مجموعه‌ توانی مجموعه‌ X باشد، آنگاه (𝑃,𝑋.,⊆) حالت خاص و ظریفی از مثال فوق است. ببینید [5]
	2- اصول جداسازی
	در این فصل ابتدا مفاهیم باز و بسته بودن، سپس اصول جداسازی در ساختار توپولوژی را تعریف می‌کنیم. در نهایت با وجود شرایط مورد نیاز، بعضی از معادلها و نتایج همانند در توپولوژی استاندارد را مورد بررسی قرار می‌دهیم.
	فرض کنید 𝑆=(𝑏,𝑡,∧,∨) یک ساختار توپولوژی روی پایه (ℙ,𝑃) باشد. با در نظر گرفتن تابعگون ثابت,𝜀-𝑜𝑝.,      1        .,𝐶-𝑜𝑝. با مقدار شیء نهای در رسته 𝐶 فرض کنید ,𝜀-𝑜𝑝.,       𝑐(1,ℙ)        .𝑆𝑒𝑡 ترکیب تابعگونهای باشد.
	,𝜀-𝑜𝑝.,     <1,ℙ>.,𝐶-𝑜𝑝.×𝐶,    𝐶(−,−).𝑆𝑒𝑡
	از آنجا که تابعگونهای,𝜀-𝑜𝑝.,    𝑐(1,ℙ).𝑆𝑒𝑡,   𝑠.𝑆𝑒𝑡  و,𝜀-𝑜𝑝.,    𝑐(1,𝑆𝑜ℙ).𝑆𝑒𝑡  ایزومورف طبیعی هستند، لذا به سادگی میتوان از تبدیل طبیعی 𝑆𝑜ℙ,    ∧. ℙ تبدیل طبیعی 𝑆𝑜𝐶(1,ℙ),    ∧.𝐶(1,ℙ)، را به دست آورد که در آن به ازای هر 𝑋∈�..
	تعریف 2-1: ساختار توپولوژی𝑆=,𝑏,𝑡,∧,∨. وابسته به پایه (ℙ,𝑃) زیرشیءهای𝑎:1(ℙ(𝑋) و 𝑏:1(ℙ(𝑋) از  ℙ(𝑋)مفروضند. گوییم: a کمتر ازb  یا b شامل a است و مینویسیم  𝑎≤𝑏 هر گاه 𝑎∧𝑏=𝑎 با فرض آنکه  ,∧-𝑥.به ازای هر X دارای ویژگی‌های خودتوانی، جابجایی و...
	لم 2-2: فرض کنید 𝑎,𝑏,𝑐,𝑑∈𝐶(1,ℙ,𝑋.) در این صورت:
	(i 𝑎∧𝑏 بزرگترین کران پایین {𝑎,𝑏} است.
	(ii رابطه ≤ روی 𝐶(1,ℙ,𝑋.) یک رابطه ترتیب جزئی است.
	(iii اگر 𝑐≤𝑑 و  𝑎≤𝑏 آنگاه  𝑎∧𝑐≤𝑏∧𝑑.
	اثبات: اثبات مستقیم است.
	تعریف 2-3: فرض کنید 𝑆=(𝑏,𝑡,∧,∨) یک −(ℙ,𝑃) – ساختار، ,𝑇-𝑋.,,     𝜏𝑋      ..ℙ(𝑋) یک توپولوژی ساختاری روی X و 𝑎 :1 →ℙ(𝑋) و 𝑏 :1 → ℙ(𝑋) دو زیرشیء از ℙ(𝑋) باشند.
	(i a و b را جدا از هم گوییم هرگاه 𝑎∧𝑏=,𝑏-𝑥..
	(ii a را در X نسبت به توپولوژی ,𝜏-𝑋. باز گوییم هرگاه روی ,𝜏-𝑋.:,𝑇-𝑋.→ℙ(𝑋) تجزیه شود، بدین معنی که مورفیسم  ,𝑎-′.:1 →,𝑇-𝑋. چنان موجود باشد که: 𝑎=,𝜏-𝑋.𝑎′ .
	با فرض وجود تابع یک به یک ,,0.-𝑋.: 𝜀(1,𝑋)→𝐶(1,ℙ,𝑋.)، با این ضابطه که هر 𝑥 :1→𝑋 را به زیرشیء نمادین ,𝑥.𝑥:1→ℙ,𝑋. مینگارد و آن را تابع تک عضوی مینامیم، میتوان اصول جداسازی ,𝑇-2., ,𝑇-1.,,𝑇-0. را به صورت زیر تعریف کرد.
	تعریف 2-4: فرض کنید 𝑆=(𝑏,𝑡,∧,∨) یک −(ℙ,𝑃) ساختار،  ,𝑇-𝑋.,,   𝜏𝑋    ..ℙ,𝑋. یک توپولوژی ساختاری روی X باشد. گوییم:  فضای توپولوژی ساختاری (𝑋,,𝜏-𝑋.) نسبت به تابع تک عضوی،
	(i ,𝑇-0. است هر گاه به ازای هر دو زیرشیء متمایز 1,,,    ,𝑥-1.      ..-,,     ,𝑥-2.     ...𝑋 یک زیرشیء باز ,𝑎-.:1 →(ℙ𝑋) چنان موجود باشد که ,,𝑥-1..𝑥≤𝑎 و ,,𝑥-2..𝑥∧𝑎=,𝑏-𝑥..
	(ii  ,𝑇-1. است هرگاه به ازای هر دو زیرشیء متمایز 1,,,    ,𝑥-1.      ..-,,     ,𝑥-2.     ...𝑋 دو زیرشیء باز 1 ,,,   ,𝑎-1.     ..- ,,    ,𝑎-2.     ... (ℙ𝑋) چنان یافت شود که:
	,,𝑥-1..𝑥∧,𝑎-2.=,𝑏-𝑋.   و    ,,𝑥-2..𝑥≤,𝑎-2.   , ,,𝑥-2..𝑥∧,𝑎-1. =,𝑏-𝑥.  , ,,𝑥-1..𝑥≤,𝑎-1.
	(iii ,𝑇-2. یا هاوسدورف است هرگاه به ازای هر دو زیرشیء متمایز 1,,,    ,𝑥-1.      ..-,,     ,𝑥-2.     ...𝑋 دو زیرشیء باز جدا از هم 1 ,,,    ,𝑎-1.      ..- ,,     ,𝑎-2.    ... (ℙ𝑋) چنان موجود باشد که ,,𝑥-1..𝑥≤,𝑎-1. ،   ,,𝑥-2..𝑥∧,𝑎-1. =,𝑏-𝑥...
	گزاره 2-5: هر فضای ,𝑇-1.، یک فضای ,𝑇-0. و هر فضای ,𝑇-2.، یک فضای ,𝑇-1. است.
	فرض کنید −∧ نیم مشبکه 𝐶(1,ℙ(𝑋)) یک جبر بوولی باشد، بدین صورت که به ازای هر دو زیرشیء  𝑎:1→ℙ(𝑋) و 𝑏:1→ℙ(𝑋) وست 𝑎∨𝑏 (که لزوما تبدیل طبیعی وست در ساختار توپولوژی نیست) به صورت 𝑎∨𝑏=sup⁡{𝑎,𝑏} و به ازای هر زیرشیء 𝑎:1→ℙ(𝑋) زیرشیء ,𝑎-𝑐. :1→ℙ,�..
	تعریف 2-6: زیرشیء 𝑎:1→ℙ(𝑋) از جبر بوولی 𝐶(1,ℙ,𝑋.) را بسته مینامیم هرگاه ,𝑎-𝑐. :1→ℙ,𝑋. یک زیرشیء باز باشد.
	قضیه 2-7: فرض کنید (𝑋 , ,𝑇-𝑋.)  یک فضای توپولوژی ساختاری و 𝐶(1, ℙ,𝑋.) یک جبر بوولی باشد. در این صورت X هاوسدورف است اگر و تنها اگر به ازای هر دو شیء متمایز 1,,,    ,𝑥-1.      ..-,,     ,𝑥-2.     ...𝑋 دو زیرشیء باز 𝑎 :1 →ℙ,𝑋. و 𝑏 :1 →ℙ,𝑋. چ...
	اثبات: فرض کنید (𝑋, ,𝑇-𝑋.) یک فضای هاوسدورف باشد. لذا به ازای دو زیرشیء متمایز 1,,,    𝑥      ..-,,     𝑦     ...𝑋  زیر شیءهای باز جدا از هم 1 ,,,   𝑎     ..- ,,     𝑏     ... (ℙ𝑋) چنان موجودند که {𝑥}≤𝑎 و ,𝑦.≤𝑏. بنابراین
	𝑎=𝑎,∧,𝑡-𝑋.=𝑎,∧,,𝑏-𝑐..,𝑎,∧𝑏.∨,𝑎∧,𝑏-𝑐..=,𝑏-𝑋.∨,𝑎∧,𝑏-𝑐..=𝑎∧,𝑏-𝑐. . لذا 𝑎≤,𝑏-𝑐. . همچنین ,𝑦.∧,𝑏-𝑐.=({𝑦}∧𝑏)∧𝑏^𝑐=(,𝑦.∧,𝑏∧,𝑏-𝑐..={𝑦}∧,𝑏-𝑋.=,𝑏-𝑋. .
	برعکس اگر به ازای هر دو زیرشیء متمایز 1,,,        𝑥      ..-,,         𝑦     ...𝑋 بتوان یک زیرشیء باز 𝑎 :1 →ℙ,𝑋. و یک زیرشیء بسته  𝑏 :1 →ℙ,𝑋. چنان یافت شود که {𝑥}≤𝑎≤𝑏 و ,𝑦.∧𝑏=,𝑏-𝑋. آنگاه ,𝑏-𝑐. باز است و  ,𝑦.=,𝑦.∧,𝑡-𝑋.=,𝑦.∧,𝑏∨,𝑏-...
	بنا به فرض انژکتیو بودن تابع ,,0.-𝑥.:𝜀(1,𝑋)→𝐶(1,ℙ,𝑋.) اگر دو زیرشیء 1,,,        𝑥      ..-,,         𝑦     ...𝑋  متمایز باشد آنگاه دو زیرشیء 1 ,,,    ,𝑥.      ..- ,,    , 𝑦.     ... (ℙ𝑋) نیز یکسان نخواهد بود. از این پس فرض میکنیم اگر دو زی...
	قضیه 2-8: در فضای توپولوژی ساختاری (𝑋, ,𝑇-𝑋.) اگر تک عضویها بسته باشند، آنگاه X یک فضای,𝑇-1.  است.
	اثبات: فرض کنید، دو زیرشیء 1,,,        𝑥      ..-,,         𝑦     ...𝑋  متمایز باشند. در این صورت دو زیرشیء 1 ,,,     ,,𝑥.-𝑐.      ..- ,,    ,,𝑦.-𝑐.     ... (ℙ𝑋) باز خواهند بود. بنا به تعریف ,𝑥.∧,,𝑥.-𝑐. و ,𝑦.∧,,𝑦.-𝑐.=,𝑏-𝑋.. لذا
	,𝑦.=,𝑦.∧,𝑡-𝑋.,𝑦.∧=,𝑦.∧,,𝑥.∨,,𝑥.-𝑐..=(,𝑦.∧,𝑥.∨,,𝑦.∧,,𝑥.-𝑐..=,𝑏-𝑋.∨,,𝑦.∧,,𝑥.-𝑐..=,𝑦.∧,,𝑥.-𝑐.
	بنابراین ,𝑦.∧,,𝑥.-𝑐.. به همین منوال میتوان ثابت کرد که ,𝑥.≤,,𝑦.-𝑐..
	با فرض اینکه 𝐶(1,ℙ,𝑋.) یک جبر بوولی کامل، وست ,∨-𝑥∈𝜀(1,𝑋).,𝑥.=,𝑡-𝑋. و به ازای هر رده از زیرشیءهای باز مانند {,𝑎-𝑖.|𝑖∈𝐼} وست ∨,𝑎-𝑖. نیز باز باشد، داریم:
	قضیه 2-9: اگر فضای توپولوژی ساختاری (𝑋, ,𝑇-𝑋.) یک فضای ,𝑇-1. باشد، آنگاه هر تک عضوی، بسته است.
	اثبات: بنا به فرض ,∨-𝑥∈𝜀(1,𝑋).,𝑥.=,𝑡-𝑋. با ثابت نگه داشتن 𝑦 :1→𝑋 به ازای هر 𝑥∈𝜀(1,𝑋) متمایز با y زیرشیء باز ,𝑎-𝑥.:1→ℙ,𝑋. چنان موجود است که: ,𝑦.∧,𝑎-𝑥.=,𝑏-𝑋.. بنابراین ,∨-𝑥≠𝑦.,,𝑦.∧,𝑎-𝑥..=,𝑦.∧,,∨-𝑥≠𝑦.,𝑎-𝑥..=,𝑏-𝑋.. تساوی  ,∨...
	با فرض اینکه 𝐶(1,ℙ,𝑋.)  یک جبر بوولی کامل و به ازای هر زیر شیء  𝑥 :1→𝑋
	داریم:
	,𝑥.=inf⁡{𝑎∈𝐶(1,ℙ,𝑋.)  |a∧{𝑥}≠,𝑏-𝑋.}≠,𝑏-𝑋.
	قضیه 2-10: فضای توپولوژی ساختاری (𝑋,,𝑇-𝑋.) یک فضای ,𝑇-1. است، اگر به ازای هر x تک عضوی ,𝑥.:1→ℙ,𝑋.   اشتراک خانواده‌ای از زیرشیءهای باز شامل آن است.
	اثبات: به ازای هر دو شیء متمایز 𝑥,𝑦 میدانیم ,𝑥.∧,𝑦.=,𝑏-𝑋. . بنا به فرض دو مجموعه ,,𝑎-𝑖..𝑖∈𝐼}  ,,𝑏-𝑗..𝑗∈𝐽} از زیرشیءهای باز به ترتیب شامل ,𝑥. ، ,𝑦. موجودند که: ,𝑥.=∧,𝑎-𝑖.  و ,𝑦.=∧,𝑏-𝑗.، لذا ,𝑦.∧,∧,𝑎-𝑖..=∧,,𝑎-𝑖.∧,𝑦..=,𝑏-𝑋....
	3- مثالها
	در این بخش، اصول جداسازی، مثالهای بخش اول و چند مثال دیگر را بررسی میکنیم.
	مثال 3-1: یک فضای توپولوژی استاندارد ,𝑇-2., ,𝑇-1., ,𝑇-0. است، هرگاه به ترتیب یک فضای توپولوژی ساختاری ,𝑇-2., ,𝑇-1., ,𝑇-0. باشد. به ازای فضای توپولوژی استاندارد,𝑋, ,𝑇-𝑋..،
	𝐶,1,ℙ,𝑋..≅ Set,1, ℙ,𝑋..≅ℙ,𝑋., 𝜀,1,𝑋.=𝑆𝑒𝑡 (1,𝑋)≅𝑋
	همچنین ∧ و ∨ به ترتیب متناظر با اشتراک و اجتماع هستند. به وضوح (ℙ,𝑋., ∪,∩) یک جبر بوولی کامل میباشد.
	در توپولوژیهای فارسی نوع اول و دوم به ازای مجموعه X،
	𝐶,1,ℙ,𝑋..=𝐶,1,,𝐼-𝑋..≅,𝐼-𝑋.     و      𝜀(1,𝑋)≅𝑋
	ﺗﺎﺑﻊ ﺗﮏﻋﻀﻮی 𝑋→,𝐼-𝑋. را با ,,𝑥.-𝑥.=𝑋{𝑥} ﺗﻌﺮﯾﻒ ﻣﯽﮐﻨﯿﻢ ﮐﻪ در آن 𝑋{𝑥} ﺗﺎﺑﻊ ﻣﺸﺨﺼﻪ روی ﺗﮏﻋﻀﻮی {x} اﺳﺖ. ﻻزم ﺑﻪ ذﮐﺮ اﺳﺖ ﮐﻪ ﺑﺪاﻧﯿﻢ:
	𝑓∨𝑔,𝑥.=,max-,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥..., 𝑓,𝑔∈,𝐼-𝑋. و 𝑓∨𝑔,𝑥.=,min-,𝑓,𝑥., 𝑔,𝑥... است. از آنجا که 𝐼=,0,1. فشرده است، به وضوح (,𝐼-𝑋., ∧,∨) یک جبر بوولی کامل میباشد. با این تعریف:
	ﻣﺜﺎل 3-2: ﻓﻀﺎی ﺗﻮﭘﻮﻟﻮژی ﻓﺎزی ﻧﻮع اول ﯾﺎ دوم ,𝑋,,𝑇-𝑋..:
	(i یک فضای ,,𝑇-0. .,𝑇-1. است هرگاه به ازای هر دو عضو متمایز ,𝑥-1., ,𝑥-2.∈𝑋 عضو ,𝑎-1.∈,𝑇-𝑋. و (یا) ,𝑎-2.∈,𝑇-𝑋. چنان موجود باشند که ,𝑎-1.,,𝑥-1..=1 و یا ,𝑎-2.,,𝑥-2..=1 همچنین ,𝑎-1.,,𝑥-2..=0 و یا ,𝑎-2.,,𝑥-2..=0.
	(ii یک فضای ﻫﺎوﺳﺪورف اﺳﺖ ﻫﺮﮔﺎه ﺑﻪ ازای ﻫﺮدو ﻋﻀﻮ ,𝑥-1., ,𝑥-2.∈𝑋 اعضای ,𝑥-1., ,𝑥-2.∈,𝑇-𝑋. چنان موجود باشند که ,𝑎-1.,,𝑥-1..=1 و ,𝑎-2.,,𝑥-2..=1  و  به ازای هر 𝑥∈𝑋 دیگر ,𝑎-1.,𝑥.=0 و ,𝑎-2.,𝑥.=0.
	مثال 3-3: برای مجموعه X یک حالت خاص از فضای توپولوژی فازی نوع اول ,𝑇-𝑋.=,,𝑋-𝐴..𝐴⊆𝑋} توپولوژی را همه توابع مشخصه در نظر میگیریم. در این صورت هر تک عضوی باز است و لذا (𝑋,,𝑇-𝑋.) یک فضای هاوسدورف به وضوح ,𝑇-0. و ,𝑇-1. میباشد.
	مثال 3-4: برای مجموعه X یک حالت خاص از فضای توپولوژی فازی نوع دوم ,𝑇-𝑋.=<,𝑎,,𝑋-𝐴. -𝑎∈𝐼 , 𝐴⊆𝑋.>
	ﺗﻮﭘﻮﻟﻮژی را ﺑﺎ ﭘﺎﯾﻪ ﻫﻤﻪ ﺗﻮاﺑﻊ ﺛﺎﺑﺖ و ﻣﺸﺨﺼﻪ در ﻧﻈﺮ ﻣﯽﮔﯿﺮﯾﻢ. در اﯾﻦ ﺻﻮرت ﻫﺮ ﺗﮏﻋﻀﻮی، ﺑﺎز اﺳﺖ و ﻟﺬا ,𝑋,,𝑇-𝑋.. ﯾﮏ ﻓﻀﺎی ﻫﺎوﺳﺪورف و ﺑﻪ وﺿﻮح  ,𝑇-0.و ,𝑇-1. ﻣﯽﺑﺎﺷﺪ. اﻣﺎ اﮔﺮ ﺗﻮﭘﻮﻟﻮژی ﺷﺎﻣﻞ ﻓﻘﻂ ﺗﻮاﺑﻊ ﺛﺎﺑﺖ ﺑﺎﺷﺪ، در اﯾﻦ ﺻﻮرت ,𝑋,,𝑇-𝑋.. ﯾﮏ ﻓﻀﺎی ﻫﺎوﺳﺪورف ﻧﯿﺴﺖ.
	ﻣﺜﺎل 3-5: ﻓﺮض ﮐﻨﯿﺪ 𝜀=(𝑋,≤) ﯾﮏ ﻣﺸﺒﮑﻪ ﮐﺎﻣﻞ ﺗﻮزﯾﻊﭘﺬﯾﺮ رﺳﻨﺪ ﻣﺘﻨﺎﻫﯽ ﻧﺴﺒﺖ ﺑﻪ ﻫﺮ رده‌ دﻟﺨﻮاه وﺳﺖ ﺑﺎﺷﺪ. در اﯾﻦ ﺻﻮرت ﺑﻪ ازای ﻫﺮ 𝑥∈𝑋  و ﻫﺮ ﺗﻮﭘﻮﻟﻮژی ,𝜏-𝑥. ﻓﻀﺎی (𝑥,,𝜏-𝑥.) ﯾﮏ ﻓﻀﺎی ﻫﺎوﺳﺪورف اﺳﺖ. ﻣﯽداﻧﯿﻢ، 𝜀=(𝑋,≤) و 𝜀(1,𝑥)  ﺑﻪ ازای ١ ≠ x ﺗﻬﯽ اﺳﺖ و ﺑﻪ ازا...
	ﻣﻼﺣﻈﻪ 3-6: ﺑﺎ وﺟﻮد ﺷﺮاﯾﻂ ﻓﻮق در ﺗﻌﺎرﯾﻒ و ﻣﻌﺎدلهای اﺻﻮل اوﻟﯿﻪ ﺑﻪ راﺣﺘﯽ ﻣﯽﺗﻮان اﺻﻮل ﺟﺪاﺳﺎزی ﻣﻨﻈﻢ و ﻧﺮﻣﺎل را ﺗﻌﺮﯾﻒ ﮐﺮد، اﻣﺎ ﺑﺮای ﻧﺘﺎﯾﺞ ﺑﻌﺪ از آن ﺑﻪ ﻣﺠﻤﻮﻋﻪای از ﻣﻔﺮوﺿﺎت دﯾﮕﺮ ﻧﯿﺎز داﺷﺘﯿﻢ. ﻟﺬا ﺑﻪ ﻋﻨﻮان ﻣﺴﺌﻠﻪای ﺑﺎز ﺑﺮای ﺗﺤﻘﯿﻘﺎت آﯾﻨﺪه ﻣﻮرد ﺑﺮرﺳﯽ ﻗﺮار ﻣﯽ‌ﮔﯿﺮد.




