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Г൫ν, υ(ν)൯ که معادله انتگرالی معادله دیفرانسیل فوق به صورت زیر است پردازیم می  

υ(ν) = υ(m) −න Г൫τ, υ(τ)൯dτ
஝

୫
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تا پایدار شود و در نهایت با استفاده از روش نقطه ثابت یک تقریب براي معادله شبه انتگرالی بدست دهیم  می
ه روش بنرم دار فازي  -kاولام را در فضاهاي  -پایداري هایزر وراسیاس  –اولام  -. این نتایج پایداري هایزرآوریم می

  دهد.مورد مطالعه قرار می نقطه ثابت
 

راسیاس،  -اولام –اولام، پایداري هایرز  –معادله انتگرالی، معادله دیفرانسیل، پایداري هایرز  هاي کلیدي: واژه
  .نرم دار فازي -kفضاهاي 

                                                
Email: rsaadati@iust.ac.ir                                                                                                  :عهده دار مکاتبات.* 

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  ۵۰                           1400 ديو  آذر، سی و سوم، شماره هفتمهاي نوین در ریاضی/ سال / پژوهشو همکاران معصومه مددي ماهانی
 

 

  مقدمه -1
 ي معادلات تابعی از یک سوال اولاممساله پایدار

ها ها روي گروه) در مورد پایداري همریختی1960(
  نشات گرفته است. سوال اولام به صورت زیر است:

:ℎنگاشت  ଵܩ → ,ଵܩ)را در نظر بگیرید که  ଶܩ . ) 
,ଶܩ)یک گروه و  یک گروه متریک باشد. آیا  (݀

εبراي  > δتوان  می 0 > اي ي پیدا کرد به گونها 0
,ݔکه اگر براي هر  ݕ ∈ داشته باشیم  ଵܩ

݀(ℎ(ݕݔ), ℎ(ݔ)(ݕ)) < گاه همریختی آن ߜ
ଵܩ:ܪ → ,ݔموجود باشد که براي هر  ଶܩ ݕ ∈  ଵܩ
,(ݔ)ℎ)݀داشته باشیم  ((ݔ)ܪ <   ؟ߝ

به عبارت دیگر اگر یک نگاشت به شکل تقریبی یک 
همریختی باشد چه موقعی یک همریختی نزدیک به 

هاي جمعی آن وجود دارد. این مساله براي نگاشت
فضاي باناخ هستند توسط  ଶܩو ଵܩ تقریبی وقتی که

ي هایرز توسط ) حل شد و نتیجه1941( هایرز
  ) تعمیم یافت.1978راسیاس (

اکثر مسائل در ریاضیات کاربردي به معادلات 
شوند. ساده ترین مورد، معادله  دیفرانسیل منجر می

  دیفرانسیل
υʹ(ν) = Г൫ν, υ(ν)൯                                )1(  

 
است. معادله انتگرالی معادله دیفرانسیل فوق به 

  صورت زیر است
υ(ν) = υ(m) − ∫ Г൫τ, υ(τ)൯dτ஝

୫ .  
  

ي شبه انتگرالی برگرفته از در این مقاله معادله
معادله دیفرانسیل فوق به وسیله تابع فازي تحت 

دهیم وسپس یک تقریب براي معادله  کنترل قرار می
ین نتایج پایداري ا .آوریم شبه انتگرالی به دست می

به دار فازي راسیاس را در فضاي نرم –اولام -هایزر
کند. استفاده از روش  ، اثبات میروش نقطه ثابت

نقطه ثابت براي بررسی پایداري معادلات اولین بار 
 .[2,3]توسط رادو معرفی شده است

پایداري معادلات دیفرانسیل اولین بار توسط السیناو 
  ها توسط گرفت و بعدمطالعه قرار ژر مورد 

  

و  ]21,20,19,18[ میوراوتاکاهاسی و همکاران
) تعمیم داده شده 2002( همچنین توسط جونگ

  .[14,13,12,11,10] است
  
  هاپیش نیاز -2
یا به طور  یک نرم مثلثی پیوسته تعریف.  1-2

نرم) یک نگاشتی مانند  -࢚ࢉنرم پیوسته (–࢚خلاصه 
ࡵاز  ∗ = [૙,૚]૛  ت به طوري که:اس ࡵبه  
1. ߬ ∗ ߴ = ߴ ∗ ߬و ߬ ∗ ݒ) ∗ (ߴ = ݐ) ∗ (ݒ ∗  ߴ

,߬براي هر  ,ݒ ߴ ∈  ،ܫ
2. ߬ ∗ 1 = ߬ براي هر ߬ ∈  ،ܫ
3. ߬ ∗ ߴ ≤ ߴ ∗ ߬که  ݈ ≤ ݒو ߴ ≤ براي هر  ݈

߬, ,ݒ ,ߴ ݈ ∈  [25,7]. ܫ
  ها عبارتند از: نرم - ࢚هایی از چنین  نمونه

1. ߬ ∗௉ ݒ =  ݒ߬
2. ߬ ∗ெ ݒ = ݉݅݊	{߬,  {ݒ
3. ߬ ∗௅ ݒ = ߬}	ݔܽ݉ + ݒ − 1,0} )t-(نرم لوکاسویچ 
 
–،	∗فرض کنید [9,1]تعریف.  2-2 نرم  	یک	࢚

 زیر مجموعه فازي از  	િفضاي خطی و ܁پیوسته، 
࢑ࡿ × (૙,∞)  به(૙,૚]  باشد در این حالت سه

نرم دار فازي نامیده  -࢑ فضاي خطی ൯∗,ࣁ,ࡿ൫تایی 
ࢌ شود (یا به طورخلاصه می − ࢑ ) اگر در 	ࡿࡸࡺ−
  یط زیر صدق کند:شرا

,ଵݏ)ߟ .1 … , ௞ݏ , ߬) = ߬براي همه  1 >  اگر و 0
,ଵݏتنها اگر  … ,  وابسته خطی باشند، ௞ݏ

,ଵݏߙ)ߟ .2 … , ௞ݏ , ߬) = ,ଵݏቀߟ … , ௞ݏ ,
ఛ
|ఈ|
ቁ اگر 

ߙ ≠ 0، 
଴ݏ)ߟ .3 + ,ଵݏ … , ௞ݏ , ߬ + ߫) ≥

,଴ݏ)ߟ …ଶݏ , ௞ݏ , ߬) ∗ ,ଵݏ)ߟ …ଶݏ , ௞ݏ , ߫)، 
,ଵݏ)ߟ .4 … , ௞ݏ , جایگشت از  تحت هر 	(߬

,ଵݏ … , ௞ݏ ∈  ثابت است، ܵ
,ଵݏ)ߟ .5 … , ௞ݏ , . ): (0,∞) → پیوسته  [0,1)

 چپ است،
6. limఛ→ஶ ,ଵݏ)ߟ … , ௞ݏ , ߬) = 1.  
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 [24,23,22,15,8,6]براي جزئیات بیشتر به مراجع 
  مراجعه کنید.

 
,ࡿ)فرض کنید مثال.  3-2 ‖. , … , .  -࢑فضاي  (‖

را به صورت  ࣁ نرمدار خطی باشد. مجموعه فازي
  کنیم: زیر تعریف می

,ଵݏ)ߟ … , ௞ݏ , ߬) = exp ቀ− ‖௦భ,…,௦ೖ‖
த

ቁ  
  

,ଵݏ براي … , ௞ݏ ∈ ߬ و ܵ ∈ . در این (∞,0)
,൫ܵصورت سه تایی  نرم دار  - ݇ فضاي خطی ൯∗,ߟ

  فازي است.
  
  جونگ)-وگزامبورگقضیه. (نقطه ثابت ل 4-2

,∑)فرض کنید  یک فضاي متریک تعمیم یافته   (ߜ
∑:߉ باشد و → یک تابع اکیداً انقباضی، با ثابت   ∑

ߚ لیپشیتز < ߪنگاه به ازاي هر باشد آ 1 ∈ یا  	∑
݊ به ازاي هر ∈ ܰ،  

,ߪ௡߉)ߜ (ߪ௡ାଵ߉ = ∞.  
 
଴݊یا  ∈   وجود دارد به طوري که: ܰ
݊به ازاي هر  .1 ≥ ݊଴ ،߉)ߜ௡ߪ, (ߪ௡ାଵ߉ < ∞ 
 همگراست، ߉ از ∗ݏبه نقطه ثابت {ߪ௡߉}دنباله  .2
در  ߉یک نقطه ثابت منحصر به فرد از   ∗ݏ .3

ܸ مجموعه = ݏ} ∈ ,ߪ௡బ߉)ߜ (ݏ <  است، {∞
4. (1 − ,ݏ)ߜ(ߚ (∗ݏ ≤ ,ݏ)ߜ  .(ݏ߉

  ].4[ : مرجعبرهان
  
  نتایج اصلی -3

سیاس در فضاي را -اولام–پایداري هایرز 
  نرم دار فازي - ࢑خطی 

,ܘ	فرض کنیدقضیه.  1-3 ܙ ∈ ℝ		ن که در آ
૙ < ࢖ < ࣋و  ࢗ = ܘ − . فرض کنید ܙ
ࡶ = ,࢖] ࢓و  [ࢗ ∈ کنیم و ثابت  انتخاب می ࡶ

طوري که گیریم بهدر نظر می ઺مثبتی مانند 
૙ < ࢼ࣋ < ૚  ܒૅباشد. فرض کنید براي هر ∈ ۸ ،

,ܒ્ ૔ܒ ∈ ℝ ࢐)که = ૚, … , ܜ	و(࢑ > ૙	 تابع پیوسته
Г: ࡶ × ℝ → ℝ :در شرط لیپ شیتز صدق کند  

,൫Г(νଵߟ υଵ) − Г(νଵ , ϑଵ), … ,Г(ν୩, υ୩) −
Г(ν୩, ϑ୩), t൯ߚߩ ≥ υଵ)ߟ − ଵߴ , … , υ୩ −
௞ߴ , )2(                                               		.(ݐ  
  

:υاگر معادله شبه انتگرالی  ܬ → ℝ  در شرط زیر
ν୨ براي هر ∈ J  که(݆ = 1,2, … , tو  (݇ > 0 

  صدق کند:
൫υ(νଵ)ߟ − υ(m) −
∫ Г൫τ, υ(τ)൯dτ஝భ
୫ , … , υ(ν୩) − υ(m) −
∫ Г൫τ, υ(τ)൯dτ஝ౡ
୫ , ൯ݐ ≥ ߮(νଵ , … , ν୩, t)  )3(  

  
:φکه درآن  ୩ܬ × (0,∞) → تابع کنترل  [0,1)

ν୨ فازي است و براي هر ∈ J  که(݆ = 1,2, … , ݇) 
tو  >   :داریم 0

inf஬ౠ∈[୫,஝ౠ] ߮(ϑଵ,… , ϑ୩, t) ≥
߮(νଵ, … , ν୩, t) )4(                                     
  
در این صورت تابع پیوسته منحصر به فردي مانند 

υ଴: ܬ → ℝ موجود است به طوري که براي هر 
ν୨ ∈ J  که(݆ = 1,2, … , tو  (݇ >   :داریم 0

υ଴൫ν௝൯ = υ(m) − ∫ Г൫τ, υ଴(τ)൯dτ
஝ౠ
୫      )5(  

 
υ଴ است و 1معادله ( یک جواب (  

υ(νଵ))ߟ − υ଴(νଵ), … υ(ν୩) −
υ଴(ν୩), (ݐ ≥ ߮(νଵ, … , ν୩, (1 − ρβ)t).   )6(    

  
  کنیم: را به صورت زیر تعریف می∑مجموعه  :برهان

∑ = ቄߪ: J → ℝ: )ቅ.                     )7ߪ	پیوسته  
  

کنیم. فرض کنیم  متر زیر را تعریف می ∑روي 
σ, ߷ ∈   :باشد در این صورت داریم ∑

δ൫σ, ߷൯ = ݂݅݊൛ܯ > 0: σ(νଵ))ߟ −
߷(νଵ), … , σ(ν୩) − ߷(ν୩),Mt) 			 ≥
߮(νଵ, … , ν୩, t), ∀ν୨ ∈ J, t > 0ൟ )8(              
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یک متر تعمیم  δمیهت و رادو ثابت کردند ] 16[در 
  را ببینید).] 17[ نیافته کامل است (همچنی

:Λحال نگاشت  ∑ → υبراي هررا  ∑ ∈ با  ∑
  کنیم: ضابطه زیر تعریف می

(Λυ)൫ν୨൯ =
υ(m) − ∫ Г൫τ, υ଴(τ)൯dτ

஝ౠ
୫ ൫ν୨ ∈ J൯       )9(  

  
یک نگاشت انقباضی است.  Λدهیم که  نشان می

,σ فرض کنید ߷ ∈ εو  ∑ = σ,దߝ > یک عدد  0
,δ൫σمثبت باشد به طوري که  ߷൯ ≤ ε نتیجه  در

ν୨ براي هر ∈ J که(݆ = 1,2,… , tو (݇ >   :داریم 0
σ(νଵ))ߟ − ߷(νଵ), … , σ(ν୩) − ߷(ν୩), εt) ≥
߮(νଵ, … , ν୩, t)   

  
݉فرض کنید  = ଵߤ < ଶߤ < ⋯ < ଷߤ = ν୨ ،

τ୨ ∈ ௝ߤ] , ୨ݏ∆،[௝ାଵߤ = μ୨ − μ୨ାଵ =
஝ౠି୫
୩
 و 	

݆ = 1,… , ݇.  
 براي هر )10(و  )8(، )3(، )2(با استفاده روابط 

ν୨ ∈ J  که(݆ = 1,2,… , tو  (݇ >   داریم: 0
൫(Λσ)(νଵ)ߟ − (Λ߷)(νଵ),… , (Λσ)(ν୩) −
(Λ߷)(ν୩), ερβt൯ = ∫൫ߟ ൛Г൫τ,ߪ(τ)൯ −஝భ

୫
Г൫τ, ߷(τ)൯ൟ݀߬ ,… , ∫ ൛Г൫τ,ߪ(τ)൯ −஝ౡ

୫
Г൫τ, ߷(τ)൯ൟ݀߬ , ερβt൯  

= limฮ∆ୱౠฮ→଴)ߟ
∑ ቄГቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −୩
୨ୀଵ

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁቅ∆s୨, … ,
 

limฮ∆ୱౠฮ→଴
∑ ቄГቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −୩
୨ୀଵ

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁቅ∆s୨, ερβt)
  

= limฮ∆ୱౠฮ→଴ߟ ቀ∑ ቄГቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −୩
୨ୀଵ

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁቅ∆s୨, … , ∑ ቄГ ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −୩
୨ୀଵ

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁቅ∆s୨ , ερβtቁ  
	= lim

ฮ∆ୱౠฮ→଴
	ߟ⋀ ൬Г ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁ ,… , Г ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁ ,
க஡ஒ୲
ห∆ୱౠห୩

൰ ≥ Г)ߟ⋀ ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁ ,… , Г ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁ ,
க஡ஒ୲
஡
) ≥ infఛೕ∈ൣ௠,஝ౠ൧൫σ൫τ୨൯ −

߷൫τ୨൯,… , σ൫τ୨൯ − ߷൫τ୨൯, εt൯ ≥
infఛೕ∈ൣ௠,஝ౠ൧φ(τଵ, … , τ୩, t) ≥ ߮(νଵ, … , ν୩, t).   

  
,ߪ߉)ߜدر این صورت داریم  (߷߉ ≤ در  ߚߩߝ

,σنتیجه براي هر  ߷ ∈ (߷߉,ߪ߉)ߜداریم  ∑ ≤
,ߪ)ߜߚߩ نگاشت اکیدا  ߉دهد  و این نشان می (߷

βρیب لیپشیتز انقباضی با ضر ∈  ∑روي  (0,1)
گیریم  نتیجه می )9(و  )3(است. با استفاده ازروابط 

,υ߉)ߜ υ) ≤   و در نتیجه   1
(௡υ߉,௡ାଵυ߉)ߜ ≤ ௡(ߚߩ) < ∞.  

  
  برقرار است در نتیجه داریم: 4-2 پس شرایط قضیه

 است به عبارت دیگر  υ଴داراي نقطه ثابت  ߉ .1
(υ଴)߉                                   )11( = (υ଴).  
 
,௡υ߉)ߜ .2 υ଴) → ݊وقتی  0 → ∞. 
,υ)ߜ	 .٣ υ଴) ≤

ଵ
ଵିఘఉ

چون  و 	(υ߉,υ)ߜ
,υ߉)ߜ υ) ≤ ν୨ در نتیجه براي هر 1 ∈ J  که

(݆ = 1,2, … , tو  (݇ >   داریم: 0
υ(νଵ))ߟ − υ଴(νଵ), … υ(ν୩) − υ଴(ν୩), t) ≥
߮(νଵ, … , ν୩, (1 − ρβ)t). 
 

,∞−)مساوي  ܬفرض کنید . قضیه 2-3  ℝیا  [ݍ
,pباشد که  (∞,݌]یا  q ∈ ℝدهیم  . قرار می

݉ = ܬبراي  ݌ = ݉یا  (∞,݌] = براي  ݍ
ܬ = (−∞, ܬیا اگر  [ݍ = ℝ  ݉باشد ∈ ℝ  را

0دهیم. فرض کنید  ثابت قرار می < ߚ < ثابت  1
ν୨براي هر مثبت باشد و  ∈ J ،υ୨, ϑ୨ ∈ ℝ  که

(݆ = 1,2, … , tو  (݇ >  اشت پیوستهنگ 0
Г: ܬ × ℝ → ℝ  حال اگر صدق کند )2(در رابطه .

ν୨براي هر  ∈ J معادله انتگرالی υ: ܬ → ℝ	  در
:߮که در آن صدق کند  )3(شرط  ୩ܬ ×

(0,∞) → و براي  تابع کنترل فازي است [0,1)
ν୨ هر ∈ J	  که(݆ = 1,2, … , tو  (݇ > در  0

در این صورت تابع منحصر  .کندصدق می )4(شرط 
:υ଴یوسته به فرد پ ܬ → ℝ  موجود است که براي  
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ν୨هر  ∈ J  برقرار است )6(و  )5(روابط.  
  

ܬبراي حالت  :برهان = ℝ کنیم. براي هر  ثابت می
݊ ∈ ℕکنیم  ، تعریف میJ୬ = [݉ − ݊,݉ + ݊] .

J(براي = [−∞, J୬دهیم می قرار [ݍ = ݍ] − ݊,  [ݍ
ܬ وبراي = J୬ دهیم می قرار (∞,݌] = ,݌] ݌ + ݊] (
ν୨گیریم که براي همه  نتیجه می 3-1یهاز قض ∈  ௡ܬ

:υ௡تابع پیوسته منحصر به فرد  ௡ܬ → ℝ  موجود
  است به طوري که

υ௡൫ν୨൯ = υ(m) − ∫ Г൫τ, υ௡(τ)൯dτ
஝ౠ
୫    )12(  

  و
υ୬(νଵ))ߟ − υ଴(νଵ), … υ୬(ν୩) −
υ଴(ν୩), t) ≥ ߮(νଵ, … , ν୩, (1 − ρβ)t)  )13(  

 
  را به صورت زیر  υ௡حال 

υ௡(ν) = υ௡ାଵ(ν) =                            )14(  
υ௡ାଶ(ν) = ⋯ , ∀ν ∈ ℝ  

  
(ν)݊و زیر دنباله زیر = ⋀{݊ ∈ ℕ|ν ∈ J୬}   را در

:υ଴گیریم. حال  نظر می ℝ → ℝ  را به صورت زیر
  کنیم: تعریف می

υ଴(ν) = υ௡(஝)(ν)                                 )15(  
  

 υ଴گیریم  نتیجه می υ௡با توجه به پیوستگی 
  پیوسته است. 

ν براي هر υ଴ دهیم تابع حال نشان می ∈ ℝ  در
کنیم  کند. فرض می صدق می )6( و )5( روابط

ν ∈ ℝ  ،݊باشد(ν) ∈ ℕ کنیم آنگاه  انتخاب می
.آوریم  بدست می ν ∈ J௡(஝) روابط با استفاده از 

  داریم )14(و  )13( ،)12(
υ଴(ν) = υ௡(஝)(ν) = υ(m) −
∫ Г ቀτ, υ௡(஝)(τ)ቁdτ
஝
୫    
= υ(m) − ∫ Г൫τ, υ଴(τ)൯dτ

஝
୫   

  و
υ௡(஝)(ν) = υ௡(த)(τ) = 	υ଴(τ). 

  
νبراي هر  ∈ ℝ  داریمν ∈ J௡(஝)  است، پس با  

  

  داریم )15(و  )13(استفاده از روابط 
υ(νଵ))ߟ − υ଴(νଵ), … υ(ν୩) − υ଴(ν୩), t) =
൫υ(νଵ)ߟ − υ௡(஝)(νଵ), … υ(ν୩) −
υ௡(஝)(ν୩), ൯ݐ ≥ ߮(νଵ, … , ν୩, (1 − ρβ)t).    

  
منحصر به فرد است.  υ଴دهیم  در نهایت نشان می

:଴ߴتابع پیوسته دیگري مانند  ℝ → ℝ  در نظر
صدق کند. فرض  )6) و (5(گیریم که در روابط  می

νکنید  ∈ ℝ چون ،υ଴|୎೙(ಕ)൫= υ௡(஝)൯ و 
ϑ଴|୎೙(ಕ)  و هر دو براي همهν ∈ J௡(஝)  در روابط

کنند، منحصر به فردي  صدق می )6(و  )5(
υ௡(஝) = υ଴|୎೙(ಕ) کند بیان می.   

υ଴(ν) = υ଴|୎೙(ಕ)(ν) = ϑ଴|୎೙(ಕ)(ν) =  .଴(ν)ߴ
 

-نرم – ࢑خطی  اولام در فضاي–پایداري هایرز
  دار فازي

࢓ فرض کنیدقضیه.  3-3 ∈ ℝ.،	࣋ > ૙ و 
ࡶ = ൛ૅ ∈ ℝ|࢓− ࣋ ≤ ૅ ≤ +ܕ ૉൟ  فرض

ܒૅ کنید براي هر ∈ ,ܒ્، ۸ ૔ܒ ∈ ℝ  که
࢐) = ૚,૛,… , ܜو  (࢑ > ૙ نگاشت پیوسته 

Г: ࡶ × ℝ → ℝ ) صدق کند و2در رابطه ( ઺  ثابت
. مثبتی باشد که ૙ < ઺࣋ < ૚  فرض کنید براي

ܒૅ هر ∈ ࢐) که ۸ = ૚,૛,… , ܜ،(࢑ > ૙ و ઽ > ૙  
൫υ(νଵ)ߟ − υ(m) −
∫ Г൫τ, υ(τ)൯dτ஝భ
୫ , … , υ(ν୩) − υ(m) −
∫ Г൫τ, υ(τ)൯dτ, t஝ౡ
୫ ൯ ≥ 1 − ε              )16(  

  
:υکه  ܬ → ℝ  است.معادله شبه انتگرالی  

ν୨ براي هر در این صورت ∈ J  که(݆ =
1,2, … , t و (݇ > تابع پیوسته منحصر به فردي  0

:υ଴انند م ܬ → ℝ  موجود است به طوري که در
  صدق کند و )5(رابطه 

ߟ ቀυ(νଵ) − υ଴(νଵ), … υ(ν୩) −

υ଴(ν୩),
୲

ଵି஡ஒ
ቁ ≥ 1 − ε.  

 
  تعریف  را به صورت زیر ∑مجموعه  برهان:
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  :کنیممی
∑ = ቄߪ: J → ℝ:  .ቅߪ	پیوسته

  
کنیم. فرض کنیم  تابع زیر را تعریف می ∑روي 

σ, ߷ ∈   :ن صورت داریمباشد در ای ∑
δ൫σ, ߷൯ = 
݂݅݊൛ܯ > 0: σ(νଵ))ߟ − ߷(νଵ), … , σ(ν୩) −
߷(ν୩),Mt) ≥ 1 − ,ߝ ∀ν୨ ∈ J, t > 0ൟ . 

  
یک متر تعمیم  δمیهت و رادو ثابت کردند  ]16[در 

  را ببینید). ]17[یافته کامل است (همچنین 
:Λحال نگاشت  ∑ → υ براي هررا  ∑ ∈ با  ∑

  کنیم: ضابطه زیر تعریف می
(Λυ)൫ν୨൯ =
υ(m) − ∫ Г൫τ, υ଴(τ)൯dτ

஝ౠ
୫ ൫ν୨ ∈ J൯     (17) 

  
یک نگاشت انقباضی است.  Λدهیم که  نشان می

,σفرض کنید  ߷ ∈ ߦو  ∑ = σ,దߦ > یک عدد  0
,δ൫σمثبت باشد به طوري که  ߷൯ ≤ در نتیجه  ߦ

ν୨ براي هر ∈ J  که(݆ = 1,2, … , tو  (݇ > 0 
   :داریم

൫σ(νଵ)ߟ − ߷(νଵ), … , σ(ν୩) −
߷(ν୩), t൯ߦ ≥ 1−   (18)                          .ߝ

 
  فرض کنید

݉ = ଵߤ < ଶߤ < ⋯ < ଷߤ = ν୨،τ୨ ∈ ௝ߤൣ ,  ௝ାଵ൧ߤ
୨ݏ∆ = μ୨ − μ୨ାଵ =

஝ౠି୫
୩

, ݆ = 1,2, … , . با ݇
ν୨ ) براي هر10) و (8)، (3)، (2استفاده ( ∈ J  که

(݆ = 1,2, … , tو  (݇ >   داریم: 0
ߟ ቀ(Λσ)(νଵ) − (Λ߷)(νଵ),… , (Λσ)(ν୩) −

(Λ߷)(ν୩), ρβtቁߦ = ∫൫ߟ ൛Г൫τ, ൯(τ)ߪ −஝భ
୫

Г൫τ, ߷(τ)൯ൟ݀߬ ,… , ∫ ൛Г൫τ,ߪ(τ)൯ −஝ౡ
୫

Г൫τ, ߷(τ)൯ൟ݀߬ ,   ρβt൯ߦ
= ቀlimฮ∆ୱౠฮ→଴ߟ

∑ ቄГቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −୩
୨ୀଵ

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁቅ∆s୨, … , limฮ∆ୱౠฮ→଴
∑ ቄГ ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −୩
୨ୀଵ

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁቅ∆s୨,   ρβtቁߦ

= limฮ∆ୱౠฮ→଴ ߟ ቀ∑ ቄГቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −୩
୨ୀଵ

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁቅ∆s୨, … , ∑ ቄГ ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −୩
୨ୀଵ

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁቅ∆s୨ , ρβtቁߦ =

lim
ฮ∆ୱౠฮ→଴

	ߟ⋀ ൬Г ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁ ,… , Г ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ −

Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁ ,
క஡ஒ୲
ห∆ୱౠห୩

൰   

≥ Г)ߟ⋀ ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ − Г ቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁ  
, … , Г ቀτ୨, ൫τ୨൯ቁߪ − Гቀτ୨, ߷൫τ୨൯ቁ ,   (βtߦ
≥ infఛೕ∈ൣ௠,஝ౠ൧ߟ൫σ൫τ୨൯ − ߷൫τ୨൯,… , σ൫τ୨൯ −
߷൫τ୨൯, t൯ߦ ≥ 1 −    ߝ

  
,ߪ߉)ߜدر این صورت داریم  (߷߉ ≤ در  ߚߩߦ

,σنتیجه براي هر  ߷ ∈ ,ߪ߉)ߜداریم  ∑ (߷߉ ≤
,ߪ)ߜߚߩ نگاشت اکیدا  ߉دهد  و این نشان می (߷

ρβانقباضی با ضریب لیپشیتز  ∈  ∑روي  (0,1)
گیریم  ) نتیجه می9) و (3است. با استفاده ازروابط (

,υ߉)ߜ υ) ≤ 1.  
(௡υ߉,௡ାଵυ߉)ߜدر نتیجه  ≤ (ρβ)௡ < ∞.  

  برقرار است در نتیجه داریم: 4-2رایط قضیه پس ش
 است به عبارت دیگر  υ଴داراي نقطه ثابت  ߉ .1

(υ଴)߉ = (υ଴).			                               (19) 
 

,௡υ߉)ߜ .2 υ଴) → ݊وقتی  0 → ∞. 
,υ)ߜ .3 υ଴) ≤

ଵ
ଵିఘఉ

,υ)ߜ  (υ߉
,υ߉)ߜچون  و υ) ≤ ν୨ در نتیجه براي هر 1 ∈ J 

݆)که  = 1,2, … , tو  (݇ >   داریم: 0
ߟ ቀυ(νଵ) − υ଴(νଵ), … υ(ν୩) −

υ଴(ν୩),
୲

ଵି஡ஒ
ቁ ≥ 1 − ε. 

 
  هامثال – 4
0. فرض کنید مثال 1-4 < ߚ < براي  1

૙ < ࢿ < ૛دهیم قرار می، ࢼ ૉ = ૛઺− ઽ . فرض
ࡶ کنید = [૙, ૛ࢼ− تابع  (ࣇ)࢖	 فرض کنید. [ࢿ
:࣏ اي وجملهچند ۸ → ℝ	  تابع دیفرانسیل  
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ܒૅ براي هر اي باشد به طوري کهیوستهپ ∈  که ۸
࢐) = ૚,૛,… , ܜ و (࢑ > ૙ داریم:  

൫υ(νଵ)ߟ − υ(m) − ∫ {βυ(τ) −஝భ
୫

p(τ)}dτ , … , υ(ν୩) − υ(m) −
∫ {βυ(τ) − p(τ)}dτ஝ౡ
୫ , t൯ ≥
exp ቀ− |஝భ,…,஝ౡ|

୲
ቁ.    

  
,Г(νاگر قرار دهیم  υ) = ߭ߚ −   و (ߥ)݌

߮(νଵ, … , ν୩, t) = exp ቀ− |஝భ,…,஝ౡ|
୲

ቁ  
  

ν୨ بنابراین براي هر ∈ J  که(݆ = 1,2, … , و  (݇
t > 0  

inf஬ౠ∈[୫,஝ౠ] ߮(ϑଵ,… , ϑ୩, t) ≥
߮(νଵ, … , ν୩, t).  

  
تابع پیوسته منحصر به  3- 3 در نتیجه طبق قضیه

:଴߭فردي مانند  J → ℝ  موجود است به طوري که
ν୨ براي همه ∈ J  وt >    :داریم 	0

υ଴൫ν୨൯ = υ(0) − ∫ (߬)଴߭ߚ} − dτ஝ౠ{(߬)݌
଴   

  و
υ(νଵ))ߟ − υ଴(νଵ), … υ(ν୩) − υ଴(ν୩), t) ≥
exp ቀ− |஝భ,…,஝ౡ|

(ଵି஡ஒ)୲
ቁ .   

 
0. فرض کنید مثال 2-4 < ߚ < ln a ݌، > و  1

ܬ = تابع چند  (ߥ)݌باشد. فرض کنید  [∞,݌]
:߭ اي وجمله J → ℝ اي ستهتابع دیفرانسیل پیو  

  

ν୨ براي هر طوري کهباشد به ∈ J  وt >   داریم: 0
൫υ(νଵ)ߟ − υ(m) − ∫ {βυ(τ) −஝భ

୫
p(τ)}dτ , … , υ(ν୩) − υ(m) −
∫ {βυ(τ) − p(τ)}dτ஝ౡ
୫ , t൯ ≥

exp ቀ− ୟഌభ,…,ಕౡ
୲

ቁ .  
  

,Г(νاگر قرار دهیم  υ) = ߭ߚ −   و (ߥ)݌
߮(νଵ, … , ν୩, t) = exp ቀ− ୟഌభ,…,ಕౡ

୲
ቁ  

  

ν୨ ابراین براي هربن ∈ J  که(݆ = 1,2, … , و  (݇
t >   داریم: 0

 
inf

஬ౠ∈[୫,஝ౠ]
߮(ϑଵ, … , ϑ୩, t) ≥ ߮(νଵ, … , ν୩, t) 

  
ν୨ براي هر 3-2 در نتیجه طبق قضیه ∈ J  وt > 0 

:଴߭تابع پیوسته منحصر به فردي مانند  J → ℝ 
  موجود است به طوري که

υ଴൫ν୨൯ = υ(0) − ∫ (߬)଴߭ߚ} − dτ஝ౠ{(߬)݌
଴   

  و
υ(νଵ))ߟ − υ଴(νଵ), … υ(ν୩) − υ଴(ν୩), t) ≥
	exp ቀ− ୟഌభ,…,ಕౡ

(୪୬ ୟି஡ஒ)୲
ቁ .  

 
,ρفرض کنید  مثال. 3-4 هاي مثبتی ثابت ߚ

.باشند به طوري که  0 < βߩ < ݉براي  1 ∈ ℝ ،
ܬ	کنیم تعریف می = ൛ν ∈ ℝ|݉ − ߩ ≤ ν ≤
m+ ρൟ  واي چند جملهتابع  (ߥ)݌فرض کنید 

߭: J → ℝ	 اي باشد به تابع دیفرانسیل پیوسته
ν୨ براي هر طوري که ∈ J  وt > ε	 که 0 ≥ 0 

  داریم:
൫υ(νଵ)ߟ − υ(m) − ∫ {βυ(τ) −஝భ

୫
p(τ)}dτ , … , υ(ν୩) − υ(m) −
∫ {βυ(τ) − p(τ)}dτ஝ౡ
୫ , t൯ ≥ 1 − ε .  

  
ν୨ براي هرکند که  بیان می 3-3 قضیه ∈ Jوt > 0 

:υ଴فردي مانند  تابع پیوسته منحصر به ܬ → ℝ 
  :است به طوري کهموجود 

υ଴൫ν୨൯ = υ(m) − ∫ (߬)଴߭ߚ} − dτ஝ౠ{(߬)݌
୫   

  و
ߟ ቀυ(νଵ) − υ଴(νଵ), … υ(ν୩) −

υ଴(ν୩),
୲

ଵିఘఉ
ቁ ≥ 1 − ε.  
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