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 10/1401/ 20تاریخ پذیرش مقاله:    1401/ 30/06تاریخ ارسال مقاله: 

 چکیده 
 مدول مدرج باشد. زیرمدول مدرج سره  -𝑅یک   𝑀یک حلقه مدرج و    𝑒،𝑅یک گروه با عنصر همانی   𝐺فرض کنید  

 𝑁مدول از   𝑀 عناصر همگنازای   را یک زیرمدول قویاً اول مدرج گوییم، هرگاه به  𝑥𝑔 , 𝑦ℎ ∈ ℎ(𝑀) کهبه طوری 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ ⊆ 𝑁،    آنگاه 𝑥𝑔 ∈  𝑁  یا𝑦ℎ ∈ 𝑁.  های قویاً اول مدرج که  در این مقاله، مفهوم زیرمدول

های های اساسی زیرمدولها و خاصیتکنیم سپس برخی مثالهای اول مدرج است را معرفی میزیرمدولتعمیمی از  

کنیم. در واقع در این مقاله دهیم و نتایج جدیدی در این خصوص را ارایه میقویاً اول مدرج را مورد بررسی قرار می

زیرمدولنشان می مفاهیم  زیرمدولدهیم  و  مدرج  اول  قویاً  ادامه،    هایهای  در  هستند.  متفاوت  هم  با  مدرج  اول 

قسمتی مورد بررسی  های خارجسازی و مدولهای قویاً اول مدرج را تحت همریختی، ضرب دکارتی، موضعیزیرمدول

آل مدرج را  های مدرج از یک مدول ادغام شده در امتداد یک ایدهدهیم. سپس، دو نوع از زیرمدولو مطالعه قرار می 

 های مدرج یک زیرمدول قویاً اول مدرج هستند.  کنیم تحت چه شرایطی این نوع زیرمدولبررسی میبیان کرده و 

 

   .اول مدرجزیرمدول اول مدرج، زیرمدول قویاً اول مدرج، زیرمدول قویاً نیم های کلیدی:واژه 
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 مقدمه -1

به جبر،  در  کردن  مدرج  مدول ویژهمفهوم  های  در 

مطالعه در  جنبهمدرج  حلقهی  همولوژیکی  ها های 

جبر   توسعه  برای  موارد  بیشتر  در  هستند.  ضروری 

بر حلقه دارند. حلقه جابجایی  تاکید  مدرج  های های 

هندسه جبری و جبر جابجایی نقش اساسی  مدرج در  

مدرج در دارند.  چه  و  مقدماتی  سطح  در  چه  سازی 

کاربرد  علوم ریاضی  برای   های زیادیسطح پیشرفته 

[( ]10دارد  و  سال11[  در  حلقه[(.  اخیر،  و های  ها 

بهمدول مدرج  ساختارهای  با  مورد  ها  گسترده  طور 

[ و  8]  [،6[، ]5[، ]4[، ]1مطالعه قرار گرفته است )]

[9.)] 

های جابجایی  ها، حلقهدر سراسر این مقاله همه حلقه

های مدرج یکانی  ها، مدولمدرج یکدار و همه مدول

 هستند.

یک    𝑅و   𝑒یک گروه با عنصر همانی  𝐺فرض کنید  

باشد. در این  مدرج -𝐺را یک حلقه    𝑅صورت  حلقه 

هرگاه   𝑅گوییم،  = ⊕ 𝑅𝑔𝑔∈𝐺به برای  طوری،  که 

𝑔هر ∈ 𝐺  ،  𝑅𝑔  یک زیرگروه جمعی از𝑅    است و به

عنصر دو  هر  ,𝑔ازای  ℎ ∈ 𝐺    باشیم داشته 

𝑅𝑔𝑅ℎ ⊆ 𝑅𝑔ℎ  عناصر  .𝑅𝑔   درجه از  همگن    𝑔را 

𝑟گوییم. اگر ∈ 𝑅توان ، آنگاه می𝑟 صورت به را 

g

g G
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=
   

 

است  𝑅 یک زیرحلقه     𝑅𝑒نوشت. بعلاوه، و به فرم یکتا  

1و اگر ∈ 𝑅   1، آنگاه ∈ 𝑅𝑒  ،همچنین .ℎ(𝑅) =

⋃ 𝑅𝑔𝑔∈𝐺آل  . ایده𝐼    از حلقه مدرج𝑅 آل یک ایده

 مدرج است، هرگاه 

𝐼 = ⊕ (𝐼 ∩ 𝑅𝑔) 
𝑔∈𝐺

 

 

هربه برای  𝑥عبارتی  ∈ 𝐼  ،𝑥 = ∑ 𝑥𝑔𝑔∈𝐺   در که 

هر برای  𝑔آن  ∈ 𝐺،𝑥𝑔 ∈ 𝐼   کنید فرض   .𝐼    یک

 𝐼صورت رادیکال مدرج باشد. در این  𝑅آل مدرج  ایده

دهیم و به صورت  نمایش می 𝐺𝑟𝑎𝑑(𝐼)ه با نماد  را ک

 کنیم: زیر تعریف می

𝐺𝑟𝑎𝑑(𝐼) = {𝑥 ∈ 𝑅 |  ∀𝑔 ∈ 𝐺, ∃𝑛 ∈

ℕ ;   𝑥𝑔
𝑛 ∈ 𝐼}.  

 

آل  را یک ایده  𝑅از حلقه مدرج  𝑝آل مدرج سره ایده

گوییم، هرگاه به ازای هر  اول مدرج )اولیه مدرج( می

𝑎𝑔, 𝑏ℎ ∈ ℎ(𝑅)    که𝑎𝑔𝑏ℎ ∈ 𝑝 آنگاه ،𝑎𝑔 ∈ 𝑝 

𝑏ℎیا   ∈ 𝑝  (𝑏ℎ ∈ 𝐺𝑟𝑎𝑑(𝑝)  به شود  رجوع   )

ایده12] تمام  مدرج  آل[. مجموعه  اول  با    𝑅های  را 

را 𝑅 دهیم. حلقه مدرج  نشان می  𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅)نماد  

آل مدرج اول مدرج )اولیه مدرج( گوییم، هرگاه ایده 

آل باشد. ایده 𝑅  آل اول مدرج )اولیه مدرج(صفر، ایده

اول  آل نیمرا یک ایده  𝑅از حلقه مدرج    𝐼مدرج سره

𝑎𝑔 عنصر    مدرج گوییم، هرگاه به ازای هر ∈ ℎ(𝑅)  

𝑛و   ∈ ℕ   که𝑎𝑔
𝑛 ∈ 𝐼   آنگاه ،𝑎𝑔 ∈ 𝐼 فرض کنید .

𝑅    و مدرج  حلقه  در -𝑅یک    𝑀یک  باشد.  مدول 

به -𝑅یک     𝑀صورتاین هرگاه  است،  مدرج  مدول 

,𝑔ازای هر   ℎ ∈ 𝐺،  

𝑀 = ⊕ 𝑀𝑔𝑔∈𝐺 ،  

 

𝑅𝑔𝑀ℎ ⊆ 𝑀𝑔ℎ    و برای𝑔 ∈ 𝐺  ، 𝑀𝑔 یک زیرگروه

مدول -𝑅𝑒  یک  𝑀𝑔  که است. واضح است 𝑀جمعی

ℎ(𝑀)است.همچنین،   = ⋃ 𝑀𝑔𝑔∈𝐺 فرض کنید .

𝑁    زیرمدول مدرج  -𝑅یک  در    𝑀مدول  باشد. 

 است، هرگاه  𝑀یک زیرمدول مدرج از  𝑁صورتاین
𝑁 = ⊕ (𝑁 ∩ 𝑀𝑔)

𝑔∈𝐺
 

 

𝑚در برای هر  یعبارت  به ∈ 𝑁 ،𝑚 = ∑ 𝑚𝑔𝑔∈𝐺 

𝑔که در آن برای هر   ∈ 𝐺  ،𝑚𝑔 ∈ 𝑁  ،بعلاوه .𝑀

𝑁
 

خارج-𝑅یک   با  مدول  مدرج  مؤلفه  -𝑔قسمتی 

 زیر است. صورتبه

(
𝑀

𝑁
)𝑔 =

𝑀𝑔 + 𝑁

𝑁
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کنید  مثال فرض   :𝐺 = ℤ1    و𝑅 = ℤ.ℤ - مدول

𝑀 = ℤ[𝑖] صورت  را در نظر بگیرید. در این𝑅   یک

𝑅1های  حلقه مدرج با زیرگروه  = {∘} ,  𝑅∘ = ℤ 

با    𝑀و مدرج  مدول  𝑀1یک  = 𝑖ℤ , 𝑀∘ = ℤ .

کنید   فرض  𝑁همچنین  =< 1 + 𝑖 در <  .

زیرمدول  𝑁صورتاین اما     𝑀یک  یک    𝑁است. 

1نیست، زیرا     𝑀زیرمدول مدرج از + 𝑖 ∈ 𝑁    ولی

1 ∉ 𝑁  و𝑖 ∉ 𝑁 . 

را اول   𝑀مدول مدرج  -𝑅از    𝑃ه زیرمدول مدرج سر

𝑟𝑔)اولیه( مدرج گوییم، هرگاه به ازای هر   ∈ ℎ(𝑅) 

𝑚ℎو  ∈ ℎ(𝑀)  که𝑟𝑔𝑚ℎ ∈ 𝑃 آنگاه ، 

𝑚ℎ ∈ 𝑃 یا   𝑟𝑔 ∈ (𝑃 :𝑅 𝑀) 

𝑟𝑔 ∈ 𝐺𝑟𝑎𝑑((𝑃 :𝑅 𝑀)). 

 

سره   مدرج  مدرج  -𝑅از    𝑁زیرمدول  را    𝑀مدول 

𝑟𝑔  اول مدرج گوییم، هرگاه به ازای هرنیم ∈ ℎ(𝑅) ،

𝑚ℎ ∈ ℎ(𝑀)    و𝑛 ∈ ℕ    که𝑟𝑔
𝑛𝑚ℎ ∈ 𝑁 آنگاه ،

𝑟𝑔𝑚ℎ ∈ 𝑁[ 7، رجوع شود به  .]𝑅-  مدول مدرج𝑀  

 را با مولد متناهی مدرج گوییم، هرگاه عناصر
𝑚𝑔1

, 𝑚𝑔2
, … , 𝑚𝑔𝑛

∈ ℎ(𝑀) 
 

 کهطوریموجود باشند به

𝑀 = 𝑅𝑚𝑔1
+ 𝑅𝑚𝑔2

+ ⋯ + 𝑅𝑚𝑔𝑛
. 

 

مدرج باشند، در  -𝐺دو حلقه    𝑅2و    𝑅1فرض کنید  

𝑅صورت  این = 𝑅1 × 𝑅2    یک حلقه𝐺- با مدرج 

𝑔 - مؤلفه 

𝑅𝑔 = (𝑅1)𝑔 × (𝑅2)𝑔 
 

مدول مدرج -𝑅1یک   𝑀1باشد. حال فرض کنید  می

 صورتمدول مدرج باشد. در این-𝑅2یک   𝑀2و 

𝑀 = 𝑀1 × 𝑀2 
 

ازای هر مدول مدرج است  به-𝑅یک   به  طوری که 

𝑔 ∈ 𝐺،𝑀𝑔 = (𝑀1)𝑔 × (𝑀2)𝑔  . 

 

 فرض کنید

𝑀 = ⊕ 𝑀𝑔𝑔∈𝐺 و   𝑀′ = ⊕ 𝑀′
𝑔𝑔∈𝐺  

 

این  مدرج-𝐺مدول -𝑅دو   در  تابع  باشند.  صورت 

𝑓 : 𝑀 → 𝑀′ یک همریختی مدرج است، هرگاه ، 

,𝑚( به ازای هر  1) 𝑛 ∈ 𝑀 ، 

𝑓(𝑚 + 𝑛) = 𝑓(𝑚) + 𝑓(𝑛). 
 

𝑚( به ازای هر  2) ∈ 𝑀  و𝑟 ∈ 𝑅   ، 
𝑓(𝑟𝑚) = 𝑟𝑓(𝑚). 

  

𝑔( به ازای هر  3) ∈ 𝐺 ،𝑓(𝑀𝑔) ⊆ 𝑀′. 

𝑆مدول مدرج و  -𝑅یک    𝑀فرض کنید   ⊆ ℎ(𝑅)  

صورت  باشد. در این  𝑅یک زیرمجموعه بسته ضربی  

𝑆−1𝑀   یک𝑆−1𝑅- های  مدول مدرج با مولفه 

(𝑆−1𝑀)𝑔 = {
𝑚

𝑠
|(𝑑𝑒𝑔 𝑚)(𝑑𝑒𝑔 𝑠)−1 =

𝑔}  

 

 و

(𝑆−1𝑅)𝑔 = {
𝑟

𝑠
 | (𝑑𝑒𝑔 𝑟)(𝑑𝑒𝑔 𝑠)−1 = 𝑔}  

 

 باشند.  می

های قویاً اول مدرج  در این مقاله، ابتدا مفهوم زیرمدول

های اول مدرج هستند را بیان  که تعمیمی از زیرمدول

خاصیتمی برخی  و  نوع  کنیم  این  از  اساسی  های 

میزیرمدول قرار  مطالعه  مورد  را  در  ها  ادامه،  دهیم. 

های قویاً اول مدرج را تحت همریختی،  رفتار زیرمدول 

دکارتی خارج مدول ،  ضرب  و    قسمتیهای 

سازی مورد بررسی قرار داده و نتایجی را در  موضعی

 کنیم.  ها ارایه میاین زمینه
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زیرمدول بخش،  این  قویادر  و   ًهای  مدرج  اول   

کنیم و  اول مدرج را معرفی میهای قویاً نیمزیرمدول

زیرمدولخاصیت چنین  مورد  های  را  مدرج  های 

دهیم. همچنین، ارتباط بین  بررسی و مطالعه قرار می 

زیرمدولزیرمدول و  مدرج  اول  اول های  قویاً  های 

 کنیم.  مدرج را بیان می

 

مدول مدرج باشد. -𝑅یک    𝑀: فرض کنید 1تعريف  

قویاً  𝑀 از  𝑁 زیرمدول مدرج سره   را یک زیرمدول 

,𝑥𝑔اول مدرج گوییم، هرگاه به ازای    𝑦ℎ ∈ ℎ(𝑀)  ،

 اگر داشته باشیم 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ ⊆ 𝑁، 

 

𝑥𝑔 آنگاه  ∈  𝑁 یا𝑦ℎ ∈ 𝑁 . 

مدول مدرج در نظر -𝑅را به عنوان یک   𝑅: اگر  تذکر

، دقیقاً 𝑅های قویاً اول مدرج  نگاه زیرمدولبگیریم، آ

 هستند.  𝑅های اول مدرج حلقه مدرج آلایده

 

مدول مدرج باشد. -𝑅یک  𝑀: فرض کنید  2تعريف 

قویاً  𝑀 از  𝑁 زیرمدول مدرج سره   را یک زیرمدول 

 عنصر همگن نیم اول مدرج گوییم، هرگاه به ازای هر

𝑥𝑔 ∈ ℎ(𝑀) کهطوریبه 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑥𝑔 ⊆ 𝑁، 

 

𝑥𝑔آنگاه  ∈ 𝑁  . 

 

مدول مدرج باشد. -𝑅یک    𝑀: فرض کنید  3گزاره  

 های زیر برقرارند.در این صورت گزاره 

 قویاً اول مدرج، اول مدرج است.  ( هر زیرمدول1)

قویاً اول مدرج، قویاً نیم اول مدرج   ( هر زیرمدول2)

 است. 

اول مدرج    ( هر زیرمدول3) قویاً  ماکسیمال مدرج،  

 است. 

 

)اثبات کنید  1:  فرض   )𝑁  زیرمدول اول   یک  قویاً 

 باشد. فرض کنید 𝑀مدرج 

 𝑟𝑔 ∈ ℎ(𝑅) , 𝑥𝑔′ ∈ ℎ(𝑀)  
 

′𝑟𝑔𝑥𝑔که  طوریبه ∈ 𝑁    و𝑥𝑔′ ∉ 𝑁  نشان  .

𝑟𝑔دهیم  می ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀) .   فرض کنید𝑚 ∈ 𝑀  .

 صورتتوان به را می 𝑚بنابراین  

𝑚 = ∑ 𝑚ℎ

ℎ∈𝐺

 

 

𝑚ℎنوشت که در آن   ∈ ℎ(𝑀)  بنابراین به ازای هر .

ℎ ∈ 𝐺 :داریم ، 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔′) :𝑅 𝑀) (𝑟𝑔𝑚ℎ)  

= 𝑟𝑔 (( 𝑁 + 𝑅𝑥𝑔′) :𝑅 𝑀) 𝑚ℎ  

⊆ 𝑟𝑔(𝑁 + 𝑅𝑥𝑔′) ⊆ 𝑁. 

 

′𝑥𝑔که  از این ∉ 𝑁    و𝑁  قویاً اول مدرج   یک زیرمدول

𝑀     است، در نتیجه𝑟𝑔𝑚ℎ ∈ 𝑁  ،  لذا𝑟𝑔𝑚 ∈ 𝑁 .

𝑟𝑔𝑀  بنابراین ⊆ 𝑁 نابراین  ، ب𝑁 زیرمدول اول   یک

 است.  𝑀مدرج 

 ( اثبات بدیهی است. 2)

ماکسیمال مدرج از   یک زیرمدول 𝑁( فرض کنید  3)

𝑀   باشد و𝑥𝑔, 𝑦ℎ ∈ ℎ(𝑀) کهطوریبه 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀) 𝑦ℎ ⊆ 𝑁  

 

𝑥𝑔و   ∉ 𝑁.    در نتیجه𝑁 + 𝑅𝑥𝑔 = 𝑀 بنابراین .  

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀) = 𝑅   و لذا𝑦ℎ ∈ 𝑁. 

 

می نشان  زیر،  مثال  اول  در  زیرمدول  هر  که  دهیم 

مدرج لزوماً یک زیرمدول قویاً اول مدرج نیست و این  

دهد که این دو مفهوم از لحاظ ساختاری با نشان می

 هم متفاوت هستند.  

 



 75                                                                                        های جابجایی مدرجروی حلقههای قویاً اول مدرج به زیرمدول 
 

   

𝑅فرض کنید    :4مثال   = ℤ    یک حلقهℤ2- مدرج

𝑀بدیهی و   = ℤ × ℤ    یک𝑅- مدولℤ2- مدرج با

∘𝑀های  مولفه = ℤ × 𝑀1و    {∘} = {∘} × ℤ 

مدرج   زیرمدول  𝑁باشد.  = 2ℤ × 3ℤ   با را 

∘𝑁های  مولفه = 2ℤ × 𝑁1و    {∘} = {∘} × 3ℤ 

اول    𝑁صورت  در نظر بگیرید. در این یک زیرمدول 

   𝑀است ولی یک زیرمدول قویاً اول مدرج   𝑀مدرج  

 نیست، زیرا  

(1,∘) , (∘ ,1) ∈ ℎ(𝑀) = 𝑀∘ ∪ 𝑀1 
 و 

((𝑁 + 𝑅(1,∘)) :𝑅 𝑀)(∘ ,1) ⊆ 𝑁، 

 

(∘,1)اما  ∉ 𝑁   و(∘ ,1) ∉ 𝑁. 

 

یک مدول مدرج روی یک   𝑀: فرض کنید  5گزاره  

از  𝑁و  𝑅میدان مدرج    𝑀یک زیرمدول مدرج سره 

ماکسیمال مدرج است اگر و    یک زیرمدول  𝑁باشد.  

اگر   مدول  𝑁تنها  از  مدرج  اول  قویا  زیرمدول   یک 

 باشد. 𝑀 مدرج

 

قسمت  اثبات به  بنا  زیرمدول 3گزاره  از    3:  هر   ، 

مدرج برعکس،     ،ماکسیمال  است.  مدرج  اول  قویاً 

قویاً اول    یک زیرمدول  𝑁)برهان خلف( فرض کنید  

به  باشد  در  طوریمدرج  نیست.  مدرج  ماکسیمال  که 

𝑥𝑔  صورتاین ∈ ℎ(𝑀) − 𝑁   به است  موجود 

𝑅𝑥𝑔طوری که  + 𝑁 = 𝑀 فرض کنید .𝑦 ∈ 𝑀  .

𝑦  لذا = ∑ 𝑦ℎ ℎ∈𝐺     آن در  𝑦ℎکه  ∈ ℎ(𝑀) .

ℎحال به ازای هر   ∈ 𝐺   :داریم ، 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ = {∘}𝑦ℎ ⊆ 𝑁، 

 

  و همچنین   قویاً اول مدرج است  یک زیرمدول  𝑁چون

𝑥𝑔 ∉ 𝑁  ،𝑦ℎ ∈ 𝑁  بنابراین  .𝑦 ∈ 𝑁   در و 

𝑁نتیجه  = 𝑀  که متناقض با سره بودن𝑁  .است 

 

یک  𝐼مدول مدرج و -𝑅یک 𝑀: فرض کنید6تعريف  

-𝐼را  𝑀از𝑁 باشد. زیرمدول مدرج  𝑅آل مدرج ایده

هرگاه م گوییم،  مدرج  𝑁:𝑅)  اکسیمال  𝑀) = 𝐼    و

که طوریباشد به  𝑁زیرمدول مدرج شامل    یک𝐾 اگر  
(𝐾:𝑅 𝑀) = 𝐼   آنگاه ،𝐾 = 𝑁. 

 

یک    𝑁مدول مدرج و  -𝑅یک    𝑀: فرض کنید  7لم  

یک    𝑁صورت اگر  باشد. در این  𝑀زیرمدول مدرج از

ایده  𝑃ماکسیمال مدرج و  -𝑃زیرمدول   آل اول  یک 

 یک زیرمدول اول مدرج است.   𝑁مدرج باشد، آنگاه 

 

𝑟𝑔: فرض کنید  اثبات ∈ ℎ(𝑅) , 𝑚ℎ ∈ ℎ(𝑀) 

𝑟𝑔𝑚ℎکه  طوریبه ∈ 𝑁    و𝑚ℎ ∉ 𝑁  بنابراین  .

𝑅𝑚𝑔 + 𝑁 = 𝐾  طور سره شامل  به𝑁    است و لذا 

(𝐾:𝑅 𝑀)  شامل به سره  فرض  حال  است.     𝑃طور 

 کنید

𝑠𝑔′ ∈ (𝐾:𝑅 𝑀) − 𝑃. 

 

′𝑟𝑔𝑠𝑔برای نشان دادن   ∈ 𝑃  فرض کنید ،𝑥 ∈ 𝑀 .

𝑡بنابراین   ∈ 𝑅 و 𝑛 ∈ 𝑁کهطوریموجود است به 

 𝑠𝑔′𝑥 = 𝑡𝑚ℎ + 𝑛 بنابراین  .𝑟𝑔𝑠𝑔′𝑥 ∈ 𝑁 

′𝑟𝑔𝑠𝑔و ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀) = 𝑃این از  یک    𝑃که  . 

پس  ایده است،  مدرج  اول  𝑟𝑔ال  ∈ 𝑃 =

(𝑁 :𝑅 𝑀)  نتیجه یک زیرمدول اول مدرج    𝑁. در 

 است.  

 

مدول  -  𝑅زیرمدول مدرج از    𝑁: فرض کنید  8قضیه  

 معادلند:  های زیرصورت عبارت باشد. در این  𝑀مدرج  

(1  )𝑁 قویاً اول مدرج  یک زیرمدول𝑀  .است 

(2  )𝑁  مدرج  قویاً نیم اول    یک زیرمدول𝑀   است و𝑁 

 است.  𝑀یک زیرمدول اول مدرج 

(3  )𝑁  قویاً نیم اول مدرج    یک زیرمدول𝑀    است و

(𝑁:𝑅 𝑀) آل اول مدرج یک ایده𝑅  .است 

(4  )𝑁    یک زیرمدول(𝑁 :𝑅 𝑀)- ماکسیمال مدرج

𝑁:𝑅)است و   𝑀) آل اول مدرج  یک ایده𝑅  .است 
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 برقرار است.   3( بنا به گزاره 2) ⇐( 1: )اثبات

یک زیرمدول اول مدرج باشد، آنگاه    𝑁( اگر3)  ⇐( 2)

(𝑁:𝑅 𝑀) [.  3آل اول مدرج است ]یک ایده 

از   یک زیرمدول  𝐾( فرض کنید4)  ⇐( 3)  𝑀مدرج 

   کهطوریباشد به 𝑁شامل 
(𝑁:𝑅 𝑀) = (𝐾:𝑅 𝑀). 

 

کنید   𝑚فرض  = ∑ 𝑚𝑔𝑔∈𝐺 ∈ 𝐾 هر ازای  به   .

𝑔 ∈ 𝐺 ،𝑁 ⊆ (𝑁 + 𝑅𝑚𝑔) ⊆ 𝐾   و در نتیجه 

(𝑁:𝑅 𝑀) ⊆ ((𝑁 + 𝑅𝑚𝑔):𝑅 𝑀) 

                ⊆ (𝐾:𝑅 𝑀) = (𝑁:𝑅 𝑀) 
 

 بنابراین 

(𝑁:𝑅 𝑀) = ((𝑁 + 𝑅𝑚𝑔):𝑅 𝑀)، 

 

 لذا 

((𝑁 + 𝑅𝑚𝑔):𝑅 𝑀) 𝑚𝑔  (𝑁:𝑅 𝑀)𝑚𝑔 ⊆ 𝑁. 

 

اول مدرج است،  یک زیرمدول قویاً نیم  𝑁حال چون 

𝑚𝑔پس ∈ 𝑁  بنابراین  .𝑚 = ∑ 𝑚𝑔𝑔∈𝐺 ∈ 𝑁 .

𝑁 در نتیجه  = 𝐾  .و اثبات تمام است 

𝑁:𝑅)( فرض کنید 1)  ⇐( 4) 𝑀) = 𝑃  حال چون .

𝑁  ،𝑃-و است  مدرج  ایده𝑃 ماکسیمال  اول یک  آل 

یک زیرمدول اول مدرج  𝑁 ،  7مدرج است، بنا به لم  

,𝑥𝑔است. فرض کنید  𝑦ℎ ∈ ℎ(𝑀)  کهطوریبه 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ ⊆ 𝑁 و   𝑦ℎ ∉ 𝑁 . 

 

 صورتایندر 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀) ⊆ (𝑁:𝑅 𝑀) 

 

 کهو از این

(𝑁:𝑅 𝑀) ⊆ ((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀) 

 

 بنابراین  

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀) = (𝑁:𝑅 𝑀) = 𝑃. 

 

 ماکسیمال مدرج است،-𝑁 ،𝑃چون  

𝑥𝑔 ∈ 𝑁 + 𝑅𝑥𝑔 = 𝑁 
 

 است.   𝑀قویاً اول مدرج    یک زیرمدول  𝑁و در نتیجه 

اول مدرج است اگر و فقط اگر آل نیمیک ایده 𝐼:تذکر

𝐺𝑟𝑎𝑑(𝐼) = 𝐼   . 

 

-𝑅یک زیرمدول مدرج از    𝑁فرض کنید    :9گزاره  

  یک زیرمدول   𝑁صورت  باشد. در این  𝑀دول مدرج  م

از   مدرج  اول  نیم  اگر    𝑀قویاً  فقط  و  اگر  است 

(𝑁 :𝑅 𝑀) ایده نیمیک  و  آل  مدرج  یک    𝑁اول 

𝑁)زیرمدول  :𝑅 𝑀)- .ماکسیمال مدرج است 

 

کنید  اثبات فرض   :𝑁  زیرمدول اول    یک  نیم  قویاً 

و   𝑀مدرج   𝑁)باشد  :𝑅 𝑀)   ایده نیمیک  اول  آل 

 صورت مدرج نباشد. در این

𝐺𝑟𝑎𝑑((𝑁 :𝑅 𝑀)) ≠ (𝑁 :𝑅 𝑀). 

 

𝑟𝑔لذا   ∈ 𝐺𝑟𝑎𝑑((𝑁 :𝑅 𝑀))    است که  موجود 

𝑟𝑔 ∉ (𝑁 :𝑅 𝑀)فرض کنید . 𝑛 > کوچکترین  1

مث که  عدد  باشد  𝑟𝑔بتی 
𝑛 ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀) فرض  .

𝑚ℎکنید  ∈ 𝑟𝑔
𝑛−1𝑀 − 𝑁 بنابراین . 

𝑅𝑚ℎ ⊆ 𝑟𝑔
𝑛−1𝑀 ⊆ 𝑟𝑔𝑀 

 

 و در نتیجه

((𝑁 + 𝑅𝑚ℎ):𝑅 𝑀) ⊆ ((𝑁 + 𝑟𝑔𝑀):𝑅 𝑀) 

 

 لذا داریم: 

((𝑁 + 𝑅𝑚ℎ):𝑅 M)𝑚ℎ 

⊆ ((𝑁 + 𝑟𝑔𝑀):𝑅 𝑀) (𝑟𝑔
𝑛−1𝑀) 

=   𝑟𝑔
𝑛−1 ((𝑁 + 𝑟𝑔𝑀) :𝑅 𝑀) 𝑀 

⊆ 𝑟𝑔
𝑛−1(𝑁 + 𝑟𝑔𝑀) ⊆ 𝑁. 
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است،    𝑀قویاً نیم اول مدرج    یک زیرمدول  𝑁چون  

𝑚ℎلذا   ∈ 𝑁    پس است.  تناقص  یک  این  که 

(𝑁 :𝑅 𝑀)ایده نیمیک  حال آل  است.  مدرج  اول 

می زیرمدول    𝑁دهیم  نشان  𝑁)یک  :𝑅 𝑀)-

 یک زیرمدول  𝐾ماکسیمال مدرج است. فرض کنید  

 که طوریباشد به  𝑁شامل  𝑀مدرج 
(𝑁:𝑅 𝑀) = (𝐾:𝑅 𝑀). 

 

توان  باشد. لذا می𝐾 یک عنصر دلخواه    𝑥فرض کنید   

 نوشت

𝑥 = ∑ 𝑥𝑔

𝑔∈𝐺

 

 

𝑥𝑔که در آن   ∈ ℎ(𝑀) ∩ 𝐾صورت به ازای  . در این

𝑔هر  ∈ 𝐺خواهیم داشت ، : 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀) 

⊆ ((𝐾 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀)   

= (𝐾:𝑅 𝑀) = (𝑁:𝑅 𝑀) 
 

 لذا

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀) 𝑥𝑔 ⊆ (𝑁:𝑅 𝑀)𝑥𝑔 

                                       ⊆ 𝑁    

 

نیم  یک زیرمدول  𝑁چون   است،    𝑀اول مدرج  قویاً 

𝑥𝑔پس   ∈ 𝑁  بنابراین ،𝑥 = ∑ 𝑥𝑔𝑔∈𝐺 ∈ 𝑁 در .

𝑁نتیجه   = 𝐾   و𝑁    زیرمدول 𝑁)یک  :𝑅 𝑀) -

 ماکسیمال مدرج است.  

𝑥𝑔برعکس، فرض کنید   ∈ ℎ(𝑀) کهطوریبه 
((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑥𝑔 ⊆ 𝑁 

 و

𝑟, 𝑡 ∈ ((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀) . 

 لذا
𝑟𝑡𝑀 ⊆ 𝑟(𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) ⊆ 𝑁 + 𝑅𝑟𝑥𝑔 

        ⊆ 𝑁 + ((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀) ⊆ 𝑁 

 

𝑟𝑡  پس ∈ (𝑁:𝑅 𝑀) در نتیجه . 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀)
2

⊆ (𝑁: 𝑀) 

 

 و بنابراین 

 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔):𝑅 𝑀) ⊆ 𝐺𝑟𝑎𝑑((𝑁: 𝑀)) 

                                   = (𝑁: 𝑀) 
 

𝑁بنابراین با توجه به فرض داریم   + 𝑅𝑥𝑔 = 𝑁 .

𝑥𝑔لذا  ∈ 𝑁،   در نتیجه𝑥 = ∑ 𝑥𝑔𝑔∈𝐺 ∈ 𝑁 . 

 

کنید  10نتیجه   فرض   :{𝑁𝑖}𝑖∈𝐼    از خانواده  یک 

مدرج  -𝑃های زیرمدول اول  مدرج  -𝑅قویاً   𝑀مدول 

این در  ⋂صورت باشد.  𝑁𝑖 𝑖∈𝐼    ًقویا زیرمدول  یک 

,𝑖اول مدرج است اگر و فقط اگر برای هر نیم 𝑗 ∈ 𝐼 ،

𝑁𝑖 = 𝑁𝑗 . 

 

𝑁: فرض کنید اثبات = ⋂ 𝑁𝑖𝑖∈𝐼 داریم . 

(𝑁 :𝑅 𝑀) = ⋂(𝑁𝑖 :𝑅 𝑀)

𝑖∈𝐼

 

                 = 𝑃 = (𝑁𝑗 :𝑅 𝑀) 

 

اول مدرج است، لذا بنا یک زیرمدول قویاً نیم  𝑁چون  

𝑁)یک زیرمدول    𝑁،8به قضیه   :𝑅 𝑀)- ماکسیمال

این از  و  است  𝑁که  مدرج  ⊆ 𝑁𝑗  به توجه  با   و 

(𝑁 :𝑅 𝑀) = (𝑁𝑗 :𝑅 𝑀)  می 𝑁𝑗گیریم  نتیجه  =

𝑁 .اثبات برعکس بدیهی است .  

 

یک حلقه مدرج باشد. در    𝑅: فرض کنید  11نتیجه  

 های زیر معادلند:صورت گزاره این

(1  )𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅)  .یک زنجیر است 

مدول  -𝑅  اول مدرج از یک ( هر زیر مدول قویاً نیم2)

 ، قویاً اول مدرج است.   𝑀مدرج

 

)اثبات چون  2)  ⇐( 1:   ) 𝐺𝑟𝑎𝑑(𝑁 :𝑅 𝑀) 

ایده از  زنجیر  یک  است،  آلاشتراک  مدرج  اول  های 
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𝐺𝑟𝑎𝑑((𝑁  پس :𝑅 𝑀)) = (𝑁 :𝑅 𝑀)    یک با 

،  8آل اول مدرج برابر است. در نتیجه بنا به قضیه  ایده

𝑁  .یک زیرمدول قویاً اول مدرج است 

, 𝑄( فرض کنید  1)  ⇐( 2)  𝑃  های اول مدرج  آلایده

𝑅 صورت باشند. در این 
𝐺𝑟𝑎𝑑(𝑃 ∩ 𝑄) = 𝐺𝑟𝑎𝑑(𝑃) ∩ 𝐺𝑟𝑎𝑑(𝑄)

= 𝑃 ∩ 𝑄    
 

𝑃 پس   ∩ 𝑄بنابراین  اول مدرج است،  آل نیمیک ایده

ایده یک  فرض  به  اگر  بنا  حال  است.  مدرج  اول  آل 

کنیم 𝑄  فرض  ⊄ 𝑃و 𝑃 ⊄ 𝑄  عناصر آنگاه   ،

𝑝𝑔, 𝑞ℎ ∈ ℎ(𝑅) کهطوریبه موجودند 

𝑞ℎ ∈ 𝑄 − 𝑃 , 𝑝𝑔 ∈ 𝑃 − 𝑄  . 

 

𝑝𝑔𝑞ℎ   لذا ∈ 𝑃 ∩ 𝑄  اما 𝑝𝑔 ∉ 𝑃 ∩ 𝑄  و

𝑞ℎ همچنین   ∉ 𝑃 که این یک تناقض است و در    ∩

 یک زنجیر است.  𝑆𝑝𝑒𝑐𝑔𝑟(𝑅)تیجه  ن

 های زیر را در نظر بگیرید. مجموعه

𝑍𝑔𝑟(𝑅) = {𝑟𝑔 ∈ ℎ(𝑅)|∃  ∘≠ 𝑠ℎ

∈ ℎ(𝑅) ;   𝑟𝑔𝑠ℎ =∘} 

 و

𝑁𝑔𝑟(𝑅) = {𝑟𝑔 ∈ ℎ(𝑅)|∃ 𝑛 ∈ ℕ ;   𝑟𝑔
𝑛 =∘} 

 

های اولیه مدرج  حال در لم زیر یک مشخصه از حلقه

 آوریم. دست میرا به

 

کنید  12لم   فرض   :𝑅    در باشد.  مدرج  حلقه  یک 

 های زیر معادلند:صورت گزاره این

(1  )𝑍𝑔𝑟(𝑅) ⊆ 𝑁𝑔𝑟(𝑅). 

(2  )𝑍𝑔𝑟(𝑅) = 𝑁𝑔𝑟(𝑅)  ایده مدرج یک  اول  آل 

 است.  

(3  )𝑅  .یک حلقه اولیه مدرج است 

 

𝑥𝑔( فرض کنید 2)  ⇐( 1: )اثبات ∈ 𝑁𝑔𝑟(𝑅)  در .

𝑛صورت  این ∈ ℕ    موجود است که𝑥𝑔
𝑛 . فرض  ∘=

𝑘کنید   > باشد    1 مثبتی  عدد  کوچکترین 

𝑥𝑔که  طوریبه
𝑘 = 𝑥𝑔  بنابراین.  0

𝑘−1𝑥𝑔 و     ∘=

𝑥𝑔 ∈ 𝑍𝑔𝑟(𝑅)  ،پس  𝑍𝑔𝑟(𝑅) = 𝑁𝑔𝑟(𝑅)  .

آل اول مدرج یک ایده  𝑍𝑔𝑟(𝑅)دهیم حال نشان می

کنید  حال  است.   𝑟𝑔𝑠ℎفرض  ∈ 𝑍𝑔𝑟(𝑅)   و  

𝑠ℎ  همچنین ∉ 𝑍𝑔𝑟(𝑅)این در  هیم  خوا  صورت. 

≠∘ داشت   𝑡𝑘 ∈ ℎ(𝑅)به است  که  طوریموجود 

𝑟𝑔(𝑠ℎ𝑡𝑘) این  ∘= از  𝑠ℎ𝑡𝑘که  و  بنابراین   ∘≠  ،

𝑟𝑔 ∈ 𝑍𝑔𝑟(𝑅). 

کنید  3)  ⇐( 2) فرض   )𝑟𝑔𝑠ℎ 𝑠ℎو    ∘= در  ∘≠  .

𝑟𝑔صورت  این ∈ 𝑍𝑔𝑟(𝑅)  طرفی از  چون  . 

𝑍𝑔𝑟(𝑅) = 𝑁𝑔𝑟(𝑅)  پس ،𝑛 ∈ ℕ    موجود است

𝑟𝑔که  
𝑛 آل اولیه مدرج . در نتیجه صفر یک ایده∘=

𝑅   .است 

کنید  1)  ⇐( 3) فرض   )𝑟𝑔 ∈ 𝑍𝑔𝑟(𝑅)  در  .

≠∘ صورت  این 𝑠ℎ ∈ ℎ(𝑅)    است که موجود 

𝑟𝑔𝑠ℎ یک حلقه اولیه مدرج است، پس    𝑅. چون ∘=

𝑛 ∈ ℕ  به است  𝑟𝑔که  طوریموجود 
𝑛 در    ∘= و 

𝑟𝑔نتیجه   ∈ 𝑁𝑔𝑟(𝑅). 

 

پذیر مدرج ا بخشر  𝑀مدول مدرج  -𝑅:  13تعريف  

𝑟𝑔  عنصر همگن  گوییم، هرگاه به ازای هر ∈ ℎ(𝑅) ،

𝑟𝑔𝑀 = 𝑀. 

 

  𝑀یک حلقه اولیه مدرج،    𝑅: فرض کنید  14قضیه  

بخش-𝑅یک   و  مدول  مدرج  زیرمدول    𝑁پذیر  یک 

 های زیر معادلند:صورت گزاره باشد. در این 𝑀مدرج 

(1  )𝑁  .یک زیرمدول ماکسیمال مدرج است 

(2  )𝑁  .یک زیرمدول قویاً اول مدرج است 

(3  )𝑁 اول مدرج است. یک زیرمدول قویاً نیم 

(4)   𝑁  یک زیرمدول ماکسیمال مدرج و(𝑁 :𝑅 𝑀)  

 است.   𝑅آل اول مدرج  تنها ایده

 

 برقرار است.   3( بنا به گزاره 3) ⇐(2) ⇐( 1: )اثبات

اول  یک زیرمدول قویاً نیم  𝑁(  فرض کنید  4)  ⇐( 3) 

و   مدرج سره    𝐾مدرج  زیرمدول   𝑁شامل   𝑀یک 
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می نشان  𝑁)دهیم  باشد.  :𝑅 𝑀) = (𝐾 :𝑅 𝑀) .

 برای این منظور فرض کنید 

𝑟𝑔 ∈ (𝐾 :𝑅 𝑀) − (𝑁 :𝑅 𝑀). 

  

𝑁)که  از این :𝑅 𝑀)  اول مدرج است آل نیمیک ایده  

𝑥و  ∈ 𝑁𝑔𝑟(𝑅)  پس ،𝑥𝑛 =∘∈ (𝑁: 𝑀) ، لذا 

𝑥 ∈ 𝐺𝑟𝑎𝑑((𝑁: 𝑀)). :بنابراین داریم   
𝑍𝑔𝑟(𝑅) ⊆ 𝑁𝑔𝑟(𝑅) ⊆ 𝐺𝑟𝑎𝑑((𝑁 :𝑅 𝑀) 

                     = (𝑁 :𝑅 𝑀) 
 

نتیجه   𝑟𝑔در  ∉ 𝑍𝑔𝑟(𝑅)  چون  .𝑀    یک𝑅- مدول

𝑟𝑔𝑀پذیر مدرج است،   بخش = 𝑀 ⊆ 𝐾 ⊆ 𝑀 

𝐾و لذا   = 𝑀    که این یک تناقض است. در نتیجه

(𝑁 :𝑅 𝑀) = (𝐾 :𝑅 𝑀)  8بنا به قضیه    و  ،𝑁   یک

𝑁)زیرمدول   :𝑅 𝑀)- لذا است.  مدرج  ماکسیمال 

𝐾 = 𝑁  بنابراین ،𝑁    یک زیرمدول ماکسیمال مدرج

𝑁)است و لذا   :𝑅 𝑀) آل ماکسیمال مدرج یک ایده

𝑡𝑔فرض کنید    است. ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀) − 𝑍𝑔𝑟(𝑅) .

پذیر مدرج است، پس  مدول بخش-𝑅یک    𝑀چون  

𝑡𝑔𝑀 = 𝑀 ⊆ 𝑁   و این غیرممکن است. در نتیجه

 ، داریم  𝑅از   𝑃آل اول مدرج برای هر ایده
(𝑁 :𝑅 𝑀) ⊆ 𝑍𝑔𝑟(𝑅) ⊆ 𝑁𝑔𝑟(𝑅) ⊆ 𝑃 
 

𝑁)چون   :𝑅 𝑀)  آل ماکسیمال مدرج است،  یک ایده

𝑁)لذا   :𝑅 𝑀) = 𝑃  ایده مدرج  تنها  اول   𝑅آل 

 است. 

 (  بدیهی است. 1) ⇐( 4)

 

مدرج  -𝑅یک  :  15تعريف   مدول    𝑀مدول  یک  را 

آل ماکسیمال  ویژه مدرج گوییم، هرگاه برای هر ایده

𝑟𝑔، و هر عنصر همگن 𝔐مدرج   ∈ 𝔐 ∩ ℎ(𝑅)    و

𝑚ℎ ∈ ℎ(𝑀)  عناصر  ، 𝑠𝑔′ ∈ ℎ(𝑅) − 𝔐 و

 𝑘 ∈ ℕکه  طوریموجود است به𝑠𝑔′𝑟𝑔
𝑘𝑚ℎ =∘ . 

 

کنید  16لم   فرض   :𝑁    از مدرج  زیرمدول  -𝑅یک 

مدرج  م و    𝑀دول  𝑁)باشد  :𝑅 𝑀) = 𝔐 در  .

 های زیر برقرارند: صورت گزاره این

(1  )𝑁   و اگر  است  مدرج  ماکسیمال  زیرمدول  یک 

یک    𝔐یک زیرمدول قویاً اول مدرج و  𝑁 فقط اگر  

 آل ماکسیمال مدرج است. ایده

آل ماکسیمال مدرج باشد، آنگاه  یک ایده 𝔐( اگر  2)

مدرج(   )ماکسیمال  مدرج  اول  قویاً  زیرمدول  یک 

 موجود است.   𝑁شامل

 

 ، حکم برقرار است.  8( باتوجه به قضیه 1: )اثبات

𝑀( بدیهی است که  2)

𝑁
یک مدول مدرج روی میدان    

𝑅  مدرج

𝔐
ایناست   در  𝐾صورت  . 

𝑁
زیرفضای    یک 

𝑀  ماکسیمال مدرج

𝑁
یک زیرمدول    𝐾  بنابرایناست.    

𝔐  چونلذا  است و    𝑁 از  ماکسیمال مدرج شامل =

(𝑁 :𝑅 𝑀) ⊆ (𝐾 :𝑅 𝑀)،    نتیجه در 

(𝐾 :𝑅 𝑀) = 𝔐 . 

 

مدول ویژه مدرج -𝑅یک    𝑀فرض کنید  : 17گزاره  

صورت هر زیرمدول قویاً اول مدرج، یک باشد. در این

 زیرمدول ماکسیمال مدرج است.

 

ول مدرج و  یک زیرمدول قویاً ا  𝑁: فرض کنید اثبات

𝔐  آل ماکسیمال مدرج  یک ایده𝑅    شامل(𝑁 :𝑅 𝑀)  

𝑚ℎو    باشد ∈ ℎ(𝑀) − 𝑁  که  طوریبه  𝑟 ∈ 𝔐 .

این 𝑟صورت  در  = ∑ 𝑟𝑔𝑔∈𝐺    که𝑟𝑔 ∈ 𝔐 ∩

ℎ(𝑅)  .  کنید بنابراین فرض   حال 

 

𝑟𝑔 ∈ 𝔐 ∩ ℎ(𝑅) . چون  از طرفی𝑀  یک𝑅- مدول

است مدرج  ′𝑠𝑔،  ویژه  ∈ ℎ(𝑅) − 𝔐    و 𝑘 ∈

ℕبه است  𝑠𝑔′𝑟𝑔که  طوریموجود 
𝑘𝑚ℎ لذا  ∘=  .

𝑠𝑔′𝑟𝑔
𝑘𝑚ℎ ∈ 𝑁 چون .𝑁  یک زیرمدول اول مدرج

و   ′𝑠𝑔است  ∉ (𝑁 :𝑅 𝑀)    و𝑚ℎ ∉ 𝑁  بنابراین  ،
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داشت   𝑟𝑔خواهیم  ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀)  نتیجه لذا   .

 گیریم     می

𝑟 = ∑ 𝑟𝑔𝑔∈𝐺 ∈ (𝑁 :𝑅 𝑀). 

 

𝑁)بنابراین   :𝑅 𝑀) = 𝔐  ایده ماکسیمال یک  آل 

لم   به  بنا  لذا  است.  زیرمدول   𝑁،  16مدرج  یک 

 ماکسیمال مدرج است.  

 

موضعي   -3 و  دکارتي  ضرب  سازی  همريختي، 

 های قوياً اول مدرج زيرمدول 

زیرمدول بخش،  تحت  دراین  را  مدرج  اول  قویاً  های 

های  سازی مدولهمریختی، ضرب دکارتی و موضعی

 دهیم.  مدرج مورد بررسی و مطالعه قرار می
 

𝑓  تابع   : فرض کنید18قضیه   : 𝑀 → 𝑀′    یک𝑅-

مدوله از  اینمریختی  در  باشد.  مدرج  صورت     های 

باشد،   ′𝑀یک زیرمدول قویاً اول مدرج    ′𝑁( اگر1)

مدرج    𝑓−1(𝑁′)آنگاه   اول  قویاً  زیرمدول    𝑀یک 

 است.  

 𝑀یک زیرمدول قویاً اول مدرج    𝑁پوشا و    𝑓( اگر  2)

یک زیرمدول قویاً   𝑓(𝑁)باشد، آنگاه    𝐾𝑒𝑟(𝑓)شامل  

 است.   ′𝑀اول مدرج 

 

,𝑥𝑔: فرض کنید اثبات 𝑦ℎ ∈ ℎ(𝑀) که طوریبه 

((𝑓−1(𝑁′) + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀) 𝑦ℎ ⊆ 𝑓−1(𝑁′)  

 

 صورتدر این

𝑓 (((𝑓−1(𝑁′) + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀) 𝑦ℎ) ⊆

𝑓(𝑓−1(𝑁′)) ⊆ 𝑁′.  
 

 یک تابع همریختی است، پس   𝑓حال چون  

((𝑓−1(𝑁′) + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑓(𝑦ℎ) ⊆ 𝑁′ .  

 

 دهیم  حال نشان می

((𝑁′ + 𝑅𝑓(𝑥𝑔)) :𝑅 𝑀′) 

⊆ ((𝑓−1(𝑁′)𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀). 

 

 فرض کنید 

 𝑟 ∈ ((𝑁′ + 𝑅𝑓(𝑥𝑔)) :𝑅 𝑀′). 

 

′𝑟𝑀لذا ⊆ 𝑁′ + 𝑅𝑓(𝑥𝑔)  چون.𝑓(𝑀) ⊆ 𝑀′، 

 بنابراین  

𝑓(𝑟𝑀) = 𝑟𝑓(𝑀) ⊆ 𝑟𝑀′ 
              ⊆ 𝑁′ + 𝑅𝑓(𝑥𝑔)    
 

نتیجه   در  𝑟𝑀و  ⊆ 𝑓−1(𝑁′ + 𝑅𝑓(𝑥𝑔))به  . 

 شود کهوضوح دیده می

𝑓−1 (𝑁′ + 𝑓(𝑅𝑥𝑔)) 

⊆ 𝑓−1(𝑁′) + 𝑅𝑥𝑔 

 

لذا   𝑟و  ∈ ((𝑓−1(𝑁′) + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀) بنابراین  ،  

((𝑁′ + 𝑅𝑓(𝑥𝑔)) :𝑅 𝑀′) 𝑓(𝑦ℎ) ⊆ 𝑁′.  

 

است،    ′𝑀یک زیرمدول قویاً اول مدرج   ′𝑁کهاز این

𝑓(𝑥𝑔)پس   ∈ 𝑁′  یا𝑓(𝑦ℎ) ∈ 𝑁′ در نتیجه . 

 𝑥𝑔 ∈ 𝑓−1(𝑁′) یا   𝑦ℎ ∈ 𝑓−1(𝑁′)  . 

 

کنید  2) فرض   )𝑥′𝑔, 𝑦′ℎ ∈ ℎ(𝑀′)   طوری به

 کهباشد 

((𝑓(𝑁) + 𝑅𝑥′
𝑔) :𝑅 𝑀′)𝑦′

ℎ
⊆ 𝑓(𝑁). 

 

,𝑥𝑔اصر همگن  پوشاست، عن 𝑓چون 𝑦ℎ ∈ ℎ(𝑀)  

 موجودند که

𝑓(𝑦ℎ) = 𝑦′ℎ  , 𝑓(𝑥𝑔) = 𝑥′𝑔 
 

 بنابراین 

(𝑓(𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀′)𝑓(𝑦ℎ) ⊆ 𝑓(𝑁) 
 

 واضح است که 
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((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀) 

⊆ (𝑓(𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀′) 
 

 پس
𝑓(((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ) ⊆ 𝑓(𝑁)  

 

 و     

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀) 𝑦ℎ 

⊆ 𝑁 + 𝐾𝑒𝑟(𝑓) ⊆ 𝑁    
 

𝑥𝑔یک زیرمدول قویاً اول مدرج است،    𝑁چون ∈ 𝑁 

𝑦ℎیا  ∈ 𝑁  در نتیجه . 
𝑥′

𝑔 = 𝑓(𝑥𝑔) ∈ 𝑓(𝑁) 
 یا

𝑦′
ℎ

  = 𝑓(𝑦ℎ) ∈ 𝑓(𝑁). 

 

,𝐾  : فرض کنید19گزاره   𝑁   های مدرج  زیرمدول𝑅-

مدرج  م به  𝑀دول  𝐾که  طوریباشند  ⊆ 𝑁  در  .

 صورت این

اگر  1)  )𝐿    مدرج اول  قویاً  زیرمدول  باشد،   𝑀یک 

𝐾آنگاه  ∩ 𝐿   یک زیرمدول قویاً اول مدرج𝐾   .است 

(2 )𝑁     یک زیرمدول قویاً اول مدرج𝑀   است اگر و

𝑁تنها اگر  

𝐾
اول مدرج       قویاً  مدول -𝑅یک زیرمدول 

𝑀  مدرج

𝐾
 است.    

 

)اثبات تکریختی  1:   )𝑖 : 𝐾 → 𝑀    ضابطه با 

𝑖(𝑥) = 𝑥      .بگیرید نظر  در  داریم را  بنابراین 

𝑖−1(𝐿) = 𝐾 ∩ 𝐿 قضیه به  بنا  حکم  نتیجه  در   ، 

 ، برقرار است.  18

 𝑀یک زیرمدول قویاً اول مدرج    𝑁( فرض کنید  2)

طبیعی   همریختی  𝜋باشد.  : 𝑀 →
𝑀

𝐾
ضابطهب    ا 

𝜋(𝑚) =  𝑚 + 𝐾    .بگیرید نظر  در    𝜋  بنابراینرا 

𝐾𝑒𝑟(𝜋)پوشاست و = 𝐾 ⊆ 𝑁  به بنا  لذا  قضیه . 

18  ،𝑁

𝐾
مدرج     اول  قویاً  زیرمدول  𝑀    یک 

𝐾
است.    

𝑁برعکس، فرض کنید 

𝐾
یک زیرمدول قویاً اول مدرج    

𝑀

𝐾
,𝑥𝑔باشد. فرض کنید    𝑦ℎ ∈ ℎ(𝑀) که طوریبه 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ ⊆ 𝑁 . 

 

 صورت رابطه زیر را داریم: در این 

(
𝑁 + 𝑅𝑥𝑔

𝐾
:𝑅

𝑀

𝐾
) = (

(𝑅(𝑥𝑔 + 𝐾)

+
𝑁

𝐾
) :𝑅

𝑀

𝐾

)  

 = ((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀) 
 

 بنابراین 

((𝑅(𝑥𝑔 + 𝐾) +
𝑁

𝐾
) :𝑅

𝑀

𝐾
) (𝑦ℎ + 𝐾) 

⊆
𝑁

𝐾
  

 

𝑁چون  

𝐾
𝑀یک زیرمدول قویاً اول مدرج  

𝐾
 است، پس  

𝑥𝑔 + 𝐾 ∈
𝑁

𝐾
𝑦ℎ    یا   + 𝐾 ∈

𝑁

𝐾
. 

 

𝑥𝑔  در نتیجه ∈ 𝑁    یا𝑦ℎ ∈ 𝑁 و بنابراین  𝑁    یک

 است.   𝑀زیرمدول قویاً اول مدرج 

 

کنید20قضیه   فرض   :𝑀   یک𝑅- و مدرج  مدول 

𝑆همچنین   ⊆ ℎ(𝑅)   بسته زیرمجموعه    یک 

یک زیرمدول قویاً اول    𝑁صورت  باشد. در این  𝑅ضربی

𝑆−1𝑁است و   𝑀 مدرج ≠ 𝑆−1𝑀   اگر و تنها اگر

𝑆−1𝑁 یک زیرمدول قویاً اول مدرج 𝑆−1𝑀  .است 

 

 ( فرض کنید⇐: )اثبات
𝑥𝑔

𝑠𝑔′
,
𝑦ℎ

𝑡ℎ′
∈ ℎ(𝑆−1𝑀) 

 کهطوریبه

((𝑆−1𝑁 + 𝑆−1𝑅(
𝑥𝑔

𝑠𝑔′
)) :𝑆−1𝑅 𝑆−1 𝑀)

𝑦ℎ

𝑡ℎ′
⊆

𝑆−1𝑁. 

 

𝑁))دهیم  نشان می + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ ⊆ 𝑁اگر . 
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𝑟 = ∑ 𝑟𝑔𝑔∈𝐺 ∈ ((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)، 

 

𝑔آنگاه به ازای هر  ∈ 𝐺  ،𝑟𝑔𝑀 ⊆ 𝑁 + 𝑅𝑥𝑔 لذا . 

(
𝑟𝑔

1
) (𝑆−1𝑀) ⊆ 𝑆−1𝑁 + 𝑆−1𝑅 (

𝑥𝑔

1
)  

                  = 𝑆−1𝑁 + 𝑆−1𝑅(
𝑥𝑔

𝑠𝑔′
)  

 

)  بنابراین
𝑟𝑔

1
) (

𝑦ℎ

𝑡ℎ′
) ∈ 𝑆−1𝑁  لذا  ،𝑛 ∈ 𝑁   و

𝑠𝑔1
, 𝑠𝑔2

∈ 𝑆 که طوریموجودند به 

𝑠𝑔2
(𝑠𝑔1

𝑟𝑔𝑦ℎ − 𝑛𝑡ℎ′) =∘  
 

نتیجه   در  𝑠𝑔2)و 
𝑠𝑔1

)(𝑟𝑔𝑦ℎ) ∈ 𝑁  طرفی از   .

𝑆−1𝑁  نچو ≠ 𝑆−1𝑀،   داشت خواهیم    بنابراین 

(𝑁 :𝑅 𝑀) ∩ 𝑆 = یک زیرمدول   𝑁 کهو از این  ∅

𝑟𝑔𝑦ℎاول مدرج است،   ∈ 𝑁   و لذا𝑟𝑦ℎ ∈ 𝑁   در ،

 نتیجه خواهیم داشت 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ ⊆ 𝑁، 

 

𝑥𝑔لذا    ∈ 𝑁   یا𝑦ℎ ∈ 𝑁  بنابراین .
𝑥𝑔

𝑠𝑔′
∈ 𝑆−1𝑁  

𝑦ℎیا 

𝑡ℎ′
∈ 𝑆−1𝑁 . 

یک زیرمدول قویاً اول مدرج   𝑆−1𝑁( فرض کنید⇒)

𝑆−1𝑀    باشد. چون𝑆−1𝑁 ≠ 𝑆−1𝑀  ،𝑁 ≠ 𝑀 .

,𝑥𝑔فرض کنید  𝑦ℎ ∈ ℎ(𝑀) کهطوریبه 

((𝑁 + 𝑅𝑥𝑔) :𝑅 𝑀)𝑦ℎ ⊆ 𝑁. 

 

 صورت داریم: در این

(𝑆−1𝑁 + 𝑆−1𝑅(
𝑥𝑔

1
) :𝑆−1𝑅 𝑆−1 𝑀)

𝑦ℎ

1
⊆ 𝑆−1𝑁 

مدرج  𝑆−1𝑁چون   اول  قویاً  زیرمدول   𝑆−1𝑀یک 

است، 
𝑥𝑔

1
∈ 𝑆−1𝑁   یا𝑦ℎ

1
∈ 𝑆−1𝑁 چون . 𝑁    یک

است،   مدرج  اول  𝑥𝑔  بنابراینزیرمدول  ∈ 𝑁   یا

𝑦ℎ ∈ 𝑁 در نتیجه .𝑁    یک زیرمدول قویاً اول مدرج

 است.  

 

 های اول مدرج حلقهآلایده تذکر:

𝑅 = 𝑅1 × 𝑅2 × ⋯ × 𝑅𝑛 
 

 به فرم

 𝑅1 × ⋯ × 𝑅𝑗−1 × 𝑃𝑗 × 𝑅𝑗+1 × ⋯ ×

𝑅𝑛  
 

 است.   𝑅𝑗آل اول مدرج یک ایده 𝑃𝑗که  هستند

 

 : فرض کنید21قضیه 

𝑀 = 𝑀1 × 𝑀2 × ⋯ × 𝑀𝑛 
 

𝑅یک   = 𝑅1 × 𝑅2 × ⋯ × 𝑅𝑛- مدرج مدول 

به بهطوریباشد  هر  که  𝑖ازای  = 1,2, … , 𝑛  ،𝑀𝑖  

این -𝑅𝑖یک   در  است.  مدرج  زیرمدول  مدول  صورت 

𝑁مدرج   = 𝑁1 × ⋯ × 𝑁𝑛    ًقویا زیرمدول  یک 

مدرج   اگر    𝑀اول  تنها  و  اگر  1است  ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  

به باشد  اول    𝑁𝑗که  طوریموجود  قویاً  یک زیرمدول 

𝑖است و برای هر   𝑀𝑗مدرج  ≠ 𝑗  ،𝑁𝑖 = 𝑀𝑖   . 

 

کنید  اثبات فرض   :𝑁 = 𝑁1 × ⋯ × 𝑁𝑛    یک

مدرج   اول  قویاً  𝑁)  لذاباشد.    𝑀زیرمدول  :𝑅 𝑀)  

 داریم  بنابرایناست.   𝑅 آل اول مدرج یک ایده
(𝑁 :𝑅 𝑀) =  
(𝑁1 :𝑅1

𝑀1) × ⋯ × (N𝑛:𝑅𝑛
𝑀𝑛) 

 

1درنتیجه   ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  به است  که طوریموجود 

(𝑁𝑗 :𝑅𝑗
𝑀𝑗)  ل اول مدرج  آیک ایده𝑅𝑗    است و برای

𝑖هر   ≠ 𝑗  ،𝑅𝑖 = (𝑁𝑖 :𝑅𝑖
𝑀𝑖)  نشان حال   .

است.   𝑀𝑗یک زیرمدول قویاً اول مدرج   𝑁𝑗دهیم  می

باشد    𝑁𝑗یک زیرمدول مدرج شامل    𝐿𝑗فرض کنید  

𝐿𝑗)که  طوریبه :𝑅𝑗
𝑀𝑗) = (𝑁𝑗 :𝑅𝑗

𝑀𝑗) حال  .

 فرض کنید

𝐿 = 𝑀1 × ⋯ × 𝑀𝑗−1 × 𝐿𝑗 × 𝑀𝑗+1 ×

⋯ × 𝑀𝑛  
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𝐿)لذا   :𝑅 𝑀) = (𝑁 :𝑅 𝑀)  .    چون  حال𝑁  یک 

𝑁زیرمدول قویاً اول مدرج است و   ⊆ 𝐿 ،𝑁 = 𝐿 . 

𝐿𝑗نتیجه  در   = 𝑁𝑗  بنابراین .𝑁𝑗   ًیک زیرمدول قویا

 است. اثبات برعکس واضح است.  𝑀𝑗اول مدرج 

 

ایده يادآوری مدرج  [ل:  ,𝐼های  𝐽  هم مدرج  را  اول 

𝐼گوییم، هرگاه   + 𝐽 = 𝑅. 

 

آل مدرج صفر یک تجزیه  فرض کنید ایده  :22قضیه 

مدول -𝑅یک   𝑀اول مدرج داشته باشد. اگر اولیه هم

اول تقسیم قویاً  باشد، آنگاه هر زیرمدول  پذیر مدرج 

 مدرج، یک زیرمدول ماکسیمال مدرج است.  

 

آل مدرج صفر، اولیه مدرج باشد، آنگاه  : اگر ایدهاثبات

 ، حکم برقرار است. حال فرض کنید  14بنا به قضیه 

⋂ 𝑄𝑖 =∘

𝑛

𝑖=1

 

 

اولیه هم تجزیه  از ایدهیک  مدرج  باشد.  اول  آل صفر 

 همریختی مدرج طبیعی 

𝜑: 𝑅 → (
𝑅

𝑄1
) × ⋯ × (

𝑅

𝑄𝑛
) 

 

𝜑(𝑟)با ضابطه    = (𝑟 + 𝑄1, ⋯ , 𝑟 + 𝑄𝑛)    را

⋂در نظر بگیرید. چون   𝑄𝑖 =∘𝑛
𝑖=1    و𝑄𝑖 اول  هم  ها

یک یکریختی مدرج است. بنابراین   𝜑مدرج هستند، 

 توان فرض کرد بدون از دست دادن کلیت برهان می

𝑅 = 𝑅1 × ⋯ × 𝑅𝑛   آن در  حلقه 𝑅𝑖که  های ها 

 اولیه مدرج هستند. قرار دهید 
𝑀1 = 𝑀 ×∘× ⋯ ×∘ 
𝑀2 =∘× 𝑀 × ⋯ ×∘  
⋯ 
𝑀𝑛 =∘× ⋯ × 𝑀 . 

 

مدول مدرج  -𝑅𝑖ها یک  𝑀𝑖شود که  آسانی دیده میبه

 هستند و

𝑀 ≅ 𝑀1 × ⋯ × 𝑀𝑛 . 

 

𝑀 توان فرض کرد  لذا می = 𝑀1 × ⋯ × 𝑀𝑛  یک

𝑅1 × ⋯ × 𝑅𝑛- پذیر مدرج است و هرمدول تقسیم   

𝑀𝑖    یک𝑅𝑖-طور معادل، برای مدول مدرج است. به

𝑟𝑔1هر 
∈ ℎ(𝑅1)  :داریم 

𝑟𝑔1 )الف(  
∈ 𝑍𝑔𝑟(𝑅1)  اگر و تنها اگر𝑠ℎ1

𝑟𝑔1
=∘ 

≠∘برای بعضی   𝑠ℎ1
∈ ℎ(𝑅1)  

 اگر و تنها اگر

(𝑟𝑔1
, 1, ⋯ ,1)(𝑠ℎ1

,∘, ⋯ ,∘) = (∘, ⋯ ,∘) 
 

 اگر و تنها اگر  

. (𝑟𝑔1
, 1, ⋯ ,1) ∈ 𝑍𝑔𝑟(𝑅) 

 

𝑟1𝑀1 )ب(  = 𝑀1 اگر و تنها اگر 

(𝑟1, 1, ⋯ ,1)𝑀 = 𝑀. 

 

 پذیر مدرج است، آنگاه  مدول تقسیم-𝑅یک  𝑀 چون

𝑀1    یک𝑅1- تقسیم طور پذیر مدرج است. بهمدول 

هر   برای  تقسیم-𝑅𝑖یک   𝑖  ،𝑀𝑖مشابه،  پذیر مدول 

کنید   فرض  است.  مدرج  𝑁 مدرج  زیرمدول   یک 

 𝑀صورت باشد. در این 𝑁 به فرم 

𝑁 =  𝑁1 × ⋯ × 𝑁𝑛 

 

است. فرض     𝑀𝑖یک زیرمدول مدرج    𝑁𝑖است که  

زیرمدول  𝐾𝑗 کنید    با    𝑁𝑗شامل    𝑀𝑗 یک 

(𝑁𝑗: 𝑀𝑗) = (𝐾𝑗: 𝑀𝑗) باشد. فرض کنید 

 𝐾 = 𝑀1 × ⋯ × 𝑀𝑗−1 × 𝐾𝑗 × 𝑀𝑗+1 ×

⋯ × 𝑀𝑛  
 

:𝑁)چون   𝑀) = (𝐾: 𝑀)  ، 𝑁  ًیک زیرمدول قویا

و  𝑀 اول مدرج   𝑁است  ⊆ 𝐾  بنابه قضیه لذا   ،8  ،

𝑁آوریم دست میبه = 𝐾 در نتیجه  ،𝑁𝑗 = 𝐾𝑗  با .

 یک زیرمدول قویاً اول مدرج  𝑁𝑗 ،  8توجه به قضیه  

𝑀𝑗که  است.  از این 𝑅𝑗  ،یک حلقه اولیه مدرج است

 یک زیرمدول ماکسیمال مدرج  𝑁𝑗،  14بنابه قضیه 

 𝑀𝑗 است.  بنابراین 
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𝐾 = 𝑀1 × ⋯ × 𝑀𝑗−1 × 𝐾𝑗 × 𝑀𝑗+1

× ⋯ × 𝑀𝑛 

 

 است.  𝑀 یک زیرمدول ماکیسمال مدرج 

 

یک  𝐽 یک حلقه مدرج و  𝑅 فرض کنید: 23تعريف 

مدرجایده باشد. مدول  -𝑅یک 𝑀 و 𝑅 آل  مدرج 

 زیرحلقه 

𝑅 ⋈ 𝐽 = {(𝑟, 𝑟 + 𝑗): 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑗 ∈ 𝐽} 
 

𝑅 از حلقه مدرج × 𝑅  یک حلقه مدرج با 

(𝑅 ⋈ 𝐽)𝑔 = {(𝑟𝑔 , 𝑟𝑔 + 𝑗𝑔): 𝑟𝑔 ∈ 𝑅𝑔 , 𝑗𝑔

∈ 𝐽⋂𝑅𝑔} 

 و  

𝑅 ⋈ 𝐽 =⊕𝑔∈𝐺 (𝑅 ⋈ 𝐽)𝑔  
 

تکرار شده  ادغام  ایده  𝑅  که  امتداد   𝐽 مدرج آلدر 

در   𝑀مدول  مدرج -𝑅شود. بعلاوه، تکرار  نامیده می

 شود: صورت زیر تعریف میبه 𝐽 مدرج آلامتداد ایده

𝑀 ⋈ 𝐽 = {(𝑚, 𝑚′) ∈ 𝑀 × 𝑀 ∶ 𝑚 −
𝑚′ ∈ 𝐽𝑀}  
 

𝑅که یک  ⋈ 𝐽- مدول مدرج با 
(𝑀 ⋈ 𝐽)𝑔 = {(𝑚𝑔 , 𝑚′

𝑔) ∈ (𝑀 ×

𝑀)𝑔: 𝑚𝑔−𝑚′𝑔   ∈ 𝐽𝑀}  
 و

𝑀 ⋈ 𝐽 =⊕𝑔∈𝐺 (𝑀 ⋈ 𝐽)𝑔 

 

به اسکالر  ضرب  همچنین  تعریف   و  زیر  صورت 

 : شودمی

𝑟برای   ∈ 𝑅  ،  𝑗 ∈ 𝐽  و(𝑚, 𝑚′) ∈ 𝑀 × 𝑀؛ 
(𝑟, 𝑟′ + 𝑗)(𝑚, 𝑚′) = (𝑟𝑚, (𝑟′ + 𝑗)𝑚′)     

 

مدول -𝑅یک زیرمدول مدرج از یک 𝑁 فرض کنید

ایده 𝐽  و 𝑀  مدرج مدرجیک  در   𝑅 آل  باشد. 

  صورت این

𝑁 ⋈ 𝐽 = {(𝑛, 𝑚) ∈ 𝑁 × 𝑀 ∶   𝑛 − 𝑚
∈ 𝐽𝑀} 

 و

�̅� = {(𝑚, 𝑛) ∈ 𝑀 × 𝑁: 𝑚 − 𝑛 ∈ 𝐽𝑀} 
 

𝑀 های مدرجزیرمدول ⋈ 𝐽 هستند . 

کنید :𝑓 فرض  𝑅1 → 𝑅2 حلقه همریختی  ای  یک 

ایده  𝐽مدرج،   از یک  مدرج  - 𝑅1یک 𝑅2   ، 𝑀1 آل 

و  مدول  - 𝑅2یک 𝑀2مدرج،    دول  م  مدرج 

𝜑: 𝑀1 → 𝑀2   یک 𝑅1   همریختی باشد. زیرحلقه

 مدرج

𝑅1 ⋈𝑓 𝐽 = {(𝑟, 𝑓(𝑟) + 𝑗): 𝑟 ∈ 𝑅1, 𝑗 ∈ 𝐽} 

 

𝑅1 از حلقه مدرج × 𝑅2 ادغام 𝑅1 و 𝑅1  در امتداد 

𝐽 شود. ادغامنامیده می 𝑀1 و 𝑀2  در امتداد𝐽    با 

 صورتبه   𝜑 ترتیب

𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 = {(𝑚1, 𝜑(𝑚1) +
𝑚2): 𝑚1 ∈ 𝑀1, 𝑚2 ∈ 𝐽𝑀2}  
 

می یکتعریف  که  𝑅1شود  ⋈𝑓 𝐽-با م مدرج  دول 

 . ضرب اسکالر زیر است
(𝑟, 𝑓(𝑟) + 𝑗)(𝑚1, 𝜑(𝑚1) + 𝑚2) =
(𝑟𝑚1, 𝜑(𝑟𝑚1) + 𝑓(𝑟)𝑚2 + 𝑗𝜑(𝑚1) +
𝑗𝑚2)  
 

مدرج زیرمدول  ،   𝑀2از  𝑁2و      𝑀1از 𝑁1 برای 

 هایوضوح زیرمجموعهبه

𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 = {(𝑚1, 𝜑(𝑚1) + 𝑚2) ∈
𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 ∶  𝑚1 ∈ 𝑁1}  

 و

{(𝑚1, 𝜑(𝑚1) + 𝑚2) ∈ 𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 ∶
 𝜑(𝑚1) + 𝑚2 ∈ 𝑁2}  

𝑀1  های مدرجزیرمدول ⋈𝜑 𝐽𝑀2   توجه    .هستند

 کنید

𝑅 = 𝑅1 = 𝑅2    ،𝑀 = 𝑀1 = 𝑀2 ئ ،  

 

 𝑓 = 𝐼𝑑𝑅 و  𝜑 = 𝐼𝑑𝑀  آنگاه ادغام ،𝑀1  و𝑀2   

مدول مدرج  -𝑅، دقیقاً تکرار  𝜑با ترتیب     𝐽در امتداد 

𝑀   در امتداد𝐽 است. در این حالت 

𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 = 𝑁1 ⋈ 𝐽 و   𝑁2
̅̅̅̅ 𝜑

= �̅�   .  



 85                                                                                        های جابجایی مدرجروی حلقههای قویاً اول مدرج به زیرمدول 
 

   

 

𝑅1:  24قضیه   ⋈𝑓 𝐽-  مدرج مد  ول 

 𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2نظر بگیرید.  تعریف شده دربالا را در

کنید مدرج 𝑁1 فرض  زیرمدول  باشد.  𝑀1 یک 

𝑁1 صورتدراین ⋈𝜑 𝐽𝑀2   یک زیرمدول قویاً اول

𝑀1 مدرج ⋈𝜑 𝐽𝑀2   است اگر و تنها اگر 𝑁1   یک

 .است 𝑀1 زیرمدول قویاً اول مدرج

 

برای  اثبات کنید  فرض   :𝑚1𝑔
, 𝑚′1𝑔

∈ ℎ(𝑀) ،

 باشیم داشته 

((𝑁1 + 𝑅1𝑚1𝑔
):𝑅1

𝑀1)𝑚′1𝑔
⊆ 𝑁1 

 

 صورت در این

(
𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 + (𝑅1 ⋈𝑓 𝐽)

(𝑚1𝑔
, 𝜑 (𝑚1𝑔

)) :𝑅1⋈𝑓𝐽 𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2

) 

(𝑚′1𝑔
, 𝜑(𝑚′1𝑔

) ⊆ 𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 

 

𝑁1 که  لذا از این ⋈𝜑 𝐽𝑀2   یک زیرمدول قویاً اول

𝑀1 مدرج ⋈𝜑 𝐽𝑀2 است، 

(𝑚1𝑔
, 𝜑(𝑚1𝑔

) ∈  𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 

 یا  

(𝑚′
1𝑔

, 𝜑(𝑚′
1𝑔

)) ∈ 𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 . 

  

𝑚1𝑔نتیجه  در  
∈  𝑁1    یا𝑚′1𝑔

∈ 𝑁1  بنابراین  .

𝑁1  یک زیرمدول قویاً اول مدرج 𝑀1 برعکس،  است .

 فرض کنید 

(
𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 + (𝑅1 ⋈𝑓 𝐽)

(𝑚1𝑔
, 𝜑 (𝑚1𝑔

)) :𝑅1⋈𝑓𝐽 𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2

) 

(𝑚′1𝑔
, 𝜑(𝑚′1𝑔

) ⊆ 𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 
 

 که در آن  

 (𝑚1𝑔
, 𝜑(𝑚1𝑔

)), (𝑚′
1𝑔

, 𝜑(𝑚′
1𝑔

)) ∈

 ℎ(𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2  
 

 توان نشان داد  سادگی میبه

((𝑁1 + 𝑅1𝑚1𝑔
):𝑅1

𝑀1)𝑚′1𝑔
⊆ 𝑁1 

 

مدرج 𝑁1 چون   اول  قویاً  ،  است 𝑀1 یک زیرمدول 

𝑚1𝑔پس   
∈  𝑁1  یا𝑚′1𝑔

∈ 𝑁1 ،در نتیجه . 
(𝑚1𝑔

, 𝜑(𝑚1𝑔
) ∈  𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 

 یا

(𝑚′
1𝑔

, 𝜑(𝑚′
1𝑔

)) ∈ 𝑁1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 . 

 

𝑁1لذا   ⋈𝜑 𝐽𝑀2  مدرج اول  قویاً  زیرمدول   یک 

𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2  است . 

  

𝑅1:  25قضیه   ⋈𝑓 𝐽-  مدرجمد   ول 

 𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2   نظر در  را  بالا  در  شده  تعریف 

کنید فرض  مدرج 𝑁2 بگیرید.  زیرمدول   𝑀2 یک 

 یک زیرمدول قویاً اول مدرج 𝑁2 صورتباشد. دراین

𝑀2  است اگر و تنها اگر 𝑁2
̅̅̅̅ 𝜑

قویاً اول  یک زیرمدول   

𝑀1 مدرج ⋈𝜑 𝐽𝑀2 است.   

 

  یک زیرمدول قویاً اول مدرج  𝑁2: فرض کنید  اثبات

𝑀2   باشد. فرض کنید برای 
(𝑚1𝑔

, 𝜑(𝑚1𝑔
) + 𝑚2𝑔

), 

(𝑚′
1𝑔

, 𝜑 (𝑚′
1𝑔

) + 𝑚′
2𝑔

) ∈

 ℎ(𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2)   
 

 داشته باشیم 

(𝑁2
̅̅̅̅ 𝜑

+ (𝑅1 ⋈𝑓 𝐽) (𝑚1𝑔
, 𝜑 (𝑚1𝑔

)

+ 𝑚2𝑔
) :𝑅1⋈𝑓𝐽 𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2) 

(𝑚′
1𝑔

, 𝜑(𝑚′
1𝑔

) + 𝑚′2𝑔
) ⊆  𝑁2

̅̅̅̅ 𝜑
     

 لذا
((𝑁2 + 𝑅2(𝜑(𝑚1𝑔

) 
+𝑚2𝑔

):𝑅2
𝑀2)(𝜑(𝑚′

1𝑔
) + 𝑚′

2𝑔
) ⊆ 𝑁2  

 

 بنابراین 

(𝜑 (𝑚1𝑔
) + 𝑚2𝑔

) ∈ 𝑁2 
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 یا 

(𝜑(𝑚′
1𝑔

) + 𝑚′
2𝑔

) ∈ 𝑁2. 

 پس

(𝑚1𝑔
, 𝜑(𝑚1𝑔

) + 𝑚2𝑔
) ∈  𝑁2

̅̅̅̅ 𝜑
 

 یا  

(𝑚′1𝑔
, 𝜑(𝑚′1𝑔

) + 𝑚′2𝑔
) ∈  𝑁2

̅̅̅̅ 𝜑
. 

 

نتیجه    𝑁2در 
̅̅̅̅ 𝜑

قویاً      زیرمدول  مدرجیک   اول 

  𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2 کنید    .است فرض  𝑁2برعکس، 
̅̅̅̅ 𝜑

 

𝑀1یک زیرمدول قویاً اول مدرج   ⋈𝜑 𝐽𝑀2      .باشد

برای   کنید  𝑚2𝑔فرض 
, 𝑚′2𝑔

∈ ℎ(𝑀2)    داشته

 باشیم 

((𝑁2 + 𝑅2𝑚2𝑔
):𝑅2

𝑀2)𝑚′
2𝑔

⊆ 𝑁2. 

 

𝑚1𝑔پوشاست،    𝜑چون  
, 𝑚′1𝑔

∈ ℎ(𝑀1)   موجودند

 کهطوریبه

𝑚2𝑔
= 𝜑(𝑚1𝑔)  , 𝑚′

2𝑔
= 𝜑 (𝑚′

1𝑔
)، 

 

 پس

(𝑁2
̅̅̅̅ 𝜑

+

(𝑅1 ⋈𝑓 𝐽) (𝑚1𝑔
, 𝑚2𝑔

) :𝑅1⋈𝑓𝐽 𝑀1 ⋈𝜑 𝐽𝑀2)

 (𝑚′
1𝑔

, 𝑚′2𝑔
) ⊆  𝑁2

̅̅̅̅ 𝜑
 

 
 بنابراین 

(𝑚1𝑔
, 𝑚2𝑔

) ∈  𝑁2
̅̅̅̅ 𝜑

 

 یا

(𝑚′1𝑔
, 𝑚′2𝑔

) ∈  𝑁2
̅̅̅̅ 𝜑

، 

 

𝑚2𝑔لذا  
∈ 𝑁2   یا𝑚′2𝑔

∈ 𝑁2   در نتیجه ،𝑁2 

 . است   𝑀2 یک زیرمدول قویاً اول مدرج
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