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جبر پارا MV -یک شبه  ساختار توپولوژیکیدهیم که این توپولوژي روي این ساختار جبري معرفی و نشان می

   توپولوژیکی است.

  

.  توپولوژیکی، فیلترتوپولوژي )پارا( جبرMV–شبه نرم، شبه PMV-جبر، MV-شبه  هاي کلیدي: واژه

                                                 

  …………Email:kouhestani@math.usb                                  دار مکاتبات:                                             عهده .*

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  210                  1401هاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و هفتم، مرداد و شهریور / پژوهشو همکاران  فرزانه رجبی ستوده
 

 

 

  مقدمه - 1

جبرها  -MV، ساختار جبري 1958چانگ، در سال 

را جهت ارایه یک اثبات جبري براي قضیه تمامیت 

نطق لوکاسویچ معرفی کرد. بعد اي در محساب گزاره

 [5]، جورجسکو و یورگولسکو در1999از آن در سال 

جبرها معرفی و خواص آن را مورد مطالعه  -MVشبه 

 قرار دادند.

دانیم یک ساختار جبري توپولوژیکی هم چنانکه می

یک ساختار جبري به همرا یک توپولوژي است که 

باشد. هاي ساختار نسبت به توپولوژي پیوسته عمل

هاي توپولوژیکی و فضاهاي برداري توپولوژیکی گروه

هاي هایی پرکاربرد از این نوع هستند. در دههنمونه

اخیر ساختارهاي جبري وابسته به منطق مانند 

BCC-  ،جبرهاBCK - هاي مانده، جبرها، مشبکه

BL-  جبرها وMV-  جبرها به توپولوژي مجهز شده

بررسی قرار گرفته  و پیوستگی عمل آنها مورد بحث و

هاي توان به مقالهعنوان نمونه میاست. به

اشاره کرد. در این مقاله بر آن شدیم  [2,6,7,8,9]

جبرها را از این زاویه -MVکه ساختار جبري شبه 

مورد تحقیق قرار دهیم. براي نیل به این هدف ابتدا 

جبرها را و خواص آن معرفی - MVدر بخش دوم شبه 

شبه نرم را روي این -PMV سوم گردد. در بخشمی

ساختار تعریف و پس از مطالعه خواص جبري آن نحوه 

جبرهاي خارج  - MV ساخت این توابع را روي شبه 

  جبرها نشان - MVقسمتی و حاصل ضرب شبه 

دهیم. با برسسی تاثیر بروریختی و یکریختی روي می

PMV-دهیم یک تابعگون پادورد ها نشان میشبه نرم

ها وجود جبرها به رسته نیم گروه- MVه از رسته شب

جبرهاي (پارا)  - MVدارد. در بخش چهارم شبه 

هاي توپولوژیکی معرفی و ارتباط بین پیوستگی عمل

دهیم. ثابت جبرها را نشان می- MVموجود در شبه 

ها روي شبه نرم - PMVخواهیم کرد که پیوستگی 

جبرهاي توپولوژیکی با پیوستگی این  - MVشبه 

در عضو خنثی معادل است. سرانجام پس از یاد توابع 

توان دهیم که چگونه میآوري شبه متریک، نشان می

جبرها یک شبه متریک ساخت  -MVروي شبه 

جبر پاراتوپولوژیکی به دست  - MVبطوریکه یک شبه 

آید. بخش پنجم را به معرفی و مطالعه چهار نوع فیلتر 

ایم. با دهتوپولوژي روي این ساختار جبري اختصاص دا

این چهار توپولوژي این ساختار توپولوژي تبدیل به به 

شود. شرایطی جبر پاراتوپولوژیکی می - MVیک شبه 

جبر  -MVکه این ساختار توپولوژیکی تبدیل به شبه 

  ) بیان خواهد شد.5- 7شود در گزاره (توپولوژیکی می

  

  جبرها  - MVشبه  -2

رخی جبرها را تعریف و ب -MVشبه  در این بخش

خواص آن که در بخش هاي بعد مورد نیاز است را 

کنیم. مطالب مربوط به این ساختارها همه از ارایه می

جبرها تعمیمی  - MVآمده اند. از آنجاییکه شبه  [5]

جبرها را  -MVجبرها هستند، ابتدا تعریف  - MVاز 

  دهیم. ارایه می

)*چهار تایی  , , ,0)A   یکMV - هرگاه  جبر است

( , , 0)A  یک تکواره و براي هر�,   داشته باشیم: �

* *0 0x   � ,
* *( ) ,x x    

* * * *( ) ( ) .x y y x y x      

 

)شش تایی . 1-2تعریف  , , , ,0,1)A   یک شبه

MV -  هرگاه براي است  (2,1,1,0,0)جبر از نوع

,هر  ,x y z A  .شرایط زیر برقرار باشد  

; ( ) ( ) ( 1)x y z x y z PM      

; 0 0 ( 2)x x x PM     

); 1 1 1 3(x x PM     

;1 1 0( 4)PM    

; ( ) ( ) ( ) 5x y x y PM         

  

;اگر  . ( ) ( )x y x y x y          

  آنگاه 

( ) ( ) ( ) ( ); .  .   .  6x x y y y x x y y PM        

; ( ) (. ) ( )  . 7x x y x y y PM     

). ) 8) (( (x x x PM    
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جبر رابطه زیر یک ترتیب  - MVدر هر شبه  (9)

  جزیی است. 

1 . 0x y x y y x        

. 0 1.x y y x       

  

  جبر و  -MVیک شبه  Aاگر 

)( .x y x x y    

, .( )x y x x y    

)، سه تایی [5]صورت بنا بر در این  , , )A    یک

جبر متناهی  - MVباشد. بعلاوه هر شبه مشبکه می

  جبر است. - MVیک 

  

 Aجبر  - MVشرایط زیر در شبه  [5]. 2-2گزاره

  برقرار است. 

); .) ( )( 10(. . .  x y z x y z  

);0 0 1 11(    

); .1 1. ,  .0 0. 0 12(x x x x x     

); 1,  1 3(1x x x x      

); . 0,  14(. 0x x x x    

);( . , . 1) ( ( 5)x y y x x y y x        

); ,) ( ) (( . . 16x y y x x y y x        

);  .  . 1( ( ) ( 7)x y y x y x         

; ( ) ( ). . 8) 1( x y y y x x       

); .( ) ( (. )  19x x y y y x     

; (20)x y y x y x         

); ,  2( 1x y a x a y x a y a         

); . . ,  . 22(.x y a x a y x a y a     

; ( ). ,  23x y x y x y    

; ( ). 24x y x y x y x y       

). . (25x y z y x z x z y         

  

  کنیم،تعریف می  Aجبر -MVدر شبه 

. ,x y x y x y x y  ! %  

,x y x y x y y x     خ  

هاي فوق را گزاره زیر برخی از خواص جبري عمل

  دهد.نشان می

  

 Aجبر - MVشرایط زیر در شبه  [5]. 3-2گزاره 

  برقرار است.

); ( ) ( ) ( 26x z x y y z ! ! !  

; ( ) ( ) ( ) 27x z x y y z % % %  

); ( ) ( ) ( ) ( ) ( 28x y a b x a y b   ! ! !  

); ( ) ( ) ( ) ( ) ( 29x y a b x a y b   % % %  

); 3( ) 0(y y x x ! 

); (31x y y  ! 

),  ; 32(x y x x y x y y   ! ! 

); 33(,  x y x x y y % % 

; 1,  1 34)(x x x x     

); (1 1 35x x x    

;1 ( )36x x  

; ( ) ( ) 37x y z x y z     

; ( ) ( ) ( )38x y y z x z     

; ( ),  39x y x y x y x y    ! % % ! 

; ( ) ( )40( ) x y z x z y ! ! ! 

; ( ) ( )41( ) x y z x y z % % % 

,  42); (a b b c a c a c b c   % % ! ! 

  

جبر - MVیک شبه   Aفرض کنید [5]. 4- 2تعریف 

Iو  A   باشد. در این صورت  

)i مجموعه (I  ایدال در راA  گوییم هرگاه نسبت به

,بسته باشد و براي هر  عمل   x y A  

.( ),   x I y x y I     

  

)ii مجموعه (I ایدال نرمال در  را A گوییم هرگاه I 

,یک ایدال باشد و براي هر   x y A  

. . .y x I x y I     

  

یک ایدال نرمال در  I فرض کنید [5] .5-2گزاره 

باشد. در این صورت رابطه زیر  A جبر -MVشبه 

  است.   Aیک همنهشتی در
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,  ,  .Ix y x y y x I x y y x I    ! ! % %  

  

/{گر بعلاوه ا { : Ix I y A x y    و  

/ / : }{A I x I x A   

  

A/آنگاه  I  به همراه عمل هاي زیر شبه MV - 

  است. 

,
( )x y x y

I I I


   

.( (/ /) )/ , /x I x I x I x I      

  

A/جبر  -MV شبه  I  را شبه MV - جبر خارج

  مند. ناقسمتی می

  

3 -  PMV - ها روي شبه شبه نرم MV -جبرها  

شبه نرم PMV-این بخش را به معرفی و مطالعه تابع 

دهیم. پس از جبرها اختصاص می MV-روي شبه 

معرفی تابع، ابتدا برخی از خواص آن بررسی و سپس 

ها ایدال ابشود. ارتباط آن یک مثال براي آن ارایه می

مطرح در این بخش  ها از دیگر مسایلو هم ریختی

دهیم که یک تابعگون خواهد بود. سرانجام نشان می

ها جبرها به رسته تکواره MV-پادورد از رسته شبه 

  موجود است

  

جبر  - MV یک شبه A فرض کنید . 1-3تعریف 

 -PMVرا یک A روي  N   باشد. تابع حقیقی مقدار

,نامیم هرگاه براي هر میA نرم روي   x y A 

  شرایط زیر برقرار باشند.

( ) ( ) ( ) ( );   1N x y N x N y N    

)( ) ( ); (  (1 ) 2N x N N x N    
 PMV-  شبه نرم N را PMV -  نرم گوییم هرگاه

  در شرط زیر صدق کند.

).  0 0) 3( (N x x N   

شبه نرم  -PMVیک  N فرض کنید . 2-3گزاره 

باشد. در این صورت براي  A جبر   -MV روي شبه 

,هر  x y A .روابط زیر برقرارند  

); ( ) ( ) ( ) ( )  1  (N x N x N N x i     

); 0( ) (0N ii  

( )iii  اگرx yآنگاه ،. ( ) ( )N x N y  به ویژه  

. ( ) 0N x   

. | ( ) ( ) | ( ) ( ) 1  N x N y N iv   

  

) اثبات. )i  و 2-2از گزاره ( (13)بنا به قسمت (

(N1)  نامساوي)( ) ( )1 ( N N x N x   نتیجه

تساوي (N2)شود. اکنون شرط می

)( ) ( ) (1N x N N x   دهد. از را به دست می

)دانیم که طرفی می )x x   پس .  

.( ) (( ) ) ( ) ( )  1N x N x N N x      

  

( )ii با توجه به( )i ،  

.1  0  1( ) ( ) 0( ) ( )N N N N    

  

.بنابراین  (0) 0N   

( )iii فرض کنیدx y  باشد. در این صورت

. 1x y    بنابراین  

.( ) ( ) (1) (  ) (1  )N N x y N N x N y      

  

.دهد که نامساوي فوق نتیجه می ( ) ( )N x N y  با

)توجه به نتیجه به دست آمده شرط  ) 0N x  

  واضح است.

( )iv  1از 1x y   هتوان نتیجه گرفت کمی

. ( ) (1) ( )N x N N y   اکنون با تعویضx  وy 

  توان نشان داد که با یکدیگر می

| ( ) ( ) . )1| (N x N y N   
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حاصل ضرب دکارتی  F فرض کنید  .3-3مثال 

  اجتماع دو مجموعه  A اعداد حقیقی و 

  

{( ) }1,  : 0y y F  

  و

{( ) }2,  : 0y y F  

  

0باشد. تعریف کنید  (1, 0)  1و (2,0).  براي

)هر  ) (,  , ,  )a b c d A عبارت حاصل

)( (, ,)  a b c dکنیم:را به صورت زیر تعریف می  

 

1,  1

2,  0,  2

(

( )

( )

2,0)

b d a c

ad b ad b ac

otherwise

  

   





 ��

��     

� 

����   

   

 

  

  

  به صورت  و هاياگر نگاشت

,   2/ , 2 / , )( ) ( ) ( ) (,   2/ , /a b a b a a b a b a      
  

,تعریف شوند، آنگاه شش تایی  , , ,0,1)(A   

   [10]جبر است. -MV یک شبه 

با  A یک تابع حقیقی مقدار روي  N فرض کنید 

  ضابطه زیر باشد.

0 1, 0

( , ) 1/ 2 {1,2}, 0

1 2, 0

a b

N a b a b

a b

 


  
  

�      

�

�       

 

  

,در این صورت   , )((  ) )(N a b c d  مساوي است

  با 

0 1

1/ 2 0, 2

1

a c

ad b ac

otherwise

 


  



�       

�

�      

 

  

 یعنی (N1)دهیم شرط هاي زیر نشان میدر گام

(( ) ( (,  ,  )) ,   ,( ))N a b c d N a b N c d   

  برقرار است.

1aاگر .1 گام c  آنگاه ،  

. 1,  1,  () 1,  )(( ) (N b d N b d    

0bر این صورت اگر د d  خواهد بود  0، حاصل

0bو اگر  d  آنگاه حاصل عبارت فوق ،
1

2
   

bعبارت  cو  aباشد. بنا به انتخابمی d تنها

0bاست که  0زمانی  d  بنابراین  

0 0

1/ 2 0, 0
(1, ) (1, )

1/ 2 0, 0

1 , 0

b d

b d
N b N d

b d

b d

 
  

  
 

 

�      

�

�

�      

 

  

 (N1)بدین ترتیب واضح است که در این حالت شرط 

  برقرار است.

  

0adفرض کنید. 2گام  b    2وac اگر .

1a   2وc  آنگاه  ،  

1 0
1,  2,  

1/ 2 0
(( ) ( ))

b d
N b d

b d

 
  

 

�       

�
 

0 0

1/ 2 0, 0
(1, ) (2, )

1/ 2 0, 0

1 , 0

b d

b d
N b N d

b d

b d

 
  

  
 

 

�      

�

�

�      

 

  

  حال واضح است که 

1,  2,  1,   (( ) ( )) ( ) ( ).2,  N b d N b N d    

  

2aاگر    1وc  دین اثبات مشابه می باشد. ب

  درست است. N(1) ترتیب شرط 

  

0ad فرض می کنیم . 3گام  b   2وac  .

  در این صورت 

(( ) ( )) ( 1),  ,   2,0  N a b c d N    
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1aاگر   2، آنگاهc  ، 0b   و| | b d

)2 بنابراین ) (,   1, )  1/N a b N b  از طرف دیگر .  

1
( ) ( )

1 0
,   2,  

/ 2 0
)

d
N c d N d

d


  



�       

�
 

  

  بدین ترتیب 

/
( ) (

3 2 0
1,  , ) 2  

0
)

1

d
N b N d

d


  



�

�       
 

  

  دهد که که نتیجه می

1,  2,  1,   .(( ) ( ,)) ( )2  ) (N b d N b N d    

  

2aاگر   1وc ، 0آنگاهb   و.  0d بنابراین  

0
( ) ( )

1
,   2,  

1/ 2 0
)

b
N a b N b

b


 



�       

�
 

  

2از طرفی دیگر   0ad b d b   لذا .

, ) (1, ) 1 / 2(N c d N d  بنابراین .  

1
( ) ( )

3 / 2 0
2,  1,  )

0

b
N b N d

b


 




     

�         
 

  

  پس

)2,  1,  .(( ) ) 2,  1  )) ( ,( (N b d N b N d    

  

  برقرار است.   (N1)بدین ترتیب در این گام نیز شرط

  

2aاگر . 4گام  c  آنگاه ،  

.(( ) ( )) ( ),  ,   2,0  1N a b c d N    

  و 

0

2,  2

2

( ) ( )) 3 / 2 0,  

1 , 0

N

b d

b or d

b d

b N d

 


 






�       

�� �

�       

 

  

  پس

2,  2,  2,   (( ) ( )) ( ) ( ).2,  N b d N b N d    

 Nدهند که تابع بدین ترتیب چهار گام فوق نشان می

کند. اما برقراري شرط صدق می (N1)در شرط 

N(2)  یعنی)( ) ( ),  (1 ,  N a b N N a b   

  واضح است. 

  

شبه نرم -PMVیک N فرض کنید . 4-3گزاره 

باشد. در این صورت براي هرA جبر  - MVروي شبه 

,  ,x y z A.شرایط زیر برقرار است  

( )i  اگر ., , ! آنگاه ،  

(  ( ) ) ( ),N x y N x N y    

  

( )ii  اگر , !   ، آنگاه %

(  ( ) ) ( ),N x z N x y N y z      

  

( )iii ,  .( ) ( ) ( ) ( )N x y N y N x y N x    ! %  

  

)اثبات.  )i  اثبات واضح(32)و (23)با توجه به ، 

  است.

( )ii بودن تابع  از صعوديN و (26)هايو خاصیت

  شود.، نامساوي به راحتی اثبات می(27)

( )iii از اینکهx y y  !  وx y x  % ،

  وي ذکر شده ساده است. اثبات نامسا

  

جبر  - MV یک شبه A فرض کنید . 5-3گزاره 

  باشد. 

 Aشبه نرم روي  -PMVدو  2Nو 1N) اگر 1(

  توابع r حقیقی مثبت براي هر عدد باشند، آنگاه 

1 2( ) ( ) ( )  N x rN x N x   

  

,1و  ( )rN xPMV- شبه نرم رويA   .هستند  

}1) اگر 2( }n nN   یک دنباله ازPMV-  شبه نرم ها

}1دنبالهباشد بطوریکه A روي  ( }1)n nN  کراندار

باشد، آنگاه تابع 
1

( )
( )  

2
n

n
n

N x
N x





 
 

یک 

PMV-شبه نرم رويA  .است  
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نیم. با توجه به ک) را ثابت می2ما تنها شرط (اثبات. 

شبه نرم صعودي است، به راحتی  - PMV اینکه هر 

xشود که براي هر نتیجه می A ،

( ) (1)

2 2 2
n n

n n n

N x N M
  جاییکه ،M  کران بالا

}1دنباله  ( }1)n nN   است. نا مساوي فوق خوش

)تعریفی تابع  )N x  کند. حال فرض تضمین میرا

x,کنید  y A در این صورت ،  

1

) 
 

( ( )
( )

2
n n

n
n

N x N y
N x y






   

) ( ) (N x N y   

  

  و هم چنین 

1 1

( ) (1) ( )

2
(

2
) n n n

n n
n n

N x
N x N N x




 


   

(1) ( )N N x   

  

 Aشیه نرم روي  -PMV یک  Nبدین ترتیب 

  است.

  

شبه نرم  -PMVیک  Nفرض کنید . 6-3گزار 

  باشد. در این صورت: Aجبر  - MV روي 

( )i  مجموعه: 0}{  ( )NI x A N x   یک

  است. Aایدال در 

( )ii  تابعN  یکPMV -  نرم است اگر و تنها اگر

{0}NI .  

( )iii  اگر تابع N  در شرط  

( ) ( )N x N y x y    

  

ایدال نرمال است یعنی براي  NIصدق کند، آنگاه 

,براي هر   x y A ،  

. . .N Ny x I x y I     

  

) اثبات. )i  0)0چون , 0) I N اگر .  
  

,  Nx y I 0، آنگاه(  ) ( )N x N y  این .

)0دهد کهنتیجه می  )N x y  است. بنابراین

Nx y I  فرض کنید .Ny I  وx y  لذا ،

0( ) (  )N x N y دهد که. این نتیجه می

Nx I.  

( )ii  .اثبات واضح است  

( )iii  فرض کنید. Ny x I در این صورت .

0( .  )N y x  از .. )(y x x y   توان ، می

(1) نتیجه گرفت که ( ) (1) ( )N N x N N y     

)(و لذا  ) (N y N xبا توجه به فرض .y x بنا .

.، (9)به 0 Nx y I  .  

.به عکس فرض کنید  Nx y I  در این صورت .

( . ) 0N x y  از .(.  )x y y x     و مشابه

yقسمت قبل  x (9). بنا به ،. 0 Ny x I  .  

 ها روي شبهشبه نرم- PMV گزاره زیر ارتباط بین 

MV -  دهد.میخارج قسمتی را نشان جبرهاي  

  

یک ایدال نرمال در شبه  Iفرض کنید . 7-3قضیه 

MV -بر جA :باشد. دراین صورت  

( )i  اگرN  یکPMV -  شبه نرم رويA  باشد و

1
1

I
 آنگاه تابع ،{ } :( ) ( )

x x
n inf N z z

I I
   

شبه نرم روي  - PMV یک 
A

I
  است. 

( )ii  اگرn  یکPMV- شبه نرم روي
A

I
باشد، 

)آنگاه ) ( )
x

N x n
I

 یک PMV- شبه نرم رويA 

  است.

  

)اثبات. )i  از اینکه N یک تابع حقیقی مقدار مثبت

شود. حاصل میn است، به راحتی خوش تعریفی تابع 

پردازیم. میn ، براي تابع (N1)حال به اثبات شرط 
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x,کنید فرض  y  متعلق به A  1باشند، اگرz
x

I
  و

2z
x

I
  باشند، آنگاه  

1 2

x y
z z

I


   

  

  بنابراین 

1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 
x y

n N z z N z N z
I


   

 
 

2از نامساوي  1)( ) ( ) (
x y

n N z N z
I


  نامساوي ،

2( ) ( ) ( )
I

x y
n z

I

x
N n


  شود. نامساوي نتیجه می

)اخیر، درستی نامساوي  ) ( ) ( )
x y

n n
I

x y
n

I I
 



، فرض (N2)کند. براي اثبات شرط را تضمین می

)کنید  )
x

z
I

در این صورت . 
x

z
I

  در نتیجه .  

 1 .( ) ( ) ( ) ( )N z Nn z
x

I
N    

  

  ود کهشنامساوي اخیر نتیجه می از

1 ( )( ) ( )
x

N z N n
I

   

  

چون 
1

1
I
 که  شوددیده می، به آسانی

1
(1) ( )N n

I
 بنابراین .  

1
( ) ( ) ( )
x x

n n n
I I I

   . 

  

شبه نرم روي  -PMVیک  nفرض کنید 
A

I
و  

( ) ( )
x

N x n
I

 ی مقدار روي یک تابع حقیقA 

,باشد. براي هر   x y A،  

( ) ( ) ( ) ( )( )   
x y

N x y n n N x N y
I I

      

  و

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

  1
x

N x n n N N x
I I

     . 

  

  است.  Aشبه نرم روي - PMV یک  N راین ببنا

  

1فرض کنید . 8-3گزاره  2:f A A  یک

جبرها باشد بطوریکه  - MV بروریختی بین شبه 

) معادله  1)f x   است. اگر  1داراي تنها جواب

1N  یکPMV -  1شبه نرم رويA  باشد،  آنگاه

  تعریف شده با ضابطه  2Nنگاشت حقیقی مقدار 

2 1( ) { ( ) ( ) }  :  N y inf N z f z y   

  

  است. 2Aشبه نرم روي - PMV یک 

  

دو عضو دلخواه از  2yو  1yفرض می کنیم  اثبات.

2A 1باشند. می توانیم  عناصرx  2وx گونه  را به

1انتخاب کنیم که  1( )f x y  2و 2( )f x y از .

1تساوي  fهمریختی  2 1 2( ) f x x y y  

  شود. بنابراین حاصل می

2 1 2 1 1 1 1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )N y y N x x N x N x      

  

2و لذا  1 2 1 2 1 1( ) ( ) ( )N y y N x N x   .

  بنابراین

2 1 2 1 2 2 1( ) ( ) ( ).N y y N x N y    

  

  بنا به نامساوي فوق 

2 1 2 2 1 1 2( ) ( ) ( ).N y y N y N x    

  

  بنابراین 

2 1 2 2 1 2 2( ) ( ) ( ).N y y N y N y    
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برقرار است.  2Nبراي تابع (N1) بدین ترتیب شرط 

yفرض کنید  (N2)براي اثبات شرط  A  .باشد

1فرض کنید  } :( (  { ) )S N z f z y   و

1( )N z Sدر این صورت .( )f z y  و لذا

( )f z y دهد . این نتیجه می  

2 1 1 1( ) ( ) ( ) ( 1 ).N y N z N N z    

 

)21از آنجایی که  ) ( )z infN S N y  ،  

1 1 1 2( ) ( ) ( ) (1 )1N N z N N y    

  

2با توجه به اینکه 1( ) ( )1 1N N  نامساوي زیر

  شود.نتیجه می

2 1 1 1( ) ( ) ( ) (1 )N y N z N N z    

2 2( ) (1 ).N N y   

  

است. به راحتی 2Aشبه نرم روي-PMVیک 2Nلذا

2 توان ثابت کرد که نامساويمی 1 )( ( )) (N f x N x

  برقرار است.

  

-MV دو شبه 2Aو  1Aفرض کنید. 9-3 گزاره

  جبر باشند.

شبه نرم  -PMV به ترتیب دو  2Nو 1N) اگر1(

  باشند، آنگاه 2Aو 1Aروي 

1 2( ) ( ) ( ),    N y x yx N N   

  

1 شبه نرم روي - PMVیک  2A A.است  

- MV روي شبه  شبه نرم - PMV یک  N اگر ) 2(

1جبر 2A A 1باشد بطوریکه براي 1a A 2و 2a A،  

1 2( ,1) (1, ) (1,1)N a N a N   

  

  هاي آنگاه تابع

1 2 ,   :( ) { ( ) },N x inf N x z z A   

  و

2 1( ) { ( ) } ,   :N x inf N x z z A   

  هستند. 2Aو  1Aشبه نرم روي -PMVبه ترتیب 

  

)) فرض کنید 1( اثبات. , )a b  و( , )x y  دو عضو

1دلخواه  2A A  باشند، آنگاه  

(( ) ( )) ( ),  ,   ,  N x y a b N x a y b     

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )  N x N a N y N b    

),   ,( ) (  N x y N a b   

  و 

1(( ) ) ( ), )  (,  N x y N x Ny x      

2 1 1 2 2( ) (1) ( ) (1) ( )N y N N x N N y      

(1,1) ( , ).N N x y   

  

1شبه نرم روي  -PMVیک  N بنابراین  2A A

  است.

,1) براي 2( 2i  1، تابع 2:i iP A A A  تعریف

1شده با ضابطه  2 ),  (  i iP a a a  یک بروریختی

ixاست. چون براي هر A،  

1 2 1 2 } , :( ) { ( ) ,  ( ) i i iN x inf N P a a P a a x   

  

در iNتوان ثابت کرد که تابع)، می8-3مشابه گزاره (

، (N2)کند. براي اثبات شرط صدق می (N1)شرط 

  ابتدا دقت کنید که بنا به فرض 

1 2(1) (1) (1,1).N N N   

  

1xحال فرض کنید A  2وz A آنگاه ،  

1 ),   ,( (  ( ) )N x N x z N x z    

1(1,1) ( , ) (1) ( ).N N x z N N x       

  

 (N2)شرط  در 1Nتابع  دهد کهمی نشانابطه اخیر ر

  مشابه است.2Nکند. اثبات براي صدق می

  

1تابع  فرض کنید. 10-3قضیه  2:f A A یک

یک  1Nجبرها باشد. اگر- MV یکریختی بین شبه 

PMV-1شبه نرم رويA باشد، آنگاه تابع  
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1
2 1 )( ) (N y N f y   

  

  است و هم چنین2A شبه نرم روي - PMV یک 

2 1 .( ( )) ( )N f x N x  

  

,2فرض کنید  اثبات.  y y A در این صورت .  
1 1

2 1 1( ) ( ( )) ( ) (N y y N f y y N f y       
1

1 2 2)( ( )) ( ( ).N f y N y N y     

  

 (N1)در شرط  2Nاین بدین معنی است که تابع 

2yکند. اکنون براي هر صدق می A ،  

2 2 .1( ) ( )N y N y    

  

)2زیرا اگر )y f x A  آنگاه ،  

2 1 1( ) ( 1) ( )N y N x N x     
1

1 21 ( ( ).1)N f y N y      

  

است. 2Aشبه نرم روي  -PMVیک  2Nلذا 

xهمچنین واضح است که براي هر  A،  

2 1 .( ( )) ( )N f x N x  

  

- MVیک تابعگون پادورد از رسته شبه . 11- 3قضیه 

  ها وجود دارد. جبرها به رسته تکواره

  

 جبر باشد و- MVیک شبه  Aفرض کنید  ت.اثبا

N(A)  گردایه همه PMV-روي  هاشبه نرمA  .باشد

)0به وضوح تابع حقیقی  ) 0x   عضوي از مجموعه

N(A) ) که دهد )، نشان می5- 3است. گزارهN(A) 

به همراه عمل زیر یک تکواره با عضو خنثی 

0( ) 0x   .است  

1 2 1 2( )( ) ( ) ( ).  N N x N x N x    

  

Pها و رسته تکواره Mفرض کنید M V  رسته

جبرها باشد. در این صورت تابع  - MVشبه 

: P M V M به هر شبه  که MV - جبرA ،

, تکواره ,0)( ( )N A ن دهد یک تابعگورا نسبت می

1پادورد است. زیرا اگر  2:f A A  یک هم ریختی

جبرها باشد، آنگاه تابع  -MVبین شبه 

2 1( ) : ( ) ( )f N A N A  با ضابطه  

2 2( )( )f N N f    

  

خوش تعریف است. براي اثبات خوش تعریفی این تابع 

2کافی است نشان دهیم  1( )N f N Aض . فر

  باشند. در این صورت  1Aدو عضو دلخواه yو xکنید

22 ( ) ( ( ) ( )) N f x y N f x f y    

2 2 ) ( ( )) ( ( )N f x N f y   

  و

22 2( ) ( ) ( ( )) 1N f x N N f x    

2 2( ( )) ( ( )).1 Nf f xN   

  

2Nه نگاشتدهند کروابط فوق نشان می f یک

PMV-  1شبه نرم رويA است. اثبات اینکه تابع

( )fها است ساده است. هم ریختی بین تکواره یک

1حال فرض کنید تابع 2:f A A  و تابع

2 3:g A A بین شبه  دو هم ریختیMV- جبرها

3باشند. براي هر  3( )N N A،  

3 3 3( )( ) ( )( )g f N N g f f N g       

3( ) ( )( ).f g N   

  

)بنابراین  ) ( ) ( )g f f g    از طرفی اگر .

1 1:I A A مورفیسم همانی درP M V  ،باشد

1آنگاه براي هر 1( )N N A ،  

1 1 1) .( )( N I NI N    

  

)دهد که این نتیجه می )I  یک مورفیسم همانی

  است. Mدر

  

  جبرهاي پاراتوپولوژیکی- MV شبه  - 4
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جبرهاي (پارا) توپولوژیکی  - MVشبه  بخش در این

هاي موجود در یوستگی عملرا تعریف کرده و ارتباط پ

 -PMVها و نماییم. با کمک ایدالاین فضا را بیان می

جبرها  - MV هایی روي شبه ها توپولوژيشبه نرم

 - MVتعریف می کنیم که آن راتبدیل به یک شبه 

  جبر توپولوژیکی نماید.

جبر  - MV یک توپولوژي روي شبه τفرض کنید 

( , , , )A   باشد. در این صورت  

( )i ( ),A τ  را شبه MV - جبر پاراتوپولوژیکی نامیم

  پیوسته باشد.هرگاه عمل

( )ii( ),A τ را شبه MV - م جبر توپولوژیکی گویی

  پیوسته باشند. و   ،هاي هرگاه عمل

  

هاي یک خانواده از ایدالIفرض کنید. 1-4قضیه 

 باشد که نسبت به عمل Aجبر  - MVنرمال در شبه 

 روي τتوپولوژي در این صورت  اشتراك بسته است.

A وجود دارد بطوریکه( ),A τ یک شبه MV - جبر

  توپولوژیکی است.

  کنیم. را به صورت زیر تعریف می τمجموعه اثبات. 

:  .,  { }
x

U A x U I I U
I

       
 

 

یک رابطه  IرابطهIاز آنجایی که براي هر ایدال 

شود که است، به سادگی دیده می Aهم نهشتی روي 

xبراي هر A  و I  I  مجموعه
x

I
τمتعلق به  

نسبت به اشتراك بسته است،  Iاست. از آنجایی که 

نسبت به اجتماع τتوان به راحتی ثابت کرد که می

یک τمتناهی بسته است و در نتیجهاك دلخواه و اشتر

، هاي دهیم عملاست. نشان می Aتوپولوژي روي 
 و در( ),A τ پیوسته هستند. فرض کنید

.x y U  τ در این صورت یک I  I  وجود

دارد بطوریکه 
 

.
x y

U
I


 اکنون 

x

I
و  

y

I
، به 

  هستند بطوریکه  yو xترتیب دو مجموعه باز شامل

  

 
.

x y x y
U

I I I


  

  
  دهد. از را نشان می این پیوستگی عمل 

) هايتساوي )
x x

I I


   و( )

x x

I I


   به راحتی  

  

به دست می آیند. بنابراینو پیوستگی عمل هاي

( ),A τ  یک شبه MV - .جبر توپولوژیکی است  

  

یک توپولوژي روي شبه τفرض کنید . 2- 4گزاره 

MV -جبر A هاي باشد بطوریکه عمل


پیوسته و 

)هستند. آنگاه  , )A τ  یک شبه MV-  جبر است اگر

,.,هاي و تنها اگر حداقل یکی از عمل , , ! و %

  پیوسته باشند. خ

  

,براي هر . اثبات  x y A،  

).  , .(x y y x x y x y     !  

. ,x y x y x y x y    %  

  

xو  y y x از آنجایی که ترکیب توابع خ .

دهد روابط فوق پیوسته، یک تابع پیوسته را نتیجه می

هاي ذکر شده معادل بیان می کند که پیوستگی عمل

  تیب اثبات گزاره واضح است.هستند. بدین تر

  

یک توپولوژي روي شبه  τفرض کنید . 3- 4گزاره 

MV - جبر A  :باشد. در این صورت  

) تابع 1(


پیوسته باز است اگر و فقط اگر نگاشت  

  است.

اگر نگاشت  باز است اگر و فقط  ) تابع2(


پیوسته  

  است.

هاسدورف  و  فشرده باشد، آنگاه A ) اگر 3(


 

  پیوسته است. پیوسته است اگر و فقط اگر 

) فرض کنید تابع 1(اثبات. 


Uباز باشد و   τ .

(تساوي  U  (U  پیوستگی عمل  را نتیجه

 Uپیوسته و  دهد. به عکس فرض کنید تابع می
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دهیم می یک مجموعه باز دلخواه باشد. نشان
 U τ براي این منظور .x  را عضو دلخواهی از

U چونگیریم. در نطر می) U  (U و  تابع

وجود دارد xاي شامل  Vپیوسته است، مجموعه باز 

Vبطوریکه  U  در نتیجه .  

( ) x V V U      

  

Uدهدکه نتیجه می  .یک مجموعه باز است  

  پذیرد.) صورت می1) اثبات مشابه حالت (2(

f:) فرض کنید3( A A  و:g A A  دو

) هايتابع با ضابطه ) f x x  و( )g x x

شود که ، به سادگی دیده می(PM8)باشند. از رابطه 

f  وg  معکوس پذیرند. حال فرض کنیدA 

پیوسته باشد. براي اثبات  هاسدورف و فشرده و 

است نشان دهیم که براي هر  افیک پیوستگی 

)1، مجموعه Aدر  Kمجموعه بسته )g K در A 

 Aبسته باشد، چون  Aدر Kبسته است. فرض کنید 

باشد. از فشرده می Aدر  Kه است، مجموعه فشرد

  گیریم که نتیجه می fپیوستگی
1( ) ( )f K g K  

  

، Aفشرده است. اکنون هاسدورف بودن فضاي  Aدر 

)1بسته بودن  )g K  دهد. بنابراین تابع نتیجه میرا

g  و در نتیجه تابع پیوسته است. اثبات عکس به

 گیرد.صورت مشابه صورت می

  

)فرض کنید. 4-4گزاره  , )A τ  یک شبهMV - جبر

  توپولوژیکی باشد. در این صورت:

  همیومورفیسم هستند.  و هاي) نگاشت1(

یک تابع پیوسته  Aمتعلق به  bو a) براي هر2(

:f A A بطوریکه  وجود دارد( )f a b.  

 Iباشد، آنگاه A در Iال نقطه درونی اید 0) اگر 3(

  یک مجموعه باز است.

معکوس یکدیگرند به  و هاي چون نگاشتاثبات. 

  وضوح هر دو همیومورفیسم هستند.

باشند. تابع  Aدلخواه دو عضو  b و a) فرض کنید2(

:r A Aبا ضابطه ( .)r x a x  و تابع

:t A A با ضابطه ( )t x x b   هر دو

fپیوسته هستند. بنابراین تابع  t r  از ....A  به

A  تابعی پیوسته است و  

.( ) ( ) (  .  0) ) (f a t r a t a a t b     

  

عضو xو Iنقطه درونی ایدال  0) فرض کنید3(

وجود 0اي شامل Wدلواهی از آن باشد. مجموعه باز 

0دارد بطوریکه W I 0 . چونx x W ! 

وجود xاي شامل Uپیوسته است، مجموعه باز !و 

Uدارد بطوریکه  U W I ! حال اگر .y را

در نظر بگیریم، از اینکه  Uدلخواهی از عضو 

y x U U I ! شود که نتیجه می !

( )y x x I !.  (30)بنا به ،( )y y x x ! ،

yو لذا I .بدین ترتیبx U I   و در نتیجه

I .یک مجموعه باز خواهد بود 

  

)فرض کنید . 5- 4گزاره  , )A τ یک شبهMV- جبر

باشد.  Aشبه نرم روي  -PMV یک  Nتوپولوژیکی و 

در Nپیوسته است اگر و فقط اگر  N در این صورت 

  .پیوسته است 0

قبل از اینکه به برهان گزاره بپردازیم ابتدا اثبات. 

دهیم که نامساوي زیر که آن را نامساوي (*) نشان می

,نامیم براي هر می  x a A، .برقرار است  

| ( ) ( ) | { ( ,  ) ( )}N x N a max N x a N a x  ! !  

  

,فرض کنید  x a A از .( )x x a a !نتیجه 

  گیریم که می

{( ) ( }) ),  ( ) (N x N a max N x a N a x  ! !  
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با یکدیگر در نامساوي بالا  aو  xاکنون با تعویض

توان نامساوي (*) را نتیجه گرفت. حال به اثبات می

تابعی پیوسته باشد، به N پردازیم. اگر گزاره می

 0در  N پیوسته است. فرض کنید  0در  N وضوح 

باشد. فرض   A یک عضو دلخواهی از aپیوسته و 

0در N دلخواه داده شده باشد. چون ٍ 0کنید

وجود دارد 0از  Uپیوسته است، همسایگی باز 

xبطوریکه براي هر U. ، . ( )  N x  چون عملٍ 

0aپیوسته است و ! a U !،  یک مجموعه

aوجود دارد کهaشامل  Vباز مانند  V U! و

V a U! اکنون براي هرx V، چونx a! 

aو x! متعلق بهV ،(*) هستند، بنا به نامساوي

| ( ) ( )  |N x N a   ٍ.  

Xروي dیاد آوري می کنیم که تابع حقیقی  X

نامند هرگاه براي هر  Xرا یک شبه متریک روي 

, ,x y z X ،:شرایط زیر برقرار باشند  

( ) ( ) ( ),   0 ,  0 1d x x d x y D ،  

( ) ( ) ( ),   ,   2d x y d y x D،  

). ( ) ( ) ( ),  ,  ,   3( d x z d x y d y z D d  

  

شبه نرم - PMV یک  Nفرض کنید . 6- 4قضیه 

باشد. در این صورت یک  Aجبر  -MVروي شبه 

)هست بطوریکه   Aرويτتوپولوژي  , )A τ d  یک

  جبر توپولوژیکی است. -MV شبه 

  

d:تابع اثبات. X X  R  با ضابطه زیر را در

  نظر بگیرید.

( ) ( ) (,    ).d x y N x y N y x ! !  

  

یک تابع حقیقی مقدار مثبت است،  N از آنجایی که 

,به وضوح   0( )d x y 0 . از اینکهx x ! ،

)0گیریم که نتیجه می ,   )d x x ع. پس تابd در

به سادگی dکند. از تعریف صدق می (D1)شرط 

برقرار  dنیز براي  (D2)شود که شرط ملاحظه می

  ، چون (26)است. با توجه به شرط 

( ) ( )x z x y y z ! ! !  

  

)(پس  ) ( ) (N x z N x y N y z ! !  با .!

توان نشان داد که کمک نامساوي به دست آمده می

، نیز صدق می کند. بنابراین (D3)در شرط dتابع 

d یک شبه متریک روي A  است. فرض کنیدdτ 

  نشان  باشد.dتوپولوژي تولید شده توسط 

)رويدهیم می , )dA τ .پیوسته است  

)فرض کنید  ),  a b A A  زوج  باشد. براي هر

)مرتب  ),  x y A A  نامساوي(28)، بنا به ، 

( ) ( ) ( ) ( )x y a b x a y b   ! ! !  

  

))(شود و لذا نتیجه می )) (N x y a b ! 

)( کمتر یا مساوي ) ( N x a N y b! ست. با ا!

  توان نشان داد که کمک این نامساوي می

( ) ( ) (,  ,  ,  ).d x y a b d x a d y b     

  

  کند.را ثابت مینامساوي اخیر پیوستگی عمل

  

شبه نرم -PMV یک  Nفرض کنید . 7-4قضیه

ید براي هر باشد. فرض کن Aجبر  - MV روي شبه 

x  وy متعلق بهA ( ) ( )N x y N x y! % .

وجود دارد   Aروي τي توپولوژيدر این صورت

)بطوریکه  , )A τ یک شبهMV -  جبر توپولوژیکی

  است. 

  

  )، تابع 6- 4بنا به قضیه (اثبات. 

(,    ( ) ) ( )d x y N x y N y x ! !  

  

توپولوژي  dτاست. اگر  Aیک شبه متریک روي 

باشد، همچنان که در A روي dتولید شده توسط 

)در  قضیه قبل دیدیم،  , )dA τ  .پیوسته است

  باشند، در این صورت  Aدو عضوyو  xرض کنیدف

(,   ( ) ) ( ) d x y N x y N y x      ! !  

.( ) ).  ( ) (N x y N y x N x y    %  
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( ) ( ) ( ) ( ). ,  N y x N x y N y x d x y   % ! !  

 

را نشان می دهد. از تساوي اخیر پیوستگی عمل 

 طرف دیگر 

(,   ( ) ) ( ) d x y N x y N y x      ! !  

( ) ( ) ( ) .N x y N y x N x y      % %  

( ) ( ) ( ) ( )..  ,  N y x N x y N y x d x y   ! !  

در  کند.را ثابت میاین تساوي نیز پیوستگی عمل

  پذیریم که قضیه زیر می

: 1, 2,3,  ..., 2 ,  0 .{ }
2

n

n

m
m n     

  

}0فرض کنید . 8- 4قضیه  }n nU 
  یک خانواده از

باشد  Aجبر  - MV ها از یک شبه زیر مجموعه

0n بطوریکه براي هر  ،0 nU  و

1 1n n nU U U  در این صورت یک شبه متریک .

d  روي Aوجود دارد بطوریکه( , )dA τ  یک شبه

MV - پاراتوپولوژیکی است، جاییکه  جبرdτ 

  است. به ویژه،  dتوپولوژي تولید شده توسط 

1 2
: ,0   : , 0 .{ ( ) } { (

2
) }

2n n
x d x x d x    

  

V(1)0فرض کنید  اثبات. U  0وn   و بپذیرید

,1,2,3که براي   ...,2nm مجموعه ، ( )
2n

m
V

0 طوري تعریف شده است که ( )
2n

m
V حال براي .

1,2,3,  ...,2nm  ، قرار دهید  

11 1

1 2
( ) , ( ) ( ).
2 2 2

nn n n

m m
V U V V 

   

  

,1,2,3براي هر   ..., 2 1nm   فرض کنید ،  

11

2 1
( ) ( ) ( )

2 2
nn n

m m
b V V U 


   

1

1
( ) ( )
2 2n n

m
V V


   

  

2nmاگر آنگاه تعریف می کنیم ،( )
2n

m
V A با .

کنیم که براي هرثابت می nکمک استقرا روي

0n   
1 1

(*) ( ) ( ) ( ).
2 2 2n n n

m m
V V V


   

  

1ابتدا توجه کنید که اگر 2nm   (*) آنگاه رابطه ،

به وضوح برقرار است زیرا
1

( )
2n

m
V A


 حال .

2nmفرض کنید  1، اگرn  1، آنگاهm   و لذا  

1 1 0

1 1
1 .( ) ( ) ( )

2 2
V V U U U V      

  

درست  nفرضکنید رابطه (*) براي عدد طبیعی 

2mباشد. اگر k ،آنگاه بنا به تعریف
1

2 1
( )

2n

m
V





  تساوي زیر برقرار است.

1 1 1
)

1 1
 ( ) ( ) (

2
) (

2 2 2n n n n

m k
V V V V

  
    

2 1
( ).

2n

k
V


  

  

12فرض کنید  1 2nm k    0، براي یکk  ،

)آنگاه با استفاده از رابطه  )b،  

1 11

2 1
( ) ( ) ( )

2

1

2 2n nn

m
V V

k
V

 


  

1 1 1( )
2

n n nn

k
U V U U       

( ) ( ) ( ).
22 2

1
n n nn

k
U V V

k
V    

  

  بنا به فرض استقرا 

1 1

2 2 1
( ) ( ) ( ) ( ).
2 2 2

1

2n n nn

k k m
V VV V

 

 
   

  

شود. حال بدین ترتیب اثبات رابطه (*)، کامل می

rفرض کنید براي ،  
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 : . .( ) { ( ) } V r x A y V r s t x y       

  

0شود که به آسانی ثابت می '( )V r و اگرx y

)'و  )y V r، آنگاهx به  نیز متعلق'( )V r  .است

f:تابع  دهبا توجه به نتایج به دست آم A  R

  تعریف شده با ضابطه 

{ ( ) ( ): }f rx inf r x V     

  

، fکراندار و صعودي است. اثبات صعودي بودن تابع 

,شود که اگراز این نکته نتیجه می  r s   و

r sآنگاه ، ( ) ( )V r V s حال تابع .

:fN A  R.را با ضابطه زیر در نظر بگیرید  

(  :( ) { ) ( ) }.fN x sup f x z f z z A     

  

zاز اینکه x z   و نگاشتf  صعودي و کراندار

نتیجه را  fNتوان خوش تعریفی تابع است می

x گرفت. اما اگر y (21)، بنا به ،

( ) ( )f fN x N y  بدین ترتیبfN یک تابع صعودي

  توان نشان داد که تابع است. مشابه قضیه قبل، می

( ) (,   ( ))f fd x y N x y N y x ! !  

  

است که در شرط زیر صدق  A یک شبه متریک روي 

  کند.می

( ) ( ) ( ),  ,  ,  d x y a b d x a d y b     

  

باشد.  dتوپولوژي تولید شده توسط dτاکنون اگر

)را درآنگاه نامساوي اخیر پیوستگی عمل , )dA τ

)کند. لذاتضمین می , )dA τ  شبه MV- جبر پارا 

  دهیم که توپولوژیکی است. براي اتمام اثبات نشان می

.
1 2

: ,0   { ( ) (: ,0
2

} { ) }
2n n

x d x x d x    

  

xفرض کنید  A چنان باشد که( )
1

,0
2n

d x  .

(0)از اینکه 0f شود که ، نتیجه می  

.( ) ( ) ( (
1

 0 0 ,0) )
2n

f x f x f d x      

  

 بنابراین براي یک
1

0
2n

r  ،'( )x V r . از

اینکه 
1

'( ) '( ) '
2

nn
V r V U  گیریم نتیجه می  

  

nx'که  Uبنا به تعریف .'nU یک ،'ny U

xوجود دارد بطوریکه yحال براي هر .z A ،

0kیک    وجود دارد بطوریکه(
1

2 2
)

n n

k k
f z


  .

)'دهد کهاین نامساوي نشان می )
2n

k
z V بنابراین .

'یک  به ازاي ( )
2n

k
z V ،'z z از شرط . (*)

  گیریم که نتیجه می

.
1

( ) ( )
1

2 2 2
( )

n n n

k k
z y V V V


     

  

z نامساوي x z y   دهد کهمیشان ن

( )
1

2n

k
z x V


   بنابراین .  

1 1 2
.

2
( ) ( )

2 2n n n

k k
f x z f z

 
      

  

)ولذا  )
2

,0
2n

d x .  بدین ترتیب اثبات قضیه کامل

  شود.می

  

g:)، اگر8-4در قضیه ( .9-4نتیجه  A A یک

0nیکریختی باشد که براي هر  ، ( )n ng U U ،

:آنگاه تابع  , ) , )( (d dg A Aτ τ اخت وپیوسته یکن

  است.

  

و براي هر یکریختی است  gاز آنجایی که اثبات. 

0n  ،( )n ng U Uتوانیم ثابت کنیم که . می

rبراي هر  ،)( ( )) (g V r V r فرض کنید .
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x A باشد. در این صورت با توجه به دوسو بودن

g:داریم  

( ) { ) ( ) (: }f g x inf r g x V r    

{ ( )} ( ).:inf r x V r f x    

  

 fNتعریف  ت آمده واکنون با توجه به رابطه به دس

  داریم: 

( ( )) { ( ( ) ) ( ) }  :fN g x sup f g x z f z z A     

{ ( ( ) ( )) ( ) } :sup f g x g z f g z z A       

{ ( ) ( ) } :sup f g x z f g z z A        

{ ( ) ( ) } ( .) : fsup f x z f z z A N x        

 

,(بدین ترتیب    ,( ( ) ( ( ))d g x g y d x y  براي

x,هر  y Aکه پیوسته یکنواختی ،g  را نتیجه

  دهد.می

  

  جبرها- MV فیلتر توپولوژي روي شبه  -5

جبرهاي پارا  - MVدر راستاي مطالعه شبه 

ین روي اکی، در این بخش فیلتر توپولوژي توپولوژی

ز خواص توپولوژیکی آن از ساختار تعریف و برخی ا

بین هاسدورف بودن فضا با اصول  جمله رابطه

نیل به این  شود. برايبیان می 1Tو  0Tجداسازي 

هدف ابتدا تعریف فیلتر و برخی از خواص آن در شبه 

MV - شود.جبرها یادآوري می  

یک زیر  Fو  جبر -MV یک شبه A فرض کنید 

گویند  Aرا یک فیلتر در F مجموعه ناتهی آن باشد. 

  هرگاه روابط زیر برقرار باشند:

(F1)  براي هر,  x y F ،.x y F،  

(F2)  براي هرx  وy  متعلق بهFاگر ،x F و

x y، آنگاهy هم متعلق بهF .باشد  

  را نرمال گویند هرگاه شرط  F فیلتر 

. .y x F x y F     

  

یک  F برقرار باشد. رابطه زیر براي هر فیلتر نرمال 

  است. A ابطه هم نهشتی روي ر

. ,  . .Fx y x y y x F     

  

- MV یک شبه   A فرض کنید   [5]. 1- 5تعریف 

1جبر باشد. تابع هاي 2, : A A A    تعریف

  شده با ضابطه 

1( ) ( ) ( ),    x y x y y x  ! !
 

2 ( ) ( ) ( ),    x y x y y x  % %  

  

  باشند:داراي شرایط زیر می

),   0 ( 1)(i x y x y     

( , ) ( , ) ( , )( 2)i i ix z x y y z      

1 2 ),   )( 3) ( (,   x y x y     ، 

2 1 ),    ( ) ( ,x y x y     

,( ) ),     ) ( 4(i ix y y x   ، 

),  ,)  ,   ( ( ) ( ) ( 5i i ix s y t x y s t        

  

 Fجبر،  - MV شبه A فرض کنید . 2-5تعریف 

  یک فیلتر و ..... باشد. در این صورت 

0 ,
0

,

{ ( ): },  
x r

x A x x r F


   %  

, ,0

0: ,{ ( ) } 
x r

x A r x x F


  


 !  

  

با شعاع!و  %باز نسبت به گوي  - Fبه ترتیب را 

r F0و مرکزx Aنامیم.می  

خواهد  2یا  1نشان دهنده  در ادامه حرف

  بود.

{ : }F x x F    

{ : }F x x F    

  

- MV یک فیلتر در شبه  Fفرض کنید . 2-5گزاره 

xباشد. در این صورت براي هر A جبر  A و هر

r F.شرایط زیر برقرارند  

)1(0,1, 0, , ¯r F   ،  

)2( ,1, , , 0, ,{ : ( , ) }x x r ry x y      ،  
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)3( 0, ,r  نسبت به عمل وبسته است و اگر

x y  0و, ,ry  0باشد، آنگاه, ,rx ،  

,) براي هر 4( ,y rx   یکs F  وجود دارد

,بطوریکه  , , ,x s y r  .  

  

  ، داریم:(24)) با توجه به 1( اثبات.

0, , 0, , . .r rx x xr F x F 
          

,0بنابراین  ,r F
   0و لذا, ,r F

ن . چو

  است، حکم برقرار است. rتساوي اخیر مستقل از 

  ) تساوي برقرار است زیرا 2(

, , ( ),  x ry x y r F     %  

0, , .( ( ) ) (,0 ),  ,  rx y r F x y     %  

  

,با توجه به قسمت اول اثبات  , ,1,x r x    واضح

  است.

,0) فرض کنید3( ,ry   وx y در این .

xصورت  r y r F % xلذا و  % r F% ،

,0یعنی ,rx  0. حال فرض کنید, ,, rx y  .

,0در این صورت  ,rx y    زیرا  

(, 0  ( ) )x y r x y r    % %  

.( ) ( )x r y r x r F  % % %  

  

هر دو  yو  xهم چنین با توجه به قسمت اول 

y. لذا هستند و Fمتعلق به فیلتر  x F   بنا به .

) تعریف عمل ضرب )x y F دهد . این نشان می

,0که  ,r  نسبت به عمل .بسته است  

s),( ) قرار دهید 4( y x r F % در این .

,صورت براي هر  ,x sz  :داریم  

,( ) ( ( ) ( ),  ,  ) y z r y x x z r    % %  

( ( ) ( ) (,  .) ( ) ),  ,  . ,  .y x x z r x z y x r        

.( ),  x z s F %  

  

)بنابراین ),  y z r F % شود که و لذا نتیجه می  
  

, , , ,x s y r   باشد.می  

  

 - MV یک فیلتر در شبه F فرض کنید  .3-5گزاره 

xباشد. آنگاه براي هر A جبر A وr F شرایط

  زیر برقرار است:

)1 (0,1, 0, ,r F 
   .  

)2 (,1, , , 0, ,: ,  }({ )x x r ry x y          

)3 (0, ,r 
 نسبت به عمل و  بسته است و

xاگر  y  0و, ,ry  0باشد، آنگاه, ,rx  .  

,) براي هر 4( ,y rx    یکs F  وجود دارد

,بطوریکه , , ,x s y r   .  

  

  اثبات مشابه گزاره قبل است.اثبات. 

  

جبر و-MV ک شبه یA فرض کنید . 4- 5لم 

, , , ,a b c x y A . اگرa b c   0و( ),   x y  

0آنگاه  0 ( .)a b c  % %
.  

  

aفرض کنیداثبات.  b c  وجود دارد (9). بنا بر ،

mیک  A بطوریکهb c a m  .  اکنون با

  ، (41)توجه به 

0 0  .( ) ( )a m a m  % % %  

  

  این صورت  در

( ) ( )a b c b c a a m a            

0 0( )a m a        

0 0( ( )) ( )a m a    % %  

0 0(( ) ) ( )a m a   % % %  

0 0 .( )a b c   % %  

  

جبر و  -MV یک شبه  A فرض کنید . 5-5قضیه 

F  یک فیلتر از A  باشد، آنگاه خانوادهF – هاي گوي

تشکیل یک پایه براي یک  %باز نسبت به عمل 
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F, توپولوژي τ  رويA دهند بطوریکهرا می

,( , )FA τ شبه MV- .جبر پارا توپولوژیکی است  

0چون اثبات.  r r%  براي هرr F بنا به ،

( 1) ، 
00 , ,x rx ین. بنابرا F - باز  هايگوي

را  A تشکیل یک پوشش باز براي %نسبت به عمل  

دهند. حال فرض کنید می
0 00 , , , ,x r y rz     

  دلخواه باشد. بپذیرید که 

1 0 0 ( ),c z x r F %  

  و 

2 0 0,  .( )c z y R F %  

  

در این صورت
0 0 0, , , , , ,z x r y r       براي

21 cc  براي هر  . زیرا
0 , ,zx   ،داریم  

0,  .( )x z F  %  

  

  داریم: (42)، و (41)، (22)همچنین بنا بر لم قبل و 

0 0 0 0( ) ( (,  ,  ( ), ) )x x r x z z x r   % %  

0 0 0 ,  ,  .( ( ) ( ))x z z x r     

0 0 0 ),  . ,  .( ) (z x z x r    

0 1 0,  ,  .(( ) )z x c z x F    % %  

  

,0در این صورت   ( )x x r F %  و این نشان

دهد که می
0 , ,x rx توان نشان . بطور مشابه می

داد که 
0 , ,y Rx  بدین  شود.می و لذا اثبات کامل

, ترتیب خانواده ,{ : , }x r x A r F    تشکیل یک

F,ي پایه براي یک توپولوژ τ  رويA دهد. را می  

پیوسته است. براي این  دهیم عمل حال نشان می

Fمنظور براي هر   فرض کنیدU  یکF - گوي

0حول  با شعاع  %باز نسبت به  0x y  و

0: ,  }{ ( )V x A x x F   %
باشد. فرض  

xکنید V  0و( ),  xx x r c F  %وW  یک

F - با شعاع %گوي باز نسبت بهxc  0حولy .باشد

Vدر این صورت  W همسایگی باز حول  یک

0 0( , )x y حال  باشد.می( , )x y V W   را  
  

  کنیم. لذا انتخاب می

0 0 0( ) ( ( ),  ,  x y x y x x     %  

0 0 0,( )) ( ( ), ( ),   )  .y y x x y y     %  

0 0 0 .( ) ( ),  . ,  . ,  ( ) xy y x x y y c F      %  

  

Vبدین ترتیب  W U  لذا  و.پیوسته است  

توپولوژي  به توپولوژي تولید شده در قضیه بالا فیلتر

گوییم. لازم به ذکر است که با می %نسبت به عمل 

},1,)، مجموعه2-5توجه به گزاره ( : }x x A  پایه

F, توپولوژي τ  خواهد بود. در ضمن قضیه فوق

نیز برقرار است.  !هاي باز نسبت به گوي- F براي 

 !این توپولوژي را فیلتر توپولوژي نسبت به عمل 

  گوییم.می

  

، !و  %ها نسبت به وزيفیلتر توپول. 6-5نتیجه 

F به ترتیب به وسیله  وF   به صورت یکتا تعیین

اشند، ب Aفیلترهایی از 2F و 1F شوند. بعلاوه، اگرمی

آنگاه 
1 21

F Fτ τ  1اگر وتنها اگر 2F F . 

F نتیجه مشابهی براي .برقرار است  

  

) اثبات واضح 3-5) و (5- 2(ها بنا به گزارهاثبات. 

  است.

  

 جبر -MV شبه  پارا توپولوژیکال .7-5گزاره 

,( , )FA τ عمل نسبت به% ،( یک ، !(

جبر است اگر و فقط اگر  - MV توپولوزیکال شبه 

  پیوسته هستند. 2و  1هاي نگاشت

  

F, اثبات براي حالتی که اثبات. τوپولوژي فیلتر ت

شود. برهان براي حالت باشد، ارایه می %نسبت به 

), دیگر مشابه است. اگر , )FA τ توپولوژیکال شبه

MV - 1هاي جبر باشد، آنگاه چون نگاشت  2و

باشند، به وضوح می و  و  ترکیبی از سه عمل 

1 هايپیوسته هستند. به عکس فرض کنید نگاشت
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پیوسته باشند. براي اثبات قضیه کافیست 2و 

ثابت شود. فرض کنید و  هايپیوستگی عمل

0
0 ,x r

x 


 

بدین ترتیب 
0

2 0 0 ,
,1) (

x r
x x 

  .

sیک2با توجه به پیوستگی تابع F وجود دارد به

طوریکه 
00 ,x sx   و

02 ,( ),1x s   زیرمجموعه

0 ,x r
 

دهیم . نشان میتاس
0 0

, ,x s x r

   .

این منظور فرض کنید براي
0 ,x sz  در این .

صورت به ازاي یک 
0 ,x sy، z y بنابراین . 

0
2 ,
( ,1) .

x r
z y y 

    

  

شود. اثبات تکمیل می بدین ترتیب اثبات پیوستگی

  مشابه است.پیوستگی عمل

  

مجموعه  N(0)فرض کنید . 8-5گزاره 

),در%نسبت به عمل 0 هايهمسایگی , )FA τ 

وجود  Aروي  Uباشد. در این صورت یک یکنواختی 

پیوسته یکنواخت است و دارد بطوریکه عمل 

,F τ توپولوژي تولید شده توسطU  .است  

مجموعه تک عضوي)، 2- 5بنا به گزاره (اثبات. 

 F  (0)پایهN است. فرض کنید  

)}{ :  (0B U U  N  

,باشد، جاییکه   : ,  }{( ) ( )U x y x y U  

، 0از نقطه  Uاست. به وضوح براي هر همسایگی باز 

U   1 و( )U U  فرض کنید .U B  و
* *( , )x y F F    باشد. در این صورت به ازاي

z A، هاي مرتبزوج( , )x z  و( , )z y  متعلق به
*F  نامساوي هستند. اکنون  

( ) ( ) (,  ,  ,  )x y x z z y F       

  

) دهد کهنتیجه می ), Ux y   و لذا( , )x y 

*بنابراین است. U*متعلق به  * *F F U   .

روي  Uپایه ایی براي یک یکنواختی B بدین ترتیب 

A .است 

را  U*، مجموعه براي اثبات پیوستگی یکنواخت 

)در نظر بگیرید و فرض کنید Bعضوي از  , )x y  و

( , )a b هایی متعلق بهزوج*F   باشند. بنا به( 5)   

, , , ¯ .( ) ( ) ( )x a y b x y a b F U         

  

)*بنابراین  ),  ¯x a y b F U    اکنون .

¯*رابطه شمول ¯F F U   پیوستگی یکنواخت

 دهد.را نتیجه می  

  دانیم که مجموعه براي اتمام برهان، می

}:  .{ ] [W x W U B s t U x W     τ  

  

است، A روي مجموعه Uتوپولوژي تولید شده توسط 

]{*جاییکه ] { (  ):  ,U x y x y U   بدین .

],,1, ترتیب ] {  : ( ) } xU x x yy U     .

  بنابراین

,1,: ,{ }xW A x W W    τ  

   

F,و این همان τ  .است  

ثابت بیان و  !نسبت به عمل توان گزاره فوق را می

  نمود. 

  

F,فرض کنید . 9- 5گزاره  τ  فیلتر توپولوژي نسبت

  باشد. در این صورت شرایط زیر معادلند. %به عمل 

)1 (. ¯ 0F   

),) فضاي2( , )FA τ رف است.هاسدو  

),) فضاي3( , )FA τ 1فضايT .است  

),) فضاي 4( , )FA τ 0فضايT .است  

2گزاره را براي اثبات.   ثابت می کنیم. براي

  حالت دیگر اثبات مشابه است. 

)2( )10 ¯) فرض کنیدF   وx  وy  دو

,باشند. در این صورت  Aعضو متمایز   0( )x y  

x,1,دانیم دو مجموعه می   1,و,y ترتیب، دو  ، به

zهستند. اگر  yو xمجموعه باز شامل  A متعلق

)باشد، آنگاه عناصر به هر دو مجموعه  ),  x z و



  228                  1401هاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره سی و هفتم، مرداد و شهریور / پژوهشو همکاران  فرزانه رجبی ستوده
 

 

 

( ),  y z متغلق به¯F .بنا به  هستند( 5)  و

))، 5- 2گزاره ( ) 0,  x y F    که یک تناقض

,1,است. بنابراین ,1,x y     که هاسدورف

  کند.بودن فضا را ثابت می

  د.) واضح هستن3(  )4) و (2(  )3هاي (اثبات

)1(  )40) فرض کنیدx 0. چون فضاT  ،است

x F  1,0,یا x در حالت دوم .   

.( ),  0 1x F %  

  

xاین نتیجه می دهد که  F   و لذاx F  در .

xشود که هر دو حالت نتیجه می F پس ،

0F   .  

Fبا تعویض    باF گزاره قبل نسبت به عمل ،!

  نیز برقرار است. 

  

F,فرض کنید. 10- 5گزاره  τروي  فیلتر توپولوژي

A  باشد. در این صورت !یا %نسبت به عمل

  شرایط زیر برقرارند.

U ¯ یک باز باشد، آنگاه  U) اگر1( F U  و

 U F U  .  

}یک فیلتر نرمال و F ) اگر 2( }cl x ، بستارx  ،باشد

{آنگاه  ){ (
x x

cl x
F F 

 .  

  

عضو xزیر مجموعه باز و  U) فرض کنید1( اثبات.

0xباشد. چون  Uدلخواهی از  U   و 

 هست بطوریکه 0شامل  Vپیوسته است، مجموعه باز

x V U چون .F V   وx  عضو دلخواهی

Uاست،  Uاز F U عکس رابطه  . اثبات

شمول واضح است. اثبات تساوي دیگر بطور مشابه 

  شود.انجام می

x) فرض کنید2( A باشد. لذا}{
x

cl x
F 

 زیرا .  

,1, .{ }  ( , )y

x
y cl x x x y F y

F
  


        

  شود.اثبات تساوي دیگر بطور مشابه انجام می

  

  گیرينتیجه

- MVهدف از نگارش این مقاله معرفی و مطالعه شبه 

پارا توپولوژیکی است. براي این منظور از جبرهاي 

PMV- ها و فیلترتوپولوژي استفاده شده شبه نرم

وانند به تمندان به مطالعه در این زمینه میاست. علاقه

جبرهاي پارا  - MV دنبال شرایطی باشند که شبه 

جبرهاي  - MV به شبه  بدیلت توپولوژیکی را

  نماید. مطالعه پیوستگی یکنواخت  توپولوژیکی

تواند مد نظر قرار هاي این ساختار جبري نیز میعمل

  گیرد.

  

  سپاس گذاري

انند که از داوران محترم نویسندگان برخود لازم می د

پیشنهادهاي مناسب، کمال تشکر  دقت نظر و به خاطر

  و قدردانی را داشته باشند. 
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