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ط يسوبولوف، شرا يل، فضاهايفرانسيد -ه نقطه ثابت داربو، معادلات انتگرالي، قضيشردگناف يهااندازه هاي کليدي: واژه
  .يکاراتئودور

  

                                                
                                                                                    Email: rezaallhyari@mshdiau.ac.ir:دار مکاتباتعهده *.

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 



  ۱۴۸                       ۱۴۰۰فروردين و ارديبهشت ، بيست و نهم، شماره هفتمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشحسيني فرهي و همکاران   معصومه
 
 

 

  مقدمه .۱
 ياديکاربرد ز  (IDE)يليفرانسيمعادلات انتگرال د

ه يمانند نظر يمختلف علوم و مهندس يهادرشاخه
ک، ينامي، الکتروديسيک، الکترومغناطيومکانيک، بيالاست

دان يانتقال گرما و جرم، نوسان م ال،يک سيناميد
را ملاحظه  ]۴و۳و۲و۱[مراجع  ره دارند.يو غ يسيمغناط

 .ديکن
آن با  يهاو نسخه(IDE) از مقالات به مطالعه  ياريبس

اند. به عنوان مثال، مختلف پرداخته يهاکياستفاده ازتکن
  م، روش رانگ کوتا، يمستق يهاروش تئو، روش

] ۷و۶و۵[ مثال ين (برايلاب اسپيموجک و تقر يهاروش
 ).دينيو منابع موجود را بب

را  ي] مفهوم اندازه نا فشردگ۸[ ي، کراتوسک۱۹۳۰سال  در
م ين مفهوم را تعمي] ا۹و گوبل [ کرد. بعدها، بنس يمعرف

 در ينافشردگ يهاابزاراندازه دارد. يشتريب ييدادندکه کارا
ده باناخ استفاده ش يدر فضاها يه معادلات عملگرينظر

 ينقطه ثابت حاصل از آنها کاربرد فراوان ياياست. قضا
  .دارند

به ن موضوع وجود دارد. (يرامون ايپ يسابقه قابل توجه
] ۱۰و۱۱و۱۲و۱۳و۱۴و۱۵و۱۶و۱۷و۱۸عنوان مثال مراجع [

ه يدر نظر ينافشردگ يهااندازه يد.) کاربرد اصلينيرا بب
ک ي ني] است. ا۱۹ه نقطه ثابت داربو [ينقطه ثابت، درقض

معادلات  يوجود و رفتار جواب از تعداد يبررس يابزار برا
است.  سونيو اورا انتگرال مانند انواع ولتررا، فردهولم

  د.) يني] را بب۱۵و۲۰و۲۱و۲۲و۲۳و۲۴و۲۵و۲۶(مراجع [
 يخود را بر رو يهاازمحققان پژوهش ياريرا، بسياخ

 يرو ينافشردگ يهاد اندازهيجد يمطالعه ساختارها
 (ℝା)ܥ	, 	௣(ℝା)ܥ , (ߗ)ܥܤ , (ℝା)ܥܤ

௟௢௖ଵܮ (ℝା) , ܥܤ௡(ℝା)	, 	ܥ଴௞(Ω) ر يسا و
مثال، مراجع  ياند (برافرشه و باناخ متمرکز کرده يفضاها

د) و ينيبب را رمنابع موجودي] و سا۹و۱۳و۱۷و۲۴و۲۷و۲۸[
 يسبرر يد برايجد ينافشردگ ين اندازهاين ازايهمچن

ل يفرانسيو انتگرال د يوجود جواب معادلات انتگرال
 اند.  استفاده کرده

هستند که  ௣ܮبامشتقات در  يسوبولوف توابع يفضاها
ه يژه در نظريوز مدرن، بهيدر آنال يانقش برجسته

 آن در يو کاربردها يل با مشتقات جزئيفرانسيمعادلات د

 يبزار ضرورک اين يکنند. همچنيفا ميا ياضيک ريزيف
ره يل و غيفرانسي، هندسه ديفيه طيب، نظريه تقرينظر در
 د).يني] را بب۲۹و۳۰باشند ( مراجع [يم
 شده است. بخش دو ير سازماندهين مقاله به شرح زيا

است. در بخش  هيشناخته شده اول يايشامل نمادها و قضا
 لفسوبو يرا در فضا يديجد يک اندازه نافشردگي، ۳

ܹ௞,ஶ(ℝ௡) ج يبه کاربرد نتا ۴بخش  م.يکنيم يمعرف
  ل تابعيفرانسيد-بدست آمده درحل معادلات انتگرال
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Ωᇱاختصاص دارد که در آن  ⊂ ℝ௡.ت، يدر نها

 ک مثاليج، ينتا يو سودمند ييکاراجهت نشان دادن
  است.ارائه شده

  
  ه ياول ياي. نمادها و قضا۲
,૭]بازه  ℝାن مقاله، يسراسر ادر دهد يرا نشان م (∞+

 اندازه (ܦ)݉، ܦر لبگ يپذر مجموعه اندازهيز يو برا
د يدهد. فرض کنيمرانشان  ܦ يرولبگ  , .E 

)باشد. نماد  يقيحق باناخ يفضا , )B x r بسته به يگو 
م يدهين قرارميهمچن. دهديرانشان م ݎو شعاع  ݔمرکز 

(0, )rB B r . و  يناتهيهار مجموعهيزتمام خانواده
 يهامجموعه تمامز خانواده يو ن ாܯرا با  ܧر از  داکران

و  തܺ يم. نمادهايدهيمنشان  ாܰرا با  ܧ ينسبفشرده 
Conv	X  را  ܺبسته محدب بستار و غلاف ب يترتبه

 ܧاز  يناته يار مجموعهيز ܺ در آن دهند کهيمنشان 
  . باشديم
  

ாܯ:μنگاشت  .۱- ۲ف يتعر → ℝା  اندازه
ر صدق يط زيشود هرگاه در شرايگفته م ܧدر  ينافشردگ

  کند:
kerخانواده -۱ ={ : ( ) = 0}EX X M  يناته 

kerباشد و  E N ، 
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۲- ( ) ( )X Y X Y   . 
۳- ( ) ( )X X . 
۴- ( ) ( )ConvX X . 
 ر برقرار باشديزرابطه  [0,1] هر يبه ازا -۵

( (1 ) ) ( ) (1 ) ( ),X Y X Y           
 

 EMبسته از يها مجموعه از يادنباله {௡ܺ}اگر  -۶
nnهر  يکه برا  يطور باشد به XX 1 1,2,=n و 

lim ( ) 0nn
X


گاه ، آن 

1

= n
n

X X





 ] .۹[ 

   يادآورينقطه ثابت داربو را  ه معروفيدر ادامه، قض
  .ميکنيم

 
 يرمجموعه ناتهيز کي د يکنفرض .۱- ۲ هيقض

و  ܧباناخ  يدار بسته و محدب از فضاکران
:F  که ثابت يطوروسته باشد بهيپ ينگاشت

[0,1)k  ت يکه خاصيوجود داشته باشد بطور
( ) ( )FX k X  يمجموعه ناتهريهر ز يبه ازا

X  از  برقرار باشد که در آن ياندازه نافشردگ 
نقطه  يدارا Fن صورت ياست. در ا ܧف شده در يتعر

  ]۱۹است. [ ثابت در مجموعه 
  
 سوبولوف يدر فضا يک اندازه نا فشردگي. ۳
سوبولوف  يدر فضا يک اندازه نا فشردگين بخش، يدرا

ܹ௞,ஶ(ℝ௡) ديم. فرض کنيکنيم يرا معرف ݇ ∈ ℕ .
از  ఈ݂ܦع يهمراه با تمام مشتقات توز ݂توابع  يفضا

0مرتبه  | | k   که متعلق بهLஶ(ℝ௡) با  را را
م. که در آن، يدهينشان م ௞,ஶ(ℝ௡)ܹنماد 

α = ,ଵߙ) … , ها ௝ߙک از يهر  کهيبطور (௡ߙ
)j = 1,… , nاست و يح نامنفيصح ي) عدد  

1 2| | n      ܦ وఈ = డ|ഀ|

డ௫భ
ഀభ…డ௫೙

ഀ೙.  
  

 ر استيز مجهز به نرم کامل ௞,ஶ(ℝ௡)ܹ يفضا
 است و يح نامنفيصح يعدد

1 2| | n     ܦ وఈ = డ|ഀ|

డ௫భ
ഀభ…డ௫೙

ഀ೙.  
  ر استيمجهز به نرم کامل ز ௞,ஶ(ℝ௡)ܹ يفضا

‖݂‖௞,ஶ = max଴ஸ|ఈ|ஸ௞‖ܦఈ݂‖୐ಮ(ℝ೙).     (4-1) 
فشرده در  يهامجموعهر يز يبرا يک مشخصه سازي

 است. ر ارائه شدهيه زيسوبولوف در قض يفضاها
  

ℱمجموعه کراندار . ۱-۳ه يقض ⊂ ܹ௞,ஶ(ℝ௡) 
  ر برقرار باشند:يط زيبستار فشرده است اگر شرا يدارا
εهر  يبه ازا -۱ > ૭  وهرT > ૭ ،δ > ૭  چنان

ݔهر  يازاکه بهيموجود است بطور ∈ ℱ ૭≤ |α| ≤ ݇ ،
‖ℎ‖ℝ೙ <   م:يداشته باش ߜ

    ε,   h D x t D x t     
  

  .TB   يبا همه جا رويتقر
(ݐ)ݔ௛߬که در آن  = ݐ)ݔ + ℎ) و

. { : || || }n
n

TB t t T    
ε يازابه -۲ > ૭ ،T > ૭	 که بهموجود است چنان 
ݔهر  يازا ∈ ℱ  و ૭≤ |α| ≤ ݇  

|(ݐ)ݔఈܦ| <  	,ߝ
		. ℝ௡\்ܤതതതത	 يرو 	همه	جا	 بيتقر   

  
  شود. يه فوق استفاده مير جهت اثبات قضيلم ز

  
,ܺ)د يفرض کن .۲- ۳لم  ک باشد يمتر يک فضاي (݀

εهر  يو به ازا > ૭ ،δ > ૭ ک يمتر يو فضا
(ܹ, ݀ଵ)  و نگاشتΦ: X → W که  يبه طورΦ[X] 
,ݔ ياگر به ازا کهيباشد بطور يکراندار کل ݕ ∈ که  ܺ

݀ଵ൫Φ(ݔ),Φ(ݕ)൯ < ,ݔ)݀گاه ، آنߜ (ݕ <  .ߝ
  ]۳۱[ است.يکراندارکل Xصورت نيدرا
  

εد يفرض کن ):۱- ۳ه ياثبات. (اثبات قض > . با 0
T، ۲و ۱ط ياستفاده از شرا > ૭ وδ > وجود دارند به  0

||هر  يکه به ازا يطور || nt T
همه جا  باي، تقر

|(ݐ)ݔఈܦ| < || هر يو به ازا ߝ || nh   و 
ݐ	 ∈ با همه جايتقر ،തതതതത			்ܤ    εhD x t D x t   .  

مانند  يمتناه يمجزا يهااز مجموعه ياخانواده
ଵܷ, … , ܷ௡ ݉ܽ݅݀افت که يتوان يرا م	 ௜ܷ ≤ و  ߜ
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بستار 
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U

  ்ܤشاملതതതത	  ݐباشد. حال௜ ∈ ௜ܷ  را

Φ:ℱانتخاب کرده و نگاشت  → ℝ௡(௅ାଵ)، 
:ߙ}) |ߙ| ≤ ݇} = ,ଵߚ} ,ଶߚ … , با ضابطه  ({௅ߚ

  م.يکنيف مير را تعريز
 
          1 1

1 1

Φ

, , , , , , , .L
n n n

x

x t x t D x t D x t D x t  



  
 

  
کراندار است و از  Φ[ℱ]ر ي، تصوℱ يبا توجه به کراندار

باشد. به يم يکراندار کلبه طور ℝ௡(௅ାଵ)رو در  نيا
,ݔ يه ازاعلاوه، اگر ب ݕ ∈ ℱ  که‖Φ(ݔ) −

Φ(ݕ)‖	ℝ೙(ಽశభ) < هر  يگاه به ازا، آنߝ
i = 1,… , 0 که  αو هر  ݊ ≤ |α| ≤   م: يدار݇

  
ݔاگر  حالت اول: ∈ ݔگاه چون هر ، آنത்ܤ ∈  ത்ܤ

  : ميآورير را بدست ميز يهاياست، نامساو ௜ܷمتعلق به 
(ݐ)ݔఈܦ| − |(ݐ)ݕఈܦ ≤ (ݐ)ݔఈܦ| −
|(௜ݐ)ݔఈܦ + (௜ݐ)ݔఈܦ| − |(௜ݐ)ݕఈܦ +
(௜ݐ)ݕఈܦ| − |(ݐ)ݕఈܦ ≤   .ߝ3

  
ݐاگر  حالت دوم: ∈ ℝ௡\்ܤതതതതگاه ، آن  

   
    2 .

D x t D y t

D x t D y t

 

  

 

 
 

  
  به  توجه با جهيدر نت

௞,ஶ‖ݔ‖ = max଴ஸ|ఈ|ஸ௞‖ܦఈݔ‖୐ಮ  
  

  ميدار
ݔ‖ − ൫ℝ݊൯∞,ܹ݇‖ݕ ≤
ݔ‖ − ℝ݊\஻೅തതതത൯	൫∞,ܹ݇‖ݕ

+maxଵஸ௜ஸ௡‖ݔ −
(ܷ݅)∞,ܹ݇‖ݕ

≤ 5ε.	  
  

  است.  يکراندار کل ℱ، ۲-۳ن طبق لم يبنابرا
 يفضا يرو يد نافشردگيف اندازه جدياکنون به ارائه تعر

 ريز ܺد يض کنم. فريپردازيم ௞,ஶ(ℝ௡)ܹسوبولف 
 يباشد. به ازا ௞,ஶ(ℝ௡)ܹ يمجموعه کراندار از فضا

ݔ ∈ ܺ ،ε > ≥ ૭ و  0 |α| ≤   ر را يز ينمادها݇
  

  م.يکنيم يمعرف
   , sup{|| || :

, || || ,  0 },
T

n

T n
h L B

x D x D x h

h k

   

 

  

  

  

்߱(ܺ, (ߝ = ,ݔ)்߱}݌ݑݏ :(ߝ ݔ ∈ ܺ}, 
்߱(ܺ) = lim

ఌ→଴
்߱(ܺ,  ,(ߝ

߱(ܺ) = lim
்→ஶ

்߱(ܺ), 
   \

d sup{|| || :

, 0 },

n
T

T h L B
X D x

x X k







  

  

d(ܺ) = lim
்→ஶ

d்(ܺ), 
߱૭(ܺ) = ߱(ܺ) + d(ܺ). 

  
ௐೖ,ಮ(ℝ೙)ܯ:૭߱که  ଴߱تابع  .۳- ۳ه يقض → ℝ ،

  است. ௞,ஶ(ℝ௡)ܹ يرو يک اندازه نافشردگي
م يدهيه ابتدا نشان مين قضيبه منظور اثبات ا اثبات.
߱૭  د يکند. فرض کنيصدق م ۱- ۲ف ياز تعر ۱در شر ط

ܺ ∈ (ܺ)૭߱که  يبه طور ௐೖ,ಮ(ℝ೙)ܯ = ૭ .
 که  يد به طوريريرا در نظر بگ αاسکالر ثابت و دلخواه 

૭≤ |α| ≤ (ܺ)૭߱. چون ݇ = ૭ لذا ،
lim்→ஶ limఌ→଴்߱(ܺ, (ߝ =  ين به ازاي. بنابرا0

ߟر ه > 0 ،ܶᇱ  ߜو >  يچنان موجودند که به ازا 0
ܶهر  > ܶᇱ்߱م ي، دار(ܺ, (ߜ < ز ين نيو ا ߟ

هر  يو به ازا ത்ܤ يبا همه جا روير را تقريز ينامساو
ݔ ∈ ℎو هر  ܺ ∈ ℝ௡  که || || nh  جاب ي، ا

  .کنديم
ݐ)ݔఈܦ| + ℎ) − |(ݐ)ݔఈܦ <   .ߟ

  
ܶگر، هرگاه يطرف داز  < ܶᇱ حکم به وضوح برقرار ،

  صدق  ۱-۳ه ياز قض ۱در شرط  ܺن رو، ياست. از ا
(ܺ)଴߱کند. با استفاده مجدد از يم = ૭ م يدار  

   \
lim sup{ : , 

0 } 0.

n
TL BT

D x t x X

k








  

  

  
ߝ يپس به ازا > 0 ،ܶ > ૭ که  يوجود دارد به طور

≥	૭ يو برا തതതത்ܤ\ℝ௡ يبا همه جا رويتقر |ߙ| ≤ ݇ 
  م يدار

|(ݐ)ݔఈܦ| <   .ߝ
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 ۱-۳ه  ياز قض ۲شرط  در ܺکندکه يم جابيا زين نيا لذا
 صدق کند. 

 يبه طور نسب ܺم يريگيجه مينت ۱- ۳ه ين رو، از قضيازا
ker߱଴ فشرده است و ⊂ ܰௐೖ,ಮ(ℝ೙) است  يهيبد

 يبررسرا  ۳کند. حال شرط يصدق م ۲در شرط  ૭߱که 
ܺد ين منظور، فرض کنيم. بديکنيم ∈  ௐೖ,ಮ(ℝ೙)ܯ

ݔو  ∈ തܺݔن، دنباله {ي. بنابرا௡ وجود دارد به  ܺ} در
݊که هرگاه  يطور → ௡ݔگاه ، آن∞ → در  ݔ

ܹ௞,ஶ(ℝ௡)்߱ف ي. با توجه به تعر(ܺ, ، (ܺ)݀و  (ߝ
݊هر يازابه ∈ ℕهر ،‖ℎ‖ℝ೙ < ૭	، ߝ ≤ |ߙ| ≤ ݇ 
ܶو  > ૭ م يدار  

‖߬௛ܦఈݔ௡ − ௡‖௅ಮ(஻೅തതതത)ݔఈܦ ≤ ்߱(ܺ,   .(ߝ
  

݊با در نظر گرفتن شرط  → ر را بدست يجه زينت ∞
  م يآوريم

‖߬௛ܦఈݔ − ݔఈܦ ‖௅ಮ(஻೅തതതത) ≤ ்߱(ܺ,   .(ߝ
  

  ن روياز ا
lim்→ஶ limఌ→଴்߱( തܺ, (ߝ ≤
lim்→ஶ limఌ→଴்߱(ܺ, (ߝ ,  

  
)߱کند که يجاب ميز اين തܺ) ≤ گر، ي. از طرف د(ܺ)߱

݊هر  يبه ازا ∈ ℕ و ܶ > ૭،  
‖߬௛ܦఈݔ௡‖௅ಮ(ℝ೙\஻೅തതതത) ≤
:௡‖௅ಮ(ℝ೙\஻೅തതതത)ݔఈܦ൛‖߬௛݌ݑݏ ݔ ∈ ܺ, ૭ ≤
|ߙ| ≤ ݇ൟ  

  م يلذا دار
lim
்→ஶ

:௡‖௅ಮ(ℝ೙\஻೅തതതത)ݔఈܦ൛‖߬௛݌ݑݏ ݔ ∈
തܺ, ૭ ≤ |ߙ| ≤ ݇ൟ ≤
lim
்→ஶ

:௡‖௅ಮ(ℝ೙\஻೅തതതത)ݔఈܦ൛‖߬௛݌ݑݏ ݔ ∈
ܺ, ૭ ≤ |ߙ| ≤ ݇ൟ.  

  
)݀دهد که ين نشان ميا തܺ) ≤ ݀(ܺ).  

م يريگيجه مينت ۲ز شرط ير و نيبه مطالب اخبا توجه 
߱଴( തܺ) = ߱଴(ܺ)߱ن ي. بنابرا଴  صدق  ۳در شرط

  يم از تساويبه طور مستق ۴کند. شرط يم
[(ܺ)ݒ݊݋ܥ]ఈܦ =   [ఈܺܦ]ݒ݊݋ܥ

  

  ر يز يبا استفاده از تساو ۵شود. اثبات شرط يجه مينت
 
 

1 2  

1 2

(  1

   1   

)

.

D x x

D x D x



 

 

 

  

 
 

  
λهر يازاهب ∈ ,ଶݔو  [0,1] ଵݔ ∈ د. يآيم بدست ܺ

 {௡ܺ}د يمانده است. فرض کن يباق ۶شرط  يفقط بررس
باشد  ௐೖ,ಮ(ℝ೙)ܯو بسته  يرتهياز مجموعه غ يادنباله

݊ يکه به ازا يبه طور = 1,2, … ،ܺ௡ାଵ ⊂ ܺ௡  و
lim௡→ஶ߱଴(ܺ௡) = ૭݊هر  ي. حال به ازا ∈ ℕ ،

௡ݔ ∈ ܺ௡  ࣡و مجموعه =   د.يرينظر بگ را در തതതതതത{௡ݔ}
  

  است.  ௞,ஶ(ℝ௡)ܹفشرده در  يامجموعه ࣡ ادعا:
ߝد يفرض کن > ثابت باشد. چون  0

lim௡→ஶ߱଴(ܺ௡) = ૭يبه قدر کاف يعي، عدد طب 
ଵ݉بزرگ  ∈ ℕ که  يموجود است به طور

߱଴൫ܺ௠భ൯ < ر به قدر يتوان مقادين رو، مي. از اߝ
ଵߜکوچک  يکاف > ଵܶ بزرگ يو به قدر کاف 0 > 0 

߱که  يطورافت بهيرا  భ்(ܺ௠భ , (ଵߜ < و  ߝ
݀ భ்൫ܺ௠భ൯ < ݊هر  ين به ازايبنابرا .ߝ > ݉ଵ ،
૭≤ |ߙ| ≤ ℎو  ݇ ∈ ℝ௡  با شرط‖ℎ‖ℝ೙ <  ଵߜ

  ميدار
‖߬௛ܦఈݔ௡ − ௡‖௅ಮ൫஻೅భതതതതതത൯ݔఈܦ <   ,ߝ

 و 
‖߬௛ܦఈݔ௡‖௅ಮ൫ℝ೙\஻೅భതതതതതത൯ < ε.  

  
  م يلذا دار

≤ ‖߬௛ܦఈ − ௡‖௅ಮ൫஻೅భതതതതതത൯ݔఈܦ +
‖߬௛ܦఈݔ௡ − ௡‖௅ಮ൫ℝ೙\஻೅భതതതതതത൯ݔఈܦ 	 ≤
‖߬௛ܦఈݔ௡ − ௡‖௅ಮ൫஻೅భതതതതതത൯ݔఈܦ +
‖߬௛ܦఈݔ௡‖௅ಮ൫ℝ೙\஻೅భതതതതതത൯ +
௡‖௅ಮ൫ℝ೙\஻೅భതതതതതത൯ݔఈܦ‖ <   .ߝ3

  
م که مجموعه يدانيگر، مياز طرف د

൛ݔଵ, ,ଶݔ … , ر يمقادن رو، يت و از افشرده اس ௠భൟݔ
ଶߜ > ଶܶ و 0 > هر  يکه به ازا يطورموجودند به 0

݊ = 1,2, … ,݉ଵ  و૭≤ |ߙ| ≤ ℎو  ݇ ∈ ℝ௡  با
ℎ‖ℝ೙‖شرط  <   م يدار ଶߜ
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‖߬௛ܦఈݔ௡ − ௡‖௅ಮ൫஻೅మതതതതതത൯ݔఈܦ <   .ߝ
  

௡‖௅ಮ൫ℝ೙\஻೅మതതതതതത൯ݔఈܦ‖به علاوه،  < ε, ز ين نيکه ا
݊هر  يبه ازا = 1,2, … ,݉ଵ جاب ير را ايز ينامساو

  کند يم
‖߬௛ܦఈݔ௡ − ௡‖௅ಮ(ℝ೙)ݔఈܦ <   .ߝ3

  
 ن، يبنابرا

‖߬௛ܦఈݔ − ௅ಮ(ℝ೙)‖ݔఈܦ <   ,ߝ3
  و 

௡‖௅ಮ൫ℝ݊\஻೅തതതത൯ݔఈܦ‖ < ߝ <   ,ߝ3
  

݊هر  يبه ازا ∈ ℕ ،‖ℎ‖ℝ೙ < min	{ߜଵ, و  {ଶߜ
ܶ = max	{ ଵܶ, ଶܶ}ه يه مفروضات قضين کلي. بنابرا

 کند. يز ادعا را اثبات مين نيبرقرار است که ا ۳-۱
و  {௡ೕݔ}ردنباله يفوق، ز يبا استفاده از ادعا
଴ݔ ∈ ܹ௞,ஶ(ℝ௡) که  يطورهوجود دارند ب

௡ೕݔ → ௡ݔ. چون ଴ݔ ∈ ܺ௡  ܺو௡ାଵ ⊂ ܺ௡  و به
݊هر  ي، به ازا௡ܺعلاوه  ∈ ℕ جاب يبسته است، لذا ا

଴ݔکند کهيم ∈ ⋂ ܺ௡ = ܺஶ,ஶ
௡ୀଵ ز اثبات ين نيکه ا  

  کند. يرا کامل م ۶
  
Ωد يفرض کن .۴- ۳جه ينت ⊂ ℝ௡ رمجموعه يزکي

:଴߱ که  ଴߱ر باشد. تابع يذپاندازه ௐೖ,ಮ(ஐ)ܯ → ℝ 
  است.  ௞,ஶ(Ω)ܹ يرو يک اندازه نافشردگي

از  ييرفضايز ௞,ஶ(Ω)ܹم که يدانيم اثبات.
ܹ௞,ஶ(ℝ௡) ߱کند يجاب ميباشد که ايم଴ ک اندازه ي

  باشد.  ௞,ஶ(Ω)ܹ يرو ينافشردگ
  
  . کاربردها۴
ازمعادلات  يبرخيبرا ييهاجودجوابن بخش، ويدرا

م. يکنيم يبررس و مطالعه را يتابع يليفرانسيد -انتگرال
مان جيصحت وکاربرد نتا يبررس يبرا را يمثال نيهمچن
   .ميدهيم ارائه

  که در ادامه به  ياز مقدمات ين بخش را با ارائه برخيا
  م. يکنيم، شروع مياز داريها نآن

ر يپذرمجموعه اندازهيک زي Ωد يفرض کن. ۱-۴ه يقض
1باشد و  ℝ௡لبگ از  ≤ ݌ ≤ }. اگر ∞ ௡݂}  ܮدر௣- 

} ردنبالهيصورت زنيباشد، درا ݂نرم همگرا به  ௡݂ೖ} 
همگرا است  ݂همه جا به  بايتقرکه  يوجود دارد به طور

݃ن يو همچن ∈ ݃که  ௣(Ω)ܮ ≥ ૭  وجود دارد به
ݔ با هريبه ازای تقر که يطور ∈ Ωبه.  

ห ௡݂ೖ(ݔ)ห ≤  [32] ,(ݔ)݃
 

ℝ௡:݂تابع . ۱- ۴ف يتعر × ℝ௠ → ℝ يدارا 
  شود هرگاه يگفته م يت کاراتئودوريخاص

ݔهر  ي) به ازا۱ ∈ ℝ௡ ݔ، تابع ⟼ ,ݔ)݂  يبه ازا (ݑ
ݑهر  ∈ ℝ௠ر باشد. يپذ، اندازه  

ݔهر  يبه ازا )۲ ∈ ℝ௡ ݑ، تابع ⟼ ,ݔ)݂ ا بيتقر (ݑ
ݑهر  يبه ازا ∈ ℝ௠وسته باشد. ي، پ 

݇و باشد  ℝ௡از  يارمجموعهيز Ωد يفرض کن ∈ ℕ .
ر يپذوسته مشتقيپ به طور مرتبه -݇کراندارو توابعيفضا

 ௞(Ω)ܥܤر را با نماد يهمراه با نرم استاندارد ز Ω يرو
 م يدهينشان م

‖݂‖஻஼ೖ(ஐ) = max଴ஸ|ఈ|ஸ௞‖ܦఈ݂‖௨,  
  

که در آن   sup : ΩuD f D f x x  . 

  معادله 
       u x p x q x u x   

       

     
Ω'

1

( , ,

, , )
n

k x y g y u y

u uy y dy
x x

  

 

 

 
 


   (1-4) 

  
  م يريگير در نظر ميرا تحت مفروضات ز

i.݌ ∈ ܹଵ,ஶ(Ω) ،ݍ ∈   و  ଵ(Ω)ܥܤ

ߣ ≔ sup ൜‖ݍ‖௨, +	ቛ
డ௤
డ௫೔
ቛ
௨
: ݅ =

1,… , ݊ൠ < 1.   
ii.ߛ: Ω′ → Ω ر است يپذک تابع اندازهي(Ω′ ⊂ ℝ௡) .  
iii.݃: Ω′ × ℝ௡ାଵ → ℝ صدق  يدر شرط کاراتئودور

Ω:ܽوسته ين تابع کراندار پيکند و همچنيم → ℝା   
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ݔهر  يکه به ازا ∈ Ω  ܯک يو > 0 ،
|(ݔ)ܽ| ≤ وسته و يمه پيز تابع مقعر نيو ن ܯ

ℝା:ߞ يرنزوليغ → ℝା که  يوجود دارند به طور 
,ݔ)݃| ଴ݑ , ,ଵݑ … , |(௡ݑ ≤
  .(|௜ݑ|max଴ஸ௜ஸ௡)ߞ(ݔ)ܽ

iv.݇:Ω → ℝ است و به  ۱مشتق از مرتبه  يدارا
ଷ݃علاوه،  , ଵ݃ ∈ ܹଵ,ஶ(Ω) و ݃ଶ ∈  ஶ(Ω)ܮ

هر  يبا به ازايکه تقر يوجود دارند به طور
,ݔ ,ଵݔ ଶݔ ∈ Ω  ݕو ∈ Ω′  1و ≤ ݅ ≤   م يدار ݊

ห݇൫ݔ − ൯ห(ݕ)ߛ ≤ ଵ݃(ݔ)݃ଶ൫(ݕ)ߛ൯,	  
ห݇൫ݔଵ − ൯(ݕ)ߛ − ݇൫ݔଶ − ൯ห(ݕ)ߛ ≤
݃ଶ൫(ݕ)ߛ൯|݃ଷ(ݔଵ) − ݃ଷ(ݔଶ)|,  

  و 
ቚడ௞
డ௫೔

൫ݔ − ൯ቚ(ݕ)ߛ ≤ ଵ݃(ݔ)݃ଶ൫(ݕ)ߛ൯,	  

ቚడ௞
డ௫೔

൫ݔଵ − ൯(ݕ)ߛ − డ௞
డ௫೔

൫ݔଶ −    ൯ቚ(ݕ)ߛ
 
V :ݎواب مثبت مانند ک جي଴ ر وجود ينامعادله ز يبرا

 دارد
ଵ,ஶ‖݌‖ + ݎߣ +  
ଵ,ஶ൯‖ݑ‖൫ߞଵ‖௅ಮ(ஐ)‖݃ଶ‖௅ಮ(ஐ)݃‖(Ωᇱ)݉ܯ ≤   .ݎ
 

1)، معادله vتا  iتحت مفروضات  .۲-۴ه يقض − 4) 
  است.   ଵ,ஶ(Ω)ܹ يک جواب در فضاي يحداقل دارا

ଵ,ஶ(Ω)ܹ:ܨعملگر  اثبات. → ܹଵ,ஶ(Ω)  را با
 ميکنيف مير تعريضابطه ز

(ݔ)ݑܨ = (ݔ)݌ +  (ݔ)ݑ(ݔ)ݍ
       

     
Ω'

1

( , ,

, , )
n

k x y g y u y

u uy y dy
x x

  

 

 

 


 


 

  
ݑهر  يبه ازا ݑܨاست  يهيبد ∈ ܹଵ,ஶ(Ω) اندازه 
ݔهر  ين به ازاير است. همچنيپذ ∈ Ωم ي، دار  

             
i i i i

Fu p q ux x x u x q x x
x x x x

   
  

   

  

       

     
Ω'

1

( , ,

, , )

i

n

k x y g y u y
x

u uy y dy
x x

  

 


 



 


 

  

راست. با استفاده از يپذت اندازهمشتقا يدارا ݑܨو 
ݔهر عضو ثابت و دلخواه  يات، به ازايفرض ∈ Ωم ي، دار  

       Fu x p x q x u x   
       

Ω '

| ( , ,k x y g y u y     

     
1

, , |
n

u uy y dy
x x

  


 
 

  
  گرفت جه ينت توانينسن مي ياز نامساوبا استفاده 

௅ಮ‖ݑܨ‖ ≤ ௅ಮ‖݌‖ + ௅ಮ‖ݑ‖	௨‖ݍ‖ +
‖(Ωᇱ)݉ܯ	 ଵ݃‖௅ಮ‖݃ଶ‖௅ಮߞ(‖ݑ‖௅ಮ).  

  
  چون

     | | | |
i i

Fu px x
x x

 


 
 

       | || | | || |
i i

q ux u x q x x
x x
 

 
 

 

       

     
Ω'

1

| ( , ,

, , ) | .

i

n

k x y g y u y
x

u uy y dy
x x

  

 


 



 


 


 

  
  م يمشابه فوق، دار ينديبا فرآ

ቛడ(ி௨)
డ௫೔

ቛ
௅ಮ(ஐ)

≤ ቛ ݌߲

డ௫೔
ቛ
௅ಮ(ஐ)

+

ቛడ௣
డ௫೔
ቛ
௨
௅ಮ(ஐ)‖ݑ‖	 + ௨‖ݍ‖ 	ቛ

డ௨
డ௫೔
ቛ
௅ಮ(ஐ)

+

‖(Ωᇱ)݉ܯ	 ଵ݃‖ଵ,ஶ‖݃ଶ‖௅ಮ(ஐ)ߞ൫‖ݑ‖ଵ,ஶ൯.  
  

  م يريگيجه ميپس نت
ଵ,ஶ‖ݑܨ‖ ≤ ଵ,ஶ‖݌‖ + ଵ,ஶ‖ݑ‖	ߣ +    (2-4) 
‖(Ωᇱ)݉ܯ	 ଵ݃‖ଵ,ஶ‖݃ଶ‖௅ಮߞ൫‖ݑ‖ଵ,ஶ൯.	  

  
  جه ي، نتvو با استفاده از شرط  (4.2)طبق رابطه 

است. حال،  ௥బതതതതܤ يبه تو ௥బതതതതܤاز  ينگاشت ܨم يريگيم
د يوسته است. فرض کنيپ ܨ م نگاشت يدهينشان م
و همگرا  ଵ,ஶ(Ω)ܹدلخواه در  يادنباله {௠ݑ}

ݑ	به ∈ ܹଵ,ஶ(Ω) ردنباله يز ،۱,۴ه يباشد. بنا به قض
൛ݑ௠೗ൟ با همه جا همگرا به يکه تقر يوجود دارد به طور

ቄن يباشد. همچنيم ݑ
డ௨೘೗
డ௫೔

ቅ با همه جا همگرا به يتقر
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ቄడ௨
డ௫೔
ቅ  همگراست وℎ ∈ ℎکه  ஶ(Ω)ܮ > 	૭  وجود

ݕهر  يبا به ازايکه تقر يدارد به طور ∈ Ω′ م يدار  

     

        
1

2

max{| |,| |,

| |,...,| |} .

l

l

l l

m
m

m m

n

u
u y y

x
u u

y y h y
x x

 

  





 


 

 

  
௠೗ݑبا همه جا يچون تقر →  شرط در ݃ن يو همچن ݑ

هر  يازابا به يکند، لذا تقريصدق م يکاراتئودور
ݕ ∈ Ω′ شود که يجه مينت  

          

          
1

1

( , , , , )

( , , , , ).

l l

l

m m
m

n

n

u u
g y u y y y

x x
u ug y u y y y
x x

   

   

 


 

  
 

  

  
ݕهر  يبا به ازايتقر iiاز شرط  ∈ Ω′ م  يدار  

  

݃

⎝

⎜
⎛
,(ݕ)ߛ ௠೗ݑ

൫(ݕ)ߛ൯,
డ௨೘೗
డ௫భ

൫(ݕ)ߛ൯,

… ,
డ௨೘೗
డ௫೙

൫(ݕ)ߛ൯
⎠

⎟
⎞
≤

ߞ(ݕ)ܽ	 ቀℎ൫(ݕ)ߛ൯ቁ.   
  

 ييه همگراي) و با استفاده از قضivبا توجه به شرط (
ݕ هر يبا به ازايشود تقريجه ميلبگ، نتيتسلط ∈ Ω′ ،

݈هرگاه  →   گاه ، آن∞
       

     
Ω'

1

( , ,

, , ) .

l

l l

m

m m

n

k x y g y u y

u u
y y dy

x x

  

 



 


 


 

  
  ز به ين

       

     
Ω'

1

( , ,

, , ) .
n

k x y g y u y

u uy y dy
x x

  

 



 


 


 

  
݈ن رو، هرگاه يباشد. از ايهمگرا م →   مي، دار∞

(1 ≤ ݅ ≤ ݊)  

ฮݑܨ௠೗ − ฮݑܨ
ଵ,ஶ

→ ૭,  

ቛ
డி௨೘೗
డ௫೔

− డி௨
డ௫೔

ቛ
ଵ,ஶ

→ ૭  

  
ଵ,ஶ(Ω)ܹ:ܨن، يبنابرا → ܹଵ,ஶ(Ω) وسته است. يپ  

رمجموعه يهر ز يست به ازايباياتمام اثبات م يبرا
((ܷ)ܨ)૭߱ شرط يبرقرارΩازܷيهرتيغ ≤  (ܷ)૭߱ߣ

ܶم. يکن يرا بررس > ૭  ߝو > دلخواه را ثابت در  0
و  يرتهيغ يارمجموعهيز ܷد يم. فرض کنيريگينظر م

ݑباشد. عناصر  ௥బതതതതܤکراندار از  ∈ ,ݔو  ܷ ℎ ∈ را  ்ܤ

1
i

i

E E




 د که يانتخاب کن يطور‖ℎ‖ℝ೙ ≤ . در ߝ

  مين صورت داريا
       Fu x Fu x h p x p x h      
     
     

q x q x h u x

q x h u x u x h

  

   
 

  

       
Ω'

| ( , ,

k x y

k x h y g y u y



  

  

 

  

     
1

, , ) | . (3 4)
n

u uy y dy
x x

 
 

 
 

 

  
3) ي) و نامساوivن، طبق شرط (يبنابرا −   م يدار (4

  sup || || : , || || n
T

n
h L B

Fu F u h h     

  sup || || : , || || n
T

n
h L B

p p h h      

  1,sup || || || : , || |||| n
T

n
h u W B

q q u h h      

  1, :|| sup || || || , || ||  n
T

n
h u h W B
q u u h h       

     
Ω'

sup{  sup | |
Tx B

ess k x y k x h y 


      

          
1

| ( , , , , )| :
n

u ug y u y y y dy
x x

   
 


 

 

, || || }n
nh h    
   1,,  sup{|| | || :| ||

T

T
h u W B

p q q u       

, || || }n
nh h    
    2,  Ω ||| |T

L
U Mm g      
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   1, 3|| || , . (4 4)Tu g     
  

,݌)்߱به وضوح،  (ߝ → ૭، ்߱(݃ଷ, (ߝ → و با  0
ߝ يشود وقتيجه مينت ݍ يوستگيتوجه به پ → ૭ م يدار  

sup൛‖ݍ − ߬௛ݍ‖௨‖ݑ‖ௐభ,ಮ(஻ത೅): ℎ ∈
ℝ௡, ‖ℎ‖ℝ೙ < ൟߝ → ૭.  

  
4)لذا سمت راست  − همگراست  (ܷ)்߱ߣبه  (4

ߝهرگاه  → ૭ . 
݅هر  يمشابه به ازا ينديبا فرآ = 1,2, … , جه ينت ݊

  ميريگيم
       | |

i i

Fu Fu
x x h

x x
 

 
 

 

   | |
i i

p px x h
x x
 

  
 

 

   | || ( ) |
i i

q qx x h u x
x x
 

  
 

 

     | || |
i

q x h u x u x h
x


   


 

     | || |
i i

u uq x x x h
x x
 

  
 

 

     | || |
i

u x h q x q x h
x


   


 

     
Ω'

| |
i i

k kx y x h y
x x

  
    

 

          
1

| ( , , , , |
n

u ug y u y y y dy
x x

   
 


 

 
  جه ي) نتivز با استفاده از شرط (ير و نياخ ياز نامساو

݅هر يم به ازايريگيم = 1,2, … ,   م يدار  ݊

sup ቊቛడி௨
డ௫೔

− డிఛ೓௨
డ௫೔

ቛ
௅ಮ(஻ത೅)

: ℎ ∈

ℝ௡, ‖ℎ‖ℝ೙ < ቋߝ ≤ ,݌)்߱ (ߝ +         (5-4) 

ቛడ௤
డ௫೔

− ߬௛
డ௤
డ௫೔
ቛ
௨
ௐభ,ಮ(஻ത೅)‖ݑ‖ +

,ܷ)்߱ߣ (ߝ + 	ቛ߬௛
డ௨
డ௫೔
ቛ
௅ಮ
ݍ‖ − ߬௛ݍ‖௨ +

ଵ,ஶ൯்߱(݃ଷ‖ݑ‖൫ߞଶ‖௅ಮ݃‖(Ωᇱ)݉ܯ ,   		.(ߝ
  مشابه فوق، سمت راست ياستدلال يريبا به کارگ

(5 − ߝاست هرگاه  (ܷ)்߱ߣه همگرا ب (4 → ૭ .  
4)با توجه به روابط  − 5)و  (4 − و دلخواه بودن  (4

 شوديجه مينت ܷاز  ݑعنصر 
(ܷܨ)்߱ ≤   .(ܷ)்߱ߣ

  
 يل ميت مينها يرابه سمت ب ܶ بالا دررابطهاکنون 

  ميم داريده
(ܷܨ)߱ ≤  (6-4)                           (ܷ)߱ߣ

  
ܶسپس، عدد دلخواه  > ૭ ن يم. در ايريگيبت مرا ثا

تابع دلخواه  يصورت با در نظر گرفتن مفروضات، به ازا
ݑ ∈   م يآوريبدست م ܷ

஻೅തതതത)	௅ಮ(ஐ\‖ݑܨ‖ ≤ \஻೅തതതത)	௅ಮ(ஐ‖݌‖ +
஻೅തതതത)	௅ಮ(ஐ\‖ݑ‖	௨‖ݍ‖ +
‖(Ωᇱ)݉ܯ	 ଵ݃‖௅ಮ(ஐ\	஻೅തതതത)  
‖݃ଶ‖௅ಮ(ஐ\	஻೅തതതത)ߞ൫‖ݑ‖ଵ,ஶ൯.  

  
}و  {݌}از آن جا که  ଵ݃} فشرده هستند،  ييهامجموعه

({݌})݀ لذا = ૭  ݀و({ ଵ݃}) = ૭ جه هرگاه يو در نت
ܶ → ∞  

஻೅തതതത)	௅ಮ(ஐ\‖݌‖ → ૭,															  
‖ ଵ݃‖௅ಮ(ஐ\	஻೅തതതത) → ૭.  

  
  ن رو، ياز ا

lim்→ஶ‖ݑܨ‖௅ಮ(ஐ\	஻೅തതതത) ≤   .(ܷ)݀ߣ
  

 مشابه،  يبه طور

lim
்→ஶ

ቊቛడ(ி௨)
డ௫೔

ቛ
௅ಮ(ஐ\	஻೅തതതത)

:		݅ =

1,2, … , ݊ቋ ≤    .(ܷ)݀ߣ

  که 
(ܷܨ)݀ ≤  (7-4)                      								.(ܷ)݀ߣ

  
م يريگيجه مينت (4.7)و  (4.6)ت، از روابط يدر نها

߱૭(ܨ(ܷ)) ≤   . (ܷ)૭߱ߣ
نقطه  يدارا ܨم عملگر يريگيجه مينت ۱- ۲ه يقضبنا به 
 -ن معادله انتگرالياست و بنابرا ௥బതതതതܤدر  ݔثابت 
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ک جواب در ي يحداقل دارا (4.1) يتابع يليفرانسيد
  است.   ଵ,ஶ(Ω)ܹ يفضا

  
ر را در يز يتابع يليفرانسيد- معادله انتگرال .۳-۴مثال 
  .ديرينظر بگ

(ݔ)ݑ = ௫మ

ଵା௫మ
+ ݁ି(௫ାଵ)(ݔ)ݑ  

+∫ ௘ష(ೣశభ)

(௬ାଶ)మ
sin൫(ݕ)ݑݕ + (ݕ)ᇱݑݕ +ଵ

଴

൯(ݕ)ݑ(ݕ)ᇱݑ  (4-8)                               .ݕ݀
 

8)معادله  − 1)از معادله  يحالت خاص (4 − است  (4
  که در آن 

(ݔ)݌ = ௫మ

ଵା௫మ
,				  

(ݔ)ݍ = ݁ି(௫ାଵ),				  
݇൫ݔ − ൯(ݕ)ߛ = ௘ష(ೣశభ)

(௬ାଶ)మ
,			  

	Ω = (૭,+∞), 		Ωᇱ = (૭, (ݐ)ߛ				,(1 = ଵ
௧
  

 و 
,ݕ)݃ ଴ݑ , (ଵݑ = sin((ݕ)ݑݕ + (ݕ)ᇱݑݕ +
  .((ݕ)ݑ(ݕ)ᇱݑ

  
݃توان نشان داد يم يبه سادگ ∈  و ଵ(Ω)ܥܤ

ߣ = 2݁ିଵصدق  يط کاراتئودوريدر شرا ݃ن ي. همچن
(ݔ)ܽ ميف کنيکند و اگر تعريم = (ݔ)ߞ = گاه ، آن1

 ݇شود. به علاوه، يبرقرار م ۲-۴ه ي) از قضiiiشرط (
باشد. از يوسته ميمشتق مرتبه اول پ يوسته و دارايپ

  گر،يطرف د
ଵ݃(ݔ) = ݃ଷ(ݔ) = ݁ି(௫ାଵ)  

  و
݃ଶ(ݕ) =

௬మ

(ଶ௬ାଵ)మ
.  

  
ݎتوان نشان داد که هر عدد يم يبه سادگ ≥ در  5

   يعنيکند؛ يمصدق  vشرط  ينامساو
ଵ,ஶ‖݌‖ + ݎ	ߣ +
‖ܯ	 ଵ݃‖ଵ,ஶ‖݃ଶ‖௅ಮ(ݔ)ߞ ≤ 1 + 2݁ିଵݎ +
௘షభ

ସ
≤   .ݎ

 
 ميم قرار دهيتوانيم ଴ݎن رو، به عنوان مقدار ياز ا

଴ݎ = برقرار  ۲-۴ه يط قضيجه، تمام شراي. در نت5
- کند معادله انتگراليجاب ميز اين نيهستند که ا

ک جواب در ي يحداقل دارا (4.8) يتابع يليفرانسيد
  باشد.    ଵ,ஶ(Ω)ܹيفضا
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