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  16/12/1400تاریخ پذیرش مقاله:    09/08/1399تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

سازد. هاي پیوسته میتر از مجموعۀ تابعپذیر را بسیار کوچکهاي مشتقتعریف متداول مشتق، مجموعۀ تابع

پذیر نیستند و بررسی تغییرات آنها به کمک تعریف موجود با تعریف موجود مشتقهاي یک متغیري بسیاري از تابع

یافتۀ پذیري تعمیممشتق، میسر نیست. در این مقاله، با استفاده از تعریف کاراتئودري، ابتدا به ارائۀ تعریف مشتق

پذیر هاي مشتقموعۀ تابعاي که مجپردازیم، به گونهیافتۀ آن میحقیقی یک متغیري, و مشتق تعمیم یک تابع

پذیر یک متغیري، مانند قضیۀ رول، قضیۀ مقدار هاي مشتقهاي اساسی نظریۀ تابعقضیه یابد و اعتبارافزایش می

ماند. سرانجام، مقاله را با ارائۀ چند میانگین کوشی، قضیۀ مقدار میانگین براي مشتق، و قضیۀ تیلور برقرار باقی می

  بریم.مثال به پایان می

  

 .قضیۀ رول، قضیه مقدار میانگین کوشی، قضیۀ مقدار میانگین، قضیۀ تیلور هاي کلیدي: واژه

                                                 
  Email:parsian@tafreshu.ac.ir                                                                                         دار مکاتبات:   عهده .*
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  مقدمه - 1

هاي گوناگونی از مشتق یک تابع داده کنون تعریفتا

شده است. ویژگی مشترك همۀ آنها این است که 

پذیري تابعی مانند تعمیمی از تعریف مشتق

RIf : دار یا هستند که روي بازة باز کران  

تعریف شده است. دو تعمیم بسیار معروف  Iکرانبی

مشتق به ترتیب به فرشه و کاراتئودري تعلق دارد. 

پذیري وضیح بیشتر، تعریف معمولی مشتقبراي ت

RIfیک تابع حقیقی  :  در نقطۀIc  را

 مشتق Icدر  fگوییم کنیم. مییادآوري می

 پذیر است هرگاه 

cx

cfxf
cx






)()(
lim  

  

توان به صورت دیگري موجود باشد. این مطلب را می

 به صورت  Fکنیم تابع نیز بیان کرد. فرض می

cx

cfxf
xF






)()(
)(  

  

RIfتعریف شده باشد. در این صورت  : درc 

ناپیوستگی  cدر Fپذیر است اگر و تنها اگر مشتق

برداشتنی داشته باشد. بیان اخیر، کلید ارائۀ تعریف 

پذیر مشتق cدر  fزیر از مشتق پذیري است. 

موجود باشد  cپیوسته در  Fاست اگر تابعی مانند

 که در رابطۀ  

)()()()( xFcxcfxf   

  

 صدق کند. تعریف اخیر را کاراتئودري از مشتق

ارائه کرده  cاي مانند پذیري یک تابع در نقطه

پذیري تابع . از سوي دیگر، تعریف مشتق]2,1[است 

RIf : در نقطۀIc توان در وجود را می

 وابسته باشد و رابطۀ  cکه به  یکتاي  عدد







cx

cfxf
cx

)()(
lim , 

  

  تواند اي که میرا برقرار کند نیز خلاصه کرد.  رابطه
  

 به صورت    

0
)()()(

lim 





cx

cxcfxf
cx


, 

  

با ضابطۀ  بازنویسی شود. اما تابع 

. خطی است و  

در نقطۀ پذیري تابع تعریف مشتقبنابراین، 

Ic که شرط  ، در وجود تابع خطی  

0
)()()(

lim 





cx

cxcfxf
cx  

  

شود. بیان اخیر، تعریف را برآورده سازد خلاصه می

RIfتابع فرشه از مشتق پذیري  :  در نقطۀ

Ic توان به نوبۀ خود این دو تعریف را می. است

  تعمیم داد و به کمک آنها  nRبه فضاهاي 

پذیري را بیان کرد هاي اصلی مشتققضیه

در مقالۀ حاضر با استفاده از مفهوم ]. 5,4,3,2,1[

پذیر هاي مشتقکوچک مجاز، مجموعۀ تابعنهایتبی

دهیم و با استقبال از روش را گسترش می

 کاراتئودري در حذف کسر 

cx

cfxf



 )()(
 

  

یافته، نشان و استفاده از مفهوم پیوستگی تعمیم

هاي مشابهی از دهیم که در این حالت, صورتمی

پذیر، که در هاي حقیقی مشتقهاي نظریۀ تابعقضیه

اند اي از مجموعۀ اعداد حقیقی تعریف شدهبازه

  دارند.وجود 

  

  مفاهیم اولیه -2

  هاي مورد نیاز در این بخش به بیان تعریف

  پردازیم. می

 

را به صفر از اعداد حقیقی هر دنبالۀ همگ .1تعریف 

Nnnhمانند  }{ نامیم.کوچک مینهایترا یک بی  

 

RR  :

xx  )()()( cxcx  

f

RR  :
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Nnnhکوچکنهایتبی .2تعریف  }{  را مجاز  

  نامیم هرگاهمی

)0(;, 00  nhnnNnNn . 

 

 هاي مجاز را با نمادکوچکنهایتمجموعۀ همۀ بی

)(RAIدهیم. نمایش می  

  

Nnnhکوچک مجاز نهایتبی .3تعریف  }{  را

  نامیم هرگاهسرانجام مثبت می

)0(;, 00  nhnnNnNn . 

  

مثبت را هاي مجاز سرانجام کوچکنهایتمجموعۀ بی

RAI)( با نماد دهیم.نمایش می  

 

Nnnhکوچک مجاز نهایتبی. 4تعریف  }{ را

  نامیم هرگاهسرانجام منفی می

)0(;, 00  nhnnNnNn . 

  

هاي مجاز سرانجام منفی را کوچکنهایتمجموعۀ بی

RAI)(با نماد  دهیم.نمایش می  

 

کوچک مجاز نهایتبی. 5تعریف 
Nnnh

∈
را }{

Nnنامیم هرگاه عدد سرانجام متناوب می 0
 

هاي چنان وجود داشته باشد که مجموعه

 0,| 0  nn hnnh و 0,| 0  nn hnnh 

هاي مجاز کوچکنهایتپایان باشند. مجموعۀ بیبی

RAL)( با نمادسرانجام متناوب را    نمایش  

  دهیم.می

  

RIfکنیم فرض می .6تعریف  :  یک تابع

}{)(،Icیک بازة باز، Iحقیقی, RAIh nn  .

Nnnhرا نسبت به fتابع  }{  در نقطۀc  پیوستۀ

Ihcپیوسته) نامیم هرگاه -يیافته (تتعمیم n  

  ، وNnبراي هر 

).()(lim ∞→ cfhcf nn 
 

f:کنیم فرض می .7تعریف  I R  یک تابع

,Icیک بازة باز، Iحقیقی, 

)(}{ RAIh nn . دهیم قرار می  

.
n

n
n

h

cfhcf
c

)()(
)(


  

  

f را نسبت به{ }n n Nh  درc پذیر تعمیممشتق 

Ihcپذیر) گوییم هرگاه مشتق -يیافته (ت n  

lim، و Nnبراي هر  ( )n n c   وجود داشته

'),(باشد. این حد را در صورت وجود با  nhcf 

 -يیافتۀ (ت دهیم و آن را مشتق تعمیمنشان می

Nnnhنسبت به  fمشتق)  }{  در نقطۀc   

   نامیم. می

Ihcدر دو تعریف بالا، شرط  n  ،براي سادگی ،

منظور شده است. آن چه که  Nnبراي هر 

Ihcکافی است آن است که n   براي اعداد به

کهبرقرار باشد، که به دلیل این nاندازة کافی بزرگ 

I  یک بازة باز، وnnh کوچک نهایتیک بی }{

   است، برقرار است.

Rbafبدیهی است که اگر تابع  [,:]  نسبت به

}{)(کوچک نهایتبی ∈ RAIh Nnn در[,] bac 

پذیر) باشد و مشتق -يپیوسته) (ت- يت

Nknk
h یک زیردنبالۀ  }{∋

Nnnh گاه باشد، آن }{∋

)(}{ ∈ RAIh Nknk
و ،f نسبت به

Nknk
h در  }{∋

c پذیر) است ومشتق- يپیوسته) (ت-ي(ت   

 

 

  پذیر مشتق- يهاي تتابع - 3

بررسی ارتباط بین مفاهیم متداول در این بخش، به 

پیوستگی -يپذیري با مفاهیم تپیوستگی و مشتق

پردازیم. قضیۀ زیر، قضیۀ پذیري میمشتق-يو ت

اساسی این بخش است و تعریف کاراتئودري از 

  .]1[دهد پذیري را تعمیم میمشتق

  

Rbafکنیم فرض می .8قضیه  [,:]،[,] bac   
  

.,),,(),( Nknhcfhcf nnk

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}{)(نسبت به fو ∈ RAIh Nnn -يت cدر  ∋

پذیر باشد. در این صورت تابع یکتاي مشتق

RbaF [,:]  وابسته به )f وc  و
Nnnh ∈}{ (

وجود دارد که نسبت به 
Nnnh

∈
- يت cدر  }{

  پیوسته است و در رابطۀ

),()()()([;,] xFcxcfxfbax  )1(  

 
کند. برعکس اگر تابعی مانند صدق می

RbaF [,:]  وجود داشته باشد که نسبت به

Nnnh
∈

 )1(پیوسته باشد و در رابطۀ-يت cدر  }{

Nnnhنسبت به  fگاه صدق کند، آن }{  درc ت

 پذیر است.مشتق-ي

  

  کنیم. فرض ابتدا یکتایی را ثابت می اثبات.

نسبت به  2Fو  1Fکنیم می
Nnnh

∈
ت cدر  }{

صدق کنند. در این  )1(پیوسته باشند و در -ي

cxصورت براي   :داریم  

)(
)()(

)( 21 xF
cx

cfxf
xF 




 . 

  

  چنینهم

)(lim)( 11 nn hcFcF    

n

n
n

h

cfhcf )()(
lim


 

 

)()(lim 22 cFhcF nn   , 

  

21بنابراین  FF براي اثبات وجود .

RbaF [,:]کنیم ، فرض میRbaf [,:] 

}{)(نسبت به  ∈ RAIh Nnn   درc مشتق -يت 

[,]پذیر باشد و  baxدهیم:. قرار می  

















cxhcf

cx
cx

cfxf

xF

n ),(

,
)()(

)(  

 
کند و نسبت به صدق می )1(در  Fدر این صورت 

Nnnh
∈

  زیرا پیوسته است،- يت cدر نقطۀ  }{

n

n
nnn

h

cfhcf
hcF

)()(
lim)(lim


 

)(),( cFhcf n  . 

  

وجود داشته باشد که در Fبرعکس، اگر تابعی مانند

صدق کند و نسبت به  )1(
Nnnh

∈
-يت cدر  }{

  گاه پیوسته باشد، آن

n

n
nn

h

cfhcf
hcf

)()(
lim),(





 

)()(lim cFhcF nn  
, 

 
  و اثبات تمام است.

  

Rbafتابع . 9قضیه  [,:]  در[,] bac 

پیوسته است اگر و تنها اگر نسبت به هر 

)(}{ ∈ RAIh Nnn  پیوسته باشد.- يت cدر ∋

  

Rbafتابع . 10قضیه  [,:]  در[,] bac 

پذیر است اگر و تنها اگر نسبت به هر مشتق

)(}{ ∈ RAIh Nnn پذیر باشد. مشتق-يت cدر  ∋

گاه براي پذیر باشد, آنمشتق cدر  fبعلاوه، اگر 

}{)(هر  ∈ RAIh Nnn   داریم: ∋

)(),( cfhcf n
 . 

 

- نهایتنسبت به هر بی fکنیم فرض می اثبات.

  پذیر باشد و مشتق- يت cکوچک مجاز در 

    ).(, RAIvu
NnnNnn 


  

 
  دهیم:نشان می

.),,(),( Nnvcfucf nn   

 
  دهیم:قرار می










12,

2,

knv

knu
h

n

n

n
 

}{)(بدیهی است که  ∈ RAIh Nnn  و),( nhcf 

  وجود دارد. بعلاوه
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.),(),(

),(),(

12

2

nk

kn

vcfhcf

hcfucf







 

  

Rlکنیم عدد اکنون فرض می   چنان وجود دارد

}{)(که براي هر  ∈ RAIh Nnn رابطۀ  ∋

lhcf n ),('  برقرار است. اگرf  درc مشتق 

، 0پذیر نباشد، براي حداقل یک عدد حقیقی 

}کوچک نهایتبی }n n Nh 
چنان وجود دارد که  

1
0 | |nh

n
   و رابطۀ  

( ) ( )
| |n

n

f c h f c
l

h


 
    

  

 نهایتنسبت به بیf برقرار است، در نتیجه تابع

}{)(کوچک مجاز  ∈ RAIh Nnn  درc يت-

 cدر  fچنین اگر همپذیر نیست (تناقض). مشتق

 گاهپذیر باشد آنمشتق

).,()(lim

)()(
lim)(

nnn

n

n
n

hcfc

h

cfhcf
cf








  

  

}{)(نسبت به  fبنابراین  ∈ RAIh Nnn   درc ت

),()( و پذیر استمشتق-ي cfhcf n
.  

  

  ها مشتق-يجبر ت - 4

}{)(کنیم فرض می. 11قضیه  ∈ RAIh Nnn ∈ ،

[,] bac هاي و تابع Rbagf [,:], نسبت به

Nnnh پیوسته باشند. در این صورت - يت cدر  }{∋

,هايتابع gf    fg  نسبت به
Nnnh  cدر  }{∋

)(0اند. بعلاوه اگر پیوسته- يت cgگاه براي ، آن

), nمقادیر به اندازة کافی بزرگ ) 0ng c h   و

g

f  نیز نسبت به
Nnnh پیوسته - يت cدر  }{∋

    است.  

   

به  gو  fهاي کنیم تابعفرض می. 12قضیه 

اند و تعریف شده Jو Iهاي باز ترتیب روي بازه

}{)(نسبت به  ∈ RAIh Nnn  cبه ترتیب در نقاط  ∋

JIfاند وپیوسته- يت cf)(و  )( در این ،

fgصورت    نسبت به
Nnnh -يت cدر }{∋

  پیوسته است.  

  

یک تابع حقیقی باشد  fکنیم فرض می .13قضیه 

[,]که روي بازة  ba تعریف شده است و[,] bac ،

)(}{ RAIh Nnn  اگر .f  نسبت به
Nnnh

∈
}{ 

نسبت به  fگاهپذیر باشد، آنمشتق- يت cدر 

Nnnh
∈

  پیوسته است.-يت cدر  }{

RbaF، تابع یکتاي 8بنا بر قضیۀ  اثبات. [,:] 

چنان وجود دارد که نسبت به 
Nnnh

∈
 cدر  }{

  پیوسته است و در رابطۀ- يت

)()()()([;,] xFcxcfxfbax   

  

 11و  9هاي  کند. اکنون، حکم از قضیهصدق می

  شود.نتیجه می

  

}{)(کنیم فرض می .14قضیه  ∈ RAIh Nnn ∈ ،

[,] bac هاي و تابعRbagf [,:],  نسبت به

Nnnh
∈

پذیر  باشند. در این مشتق- يت cدر  }{

,هايصورت تابع gf    fg  نسبت بهNnnh }{ 

  پذیرند ومشتق- يت cدر 

)1 ),(),(),()( nnn hcghcfhcgf  , 

)2 ),()()(),(),()( nnn hcgcfcghcfhcfg   

  

)(0بعلاوه اگر  cgگاه ، آن
g

f  نیز نسبت به

Nnnh   پذیر است و  مشتق- يت cدر }{∋

)3 .
)(

),()()(),(
),()(

2 cg

hcgcfcghcf
hc

g

f nn
n


  

) مشابه 3) و (1کنیم. اثبات () را ثابت می2( اثبات.

وجود  Gو Fهاي یکتاي، تابع8است. بنا بر قضیۀ 

نسبت به  cدارند که در
Nnnh اند پیوسته-يت }{∋

 هايو در رابطه
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),()()()(; xFcxcfxfIx 

),()( nhcfcF   

),()()()(; xGcxcgxgIx   

 ),()( nhcgcG   

  

  کنند. در نتیجه صدق می

)]()()()()()()([

)()()()()(

xGxFcxxFcgxGcf

cxcgcfxgxf




 

  

، تابع داخل علامت کروشه، 11و  9هاي بنا بر قضیه

پیوسته است. در - يت cدر  نسبت به

 نسبت به fg، تابع 8نتیجه بنا بر قضیۀ 
  است و   پذیرمشتق- يت cدر 

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )n n nfg c h f c h g c f c g c h   

 

پذیر مشتق-يهاي تمجموعۀ تابع .15تبصره 

تر کوچک مجاز، بسیار بزرگنهایتنسبت به یک بی

نهایت تابع است و بی پذیرمشتق هايتابع از مجموعۀ

مشتق- يجا ناپیوسته را نیز در بر دارد. تهمه

کوچک مجاز نهایتپذیري یک تابع نسبت به یک بی

(حتی در همۀ نقاط)، پیوستگی تابع را در یک نقطه 

کند. در همان نقطه (حتی در یک نقطه) ایجاب نمی

  مجموعۀ اعداد گویا،   2تابع مشخصۀ










Qx

Qx
xQ

,0

,,1
)(  

  

 ، ولی نسبت به بی]3[در همۀ نقاط ناپیوسته است 

 کوچک مجازنهایت
Nn

n
}

1
-يدر هر نقطه ت }

از مجموعۀ  cپذیر است و براي هر نقطۀ مشتق

1اعداد حقیقی 
( , ) 0Q c

n
  يچنین ت. هم-

کوچک نهایتپیوستگی یک تابع نسبت به یک بی

دار بودن تابع مجاز روي یک بازة بسته، سبب کران

  گردد. تابع نمی

                                                 
2 Characteristic function 













QRx

Qx
xxf

,0

,,
3

1

)(  

 

Nn کوچک مجازنهایتنسبت به بی Rدر 
n

}
1

-ت}

از مجموعۀ  cپیوسته است، زیرا براي هر نقطۀ -ي

  حقیقی داریم: اعداد

)()
1

(lim cf
n

cfn   

  

  کران است.بی ]2,1[روي بازةfولی 

پذیري مشتق- يبراي تقضیۀ زیر را قاعدة زنجیري 

  نامیم. هاي مجاز میکوچکنهایتنسبت به بی

  

به  gوf هايکنیم تابعفرض می. 16قضیه 

اند و تعریف شده Jو  Iهاي باز ترتیب روي بازه

}{)(نسبت به  ∈ RAIh Nnn  cبه ترتیب در نقاط  ∋

JIfپذیر هستند ومشتق-يت cf)(و )( در .

fgاین صورت    نسبت به
Nnnh -يت cدر }{∋

  پذیر است و  مشتق

),()),((),()( nnn hcfhcfghcfg  . 

 

 Gو  Fهاي یکتاي، تابع8بنا بر قضیۀ  اثبات.

چنان وجود دارند که نسبت به 
Nnnh به ترتیب  }{∋

  اند و پیوسته-يتcf)(و  cدر 

),,()(

),()()()(;

nhcfcF

xFcxcfxfIx




, 

).),(())((

),())(())(()(;

nhcfgcfG

yGcfycfgygJy




 

  

  در نتیجه 

))(())()((

))(())((

xfGcfxf

cfgxfg





)).()()(()()( xFcxcfGxFcx   

 
  

Nnnh ∈}{

Nnnh ∈}{
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  ، تابع 12و  11،  9هاي بنا بر قضیه

))()()(()()( xFcxcfGxFxH   

  

نسبت به 
Nnnh پیوسته، و بنا بر -يت cدر  }{∋

fg، تابع 8قضیۀ    نسبت به
Nnnh -ت cدر }{∋

  پذیر است و مشتق-ي

)),((),(

))(()(),()(

nn

n

hcfghcf

cfGcFhcfg




 

 

  بهینه - يهاي تمشتق و نقطه-يت -5

Rbafکنیم فرض می. 17قضیه  [,:]  یک تابع

[,]اي که براي نقطۀحقیقی باشد به گونه bac  و

)(}{ ∈ RAIh Nnn
  0داشته باشیم),( 

nhcf ،

   چنان وجود دارد که 0nدر این صورت عدد طبیعی 

)1 ))()(( 0 cfhcfnnNn n  , 

  

}{)(چنین اگر هم ∈ RAIh Nnn
  0و),( 

nhcf ،

 چنان وجود دارد که 1nگاه عدد طبیعی آن

2) 1( ( ) ( ))nn N n n f c h f c      . 

  

، تابع  8کنیم. بنا بر قضیۀ ) را ثابت می1. (اثبات

RbaF [,:]  وابسته به )f وc  و
Nnnh ∈}{ (

چنان وجود دارد که نسبت به 
Nnnh -ت cدر  }{∋

  پیوسته است و -ي

)()()()([;,] xFcxcfxfbax  , 

 

  بنابراین

0),(')(

)()(
lim






n

n

n
n

hcfcF

h

cfhcf
 

 
Nnو در نتیجه عدد  0

چنان وجود دارد که شرط 

0nn  گزاره ،)()( cfhcf n   را نتیجه  

  ) مشابه است.2دهد. اثبات رابطۀ (می

 است. 17اثبات قضیۀ اثبات قضیۀ زیر، مشابه 

  

Rbafکنیم فرض می. 18قضیه  [,:]  یک تابع

[,]اي که براي نقطۀ حقیقی باشد به گونه bac 

}{)(و  ∈ RAIh Nnn
  0داشته باشیم),( 

nhcf

چنان وجود دارد  0n. در این صورت عدد طبیعی 

   که

))()(( 0 cfhcfnnNn n  , 

 
}{)(چنین اگر هم ∈ RAIh Nnn

  0و),( 
nhcf ،

  چنان وجود دارد که 1nگاه عدد طبیعی آن

1( ( ) ( ))nn N n n f c h f c      . 

  

Rbaf کنیم فرض می. 19تعریف  [,:] یک تابع

[,]حقیقی باشد و bac. گوییم میf  نسبت به

)(}{ ∈ RAIh Nnn   درc يبیشینۀ (ت-يت-

Nnکمینۀ) نسبی دارد هرگاه عدد  0
وجود  

  اي که داشته باشد به گونه

0( ( ) ( ))nn N n n f c f c h      , 

( 0( ( ) ( ))nn N n n f c f c h      ). 

 
نسبت به  fگوییم چنین میهم

Nnnh  cدر  }{∋

نسبت به  fبهینۀ نسبی دارد هرگاه - يت

Nnnh کمینۀ -يبیشینۀ نسبی یا ت- يت cدر  }{∋

  نسبی داشته باشد. 

  

یک تابع حقیقی  fکنیم فرض می. 20قضیه 

[,]تعریف شده روي بازة  ba  باشد و[,] bac .

}{)(نسبت به  fاگر  ∈ RALh Nnn   درc يت-

Nnnhپذیر و نسبت بهمشتق -داراي ت cدر  }{∋

),(0گاه بهینۀ نسبی باشد، آن-ي 
nhcf.  

 

'),(0اگر  اثبات. hcf n
، 17گاه بنا بر قضیۀ آن 

Nnعدد  0
-اي وجود دارد که براي بیبه گونه 

Nnnhنهایت جمله از   با شرط  }{∋
0nn :داریم   

)()( cfhcf n  , 
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Nnچنین بنا بر همان قضیه، عدد هم 1
چنان  

Nnnhنهایت جمله از وجود دارد که براي بی با  }{∋

 شرط 
1nn :داریم   

)()( cfhcf n  , 

 
  بهینه نیست.  cدر  fبنابراین

توان نشان داد که فرض با استدلال مشابهی می

  رسد. نیز به تناقض می 

 

-يکوشی، و ت-يرول، ت-يهاي تقضیه - 6

  تیلور 

-يیافته (تقضیۀ زیر، موسوم به قضیۀ رول تعمیم

در حساب دیفرانسیل  3رول)، تعمیمی از قضیۀ رول

  .]7,6,3[و انتگرال است 

 

کنیم رول) فرض می-ي(قضیۀ ت .21قضیه 

)(}{ ∈ RALh Nnn   و تابعRbaf ],[:  روي

[ , ]a b  پیوسته و نسبت به
Nnnh [,]در  }{∋ ba ت-

)()(پذیر باشد و مشتق-ي bfaf   در این صورت . 

.0),([;,]  nhcfbac  

 

هاي ثابت برقرار است. حکم قضیه براي تابع اثبات.

  ثابت نیست و fکنیم تابع فرض می

)(min),(max xfmxfM bxabxa  

 
)()(از شرط  bfaf شود که تابع نتیجه میf 

اي را در نقطه Mو  mحداقل یکی از مقادیر 

[,]از  cمانند  ba کند. اکنون، حکم مورد اختیار می

 شود. نتیجه می 20نظر از قضیۀ 

-یافته (تقضیۀ زیر، موسوم به قضیۀ کوشی تعمیم

 4تعمیمی از قضیۀ مقدار میانگین کوشیکوشی)، -ي

  .]6,5,3[در حساب دیفرانسیل و انتگرال است 

 

                                                 
3 Rolle’s theorem 
4 Cauchy’s mean value theorem 

کنیم کوشی) فرض می-ي(قضیۀ ت .22قضیه 

)(}{ ∈ RALh Nnn  هايو تابع gf ],[روي , ba 

پیوسته و نسبت به 
Nnnh [,]در  }{∋ ba يت-

در بازة  cباشند. در این صورت، نقطۀ  پذیرمشتق

[,] ba اي وجود دارد کهبه گونه  

))()()(,(

))()((),('

afbfhcg

agbghcf

n

n



  

 

  دهیمقرار می اثبات.

))()()(())()()(()( afbfxgagbgxfxu 

 
],[روي  uتابع  ba  14پیوسته و بنا بر قضیۀ ،

نسبت به 
Nnnh [,]در  }{∋ ba پذیرمشتق-يت 

)()(است و  buau  شود ، نتیجه می21. از قضیۀ

   که 

.0),([;,]  nhcubac  

 
),( اکنون محاسبۀ nhcu  14و استفاده از قضیۀ ،

  دهد.نتیجه میحکم را 

قضیه زیر، که آن را قضیۀ اول مقدار میانگین 

نامیم، از مقدار میانگین) می- يیافته (اول تتعمیم

xxgبه ازاي  22قضیۀ  )( آید. این به دست می

در حساب  5قضیه، تعمیمی از قضیۀ مقدار میانگین

  .]7,6,3[دیفرانسیل و انتگرال است 

  

مقدار میانگین) فرض - ي(قضیۀ اول ت .23قضیه 

}{)(کنیم می ∈ RALh Nnn   و تابعf  روي],[ ba 

پیوسته و نسبت به
Nnnh [,]در  }{∋ ba يت-

در بازة  cپذیر باشد. در این صورت نقطۀ مشتق

[,] ba اي وجود دارد کهبه گونه  

).,()()()( nhcfabafbf   

 
اي موجود باشد به گونه 0Mچنین اگر عدد هم

  که 

,|),(|:[,] Mhxfbax n   

                                                 
5 Mean value theorem 

0),(' hcf n
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  گاه آن

.)(|)()(| Mabafbf   

  

}{)(کنیم فرض می. 24نتیجه  ∈ RALh Nnn   و

],[روي  fتابع  ba پیوسته و نسبت به
Nnnh در  }{∋

[,] ba پذیر باشد ومشتق-يت 

.0),([;,]  nhcfbac  

  

],[روي f در این صورت تابع ba .ثابت است  

قضیۀ دوم مقدار میانگین  در قضیۀ زیر، موسوم به

مقدار میانگین)، تعمیم - يیافته (دوم تتعمیم

دیگري از قضیۀ مقدار میانگین براي مشتق در 

  آید.حساب دیفرانسیل و انتگرال به دست می

  

مقدار میانگین) فرض -ي(قضیۀ دوم ت .25قضیه 

}{)(کنیم می ∈ RALh Nnn   و تابعRbaf ],[: 

[,]روي  ba  پیوسته و در نقاطa  وb  به ترتیب

)(داراي حدود راست و چپ  af  و)( bf و ،

نسبت به
Nnnh [,]در  }{∋ baپذیر باشد. مشتق-يت

[,]در بازة  cدر این صورت نقطۀ  ba اي به گونه

  وجود دارد که 

),()()()( nhcfabafbf  . 

  

  کنیم:را به صورت زیر تعریف میFتابع  اثبات.

















.),(

,),(

[,,]),(

)(

bxbf

axaf

baxxf

xF  

  

],[این تابع روي  ba  پیوسته و نسبت به  

  

)(}{ ∈ RALh Nnn   در[,] baپذیر مشتق-يت

 cبراي یک نقطۀ  23است. در نتیجه بنا بر قضیۀ 

[در بازة  , [a b  :داریم  

).,()(

),()(

)()()()(

n

n

hcfab

hcFab

aFbFafbf







 

 

}{)(کنیم فرض می .26نتیجه  ∈ RALh Nnn   و

[,]روي  fتابع  ba  پیوسته و در نقاطa  وb  به

)(ترتیب داراي حدود راست و چپ  af  و)( bf 

و نسبت به
Nnnh [,]در  }{∋ ba پذیر مشتق-يت

 باشد و

.0),([;,]  nhcfbac  

  

)()(در این صورت   bfaf و تابع ،f  روي

[,] ba .ثابت است  

-يیافته (تقضیۀ زیر، موسوم به قضیۀ تیلور تعمیم

در حساب  6تیلور)، تعمیمی از قضیۀ تیلور

  .]7,6,3[دیفرانسیل و انتگرال است 

  

کنیمتیلور) فرض می-ي(قضیۀ ت .27قضیه 

Nm  و)(}{ ∈ RALh Nnn هاي و تابع gf ,-

],[روي  ba  پیوسته و از همۀ مراتبk 

)11(  mk  روي],[ ba پذیر، و از مرتبۀ مشتق

m نسبت به
Nnnh [روي  }{∋ , [a b مشتق-يت -

]پذیر باشند و , ]c a b در این صورت براي هر .

],[ bax نقطۀ ،
1x  بینx  وc  چنان وجود دارد

  که 









1

1

1
)(

)(

),(

])(
!

),(

)()([
m

k

n
m

kn
k

hxg

cx
k

hcf

cfxf









1

1

1
)(

)(

),(

])(
!

),(

)()([
m

k

n
m

kn
k

hxf

cx
k

hcg

cgxg  

]کافی است حالت  اثبات. , ]c x a b   را در نظر

bxcکنیم بگیریم. فرض می   نقطۀ ثابتی

],[است و براي هر  xct  دهیم: قرار می  

                                                 
6 Taylor’s theorem 
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( )1

1

( , )
( ) ( ) ( )

!

km
kn

k

f t h
F t f t x t

k





   , 

( )1

1

( , )
( ) ( ) ( )

!

km
kn

k

g t h
G t g t x t

k





   . 

  

],[روي  Gو  Fهاي تابع xc پیوسته و نسبت به

Nnnh [,]روي  }{∋ xc پذیرند. لذا از مشتق-يت

)()(هاي و برابري 22قضیۀ  xfxF   و

)()( xgxG  شود که براي یک نتیجه می

[,]1 xcx  داریم 

)2())()()(,(

))()()(,(

1

1
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  هامثال - 7
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}{)(کوچک نهایتگاه بیآن ∈ RAIh Nnn  به گونه-

نسبت به  fاي وجود دارد که 
Nnnh - ت cدر  }{∋

  پذیر  نیست. مشتق-ي

}{)(کوچکنهایتبراي هر بی خ. ∈ RAIh Nnn  و

[,]هر بازة  ba و هر[,] bac تابع ،Rbaf [,:] به

پذیر) پیوسته (و مشتق cاي وجود دارد که در گونه

نیست ولی نسبت به 
Nnnh پیوسته، - يت cدر  }{∋

کنیم براي مقادیر پذیر است. فرض میمشتق-يو ت

( مثلا  nبه اندازة کافی بزرگ 
0nn  داشته (

[,]باشیم  bahc n  براي هر .Rqp ,  با فرض

qp  دهیم:قرار می  










bxannhcxcxq

bxannhcxcxp

xf

n

n

qp

,),(

,,),(

)(

0

0

),(

 

Rbaf qp [,:]),(
پیوسته نیست ولی نسبت  cدر  

به 
Nnnh پذیر مشتق- يپیوسته و ت- يت cدر  }{∋

  است و 

.0),(),( 
nqp hcf  

  

[,]براي هر بازة  د. ba  و هر[,] bac تابع ،

Rbaf [,:]  با ضابطۀ  













,1

1
)(

cx

cx
cxxf  

  

}{)(کوچک نهایتنسبت به هیچ بی ∈ RAIh Nnn  

 .پذیر) نیستمشتق- يپیوسته ( و ت- يت cدر 

 

پردازیم می fدر این مثال به معرفی تابعی مانندذ. 

تعریف شده است و علاوه بر آن  ]1,1[که در بازة 

رول است، نسبت به - يکه داراي شرایط قضیۀ ت

Nnnhکوچک نهایتسه بی }{  [1,1]در همۀ نقاط

مشتق کراندار هم - يبر خلاف تابع مثال ب، از ت

و تابع  Nmکنیم برخوردار است. فرض می

Ru
mmm 


]

2

1
,

2

1
[:

1
  با ضابطۀ  

)22)(32)(12(
2

1

)(

121

2
 


xxx

xu

mmm

m

m

 

  

 داریم: Nmگیریم. براي هر را در نظر می

)5(,0)
2

3
()

2

1
()

2

1
(

21


 mmmmmm uuu  

  

  چنینهم

),32)(12(
2

1

)22)(12(

)22)(32(
2

1
)(

21

11

12













xx

xx

xxxu

mm

mm

mm
m

 

  و 

)6(.0
4

1
)

2

3
(,0

2

1

)
2

1
()

2

1
(

2

1









mm

mmmm

u

uu
 

 
)(0از حل معادلۀ   xum

شود که تابع نتیجه می 

mu  در نقطۀ
2,1

23

39





mma  داراي بیشینۀ
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32 23

3



mmB  و در نقطۀ

2,2
23

39





mma  داراي

کمینۀ 
32 23

3





mmA است.  بنابراین  

)7(
23

3
|)(|0

32 


mm xu 

  

Rvاکنون تابع 
mmm 



]

2

1
,

2

1
[:

1
 را با ضابطۀ 

 )()( xuxv mm   

  

، Nmگیریم. براي هر در نظر می
mv در رابطه-

  هاي

)8(0)
2

3
()

2

1
()

2

1
(

21









 mnmnmm vvv  

)9(0
4

1
)

2

3
(,

0
2

1
)

2

1
()

2

1
(

2

1





















mm

mmmm

v

vv

 

کند. این تابع در نقطۀ صدق می
2,1

23

39





mmb 

داراي بیشینۀ 
32 23

3



mmB  و در نقطۀ

2,2
23

39





mmb  داراي کمینۀ
32 23

3





nmA 

Rfاست. تابع     را به صورت زیر تعریف  :]1,1[
  

  کنیم:می




























Nmxxv

x

Nmxxu

xf

mmm

mmm

],
2

1
,

2

1
[)(

00

],
2

1
,

2

1
[)(

)(

1

1

 

  

پیوسته است، زیرا براي  ]1,1[در بازة  fتابع 

0  و با فرض]
2

1
,

2

1
[

1 mm
x


  داریم: )7(بنا بر  

,
23

3
|)(||)0()(|

32 


mm xufxf  

  

 به اندازة کافی بزرگ باشد خواهیم  mاکنون اگر 
 

داشت  |)0()(| fxf و ،f  در مبدا پیوستۀ

در مبدا از زوج بودن  fراست است. پیوستگی چپ 

از ضابطۀ  ]1,1[تابع، و پیوستگی آن در سایر نقاط 

f  پذیري شود. مشتقنتیجه می )8(و  )5(وf در 

[1,0][0,1] اي از ضابطۀ هم نتیجهf  و  )6(و

نیست، زیرا بنا بر پذیردر مبدا مشتق fاست.  )9(

  داریم: )5(

,0

2

1

)
2

1
(

lim

0
2

1

)0()
2

1
(

lim 







m

mm

m

m

m

m

uff
 

  

  و از سوي دیگر

,
6318

1
lim

0

)0()(
lim

,1

,1

,1












m

m
m

m

m
m

a

B

a

faf

 

.
6318

1
lim

0

)0()(
lim

,2

,2

,2














m

m
m

m

m
m

a

A

a

faf

 

  

نسبت  fشود که نتیجه می )8(و  )5(و  9از قضیۀ 

Nnnhهايکوچکنهایتبه بی }{ هايبا ضابطه 

n

n

nh
2

)1(
 ،

12

)1(





n

n

nh  و
22

3)1(





n

n

nh 

 fچنین پیوسته است. هم- ي ت ]1,1[در بازة 

 -يها در مبدا تکوچکنهایتنسبت به همان بی

  داریم: )8(و  )5(پذیر است، زیرا بنا بر مشتق

.0
0

)0()(
lim),0( 








n

n
nn

h

fhf
hf  

  

),(دار بودن براي اثبات کران nhxf  1,1[در[ کافی

)0,(است با توجه به مقدار  nhf   و زوج بودنf ،

نشان دهیم. اگر  [1,0]کران دار بودن آن را در 

[1,0]xگاه ، آنNm اي وجود دارد که به گونه

]
2

1
,

2

1
[

1 mm
x


 و ضابطۀ  10، در نتیجه بنا بر قضیۀ 
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mu :داریم  

.
2

1
|)(||)(||),(|  xuxfhxf mn

 

  

مقدار - يدر این مثال، درستی قضیۀ اول ت ر.

و  Nmکنیم آزماییم. فرض میمیانگین را می

تابع 
mu  را مانند مثال ذ و تابعRf  را  :]1,1[

  کنیم:به صورت زیر تعریف می























[0,1[12ln2
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1
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1
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1
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x

Nmxxu
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x
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f  و مثال ذ بیان  10زوج نیست و از آنچه در قضیۀ

هايکوچکنهایتشود که نسبت به بیشد نتیجه می

Nnnh }{ هاي با ضابطه
n

n

nh
2

)1(
 ،

12

)1(





n

n

nh 

و 
22

3)1(





n

n

nh  1,1[در بازة[ پیوسته و ت–ي ت-

  ر است:دار زیمشتق کران-يبا ت پذیرمشتق -ي
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






















[0,1[2ln2ln2
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1
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2
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1

x
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Nmxxu

hxf
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mabکنیم فرض می 23در قضیۀ  ,1  1وa ،

  بنا بر مثال ذ داریم:

2

1
2ln)1()(

)()(

,1 



mm Bfaf

afbf

 

  

مقدار -يبنابراین، بررسی درستی قضیۀ اول ت

  ، به بررسی درستی گزارة fمیانگین براي تابع 

1
2

1
2ln

),([:,1]
,1

,1





m

m

nm
a

B
hxfax  

  

دهد که براي هر انجامد. محاسبه نشان میمی

Nm،  

. 41.0
1

2

1
2ln

20.0
,1







m

m

a

B
 

  

Ruاما 
mmm 


]

2

1
,

2

1
[:

1
 )6(پیوسته است و بنا بر  

 مقدارهاي 
2

و 1
4

1  را به ترتیب در
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1
m

و  
22

3
m

 

  کند، و اختیار می

,
2

3

2

1
1 ,121 mmm
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.
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1
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1
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
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
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و مقدار میانگین براي  10هاي اکنون بنا بر قضیه

]پذیر، هاي مشتقتابع
2

1
,

2

1
]

1 mm
x


 اي به گونه

  وجود دارد که

1
2

1
2ln

)(),(
,1 




m

m

mn
a

B
xuhxf  

  

 شود.و حکم ثابت می

 

 قدردانیتشکر و 

نویسندة مقاله، از داوران محترم، که نظرات و 

پیشنهاداتشان بر کیفیت مقاله افزود، کمال تشکر و 

  .قدردانی را دارد
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