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هاي معینی در  سازي تعادلسازي است که قیود آن براي مدلي ریاضی باقیود تعادلی یکی از مسائل بهینهبرنامهیک  
گیرد. هدف ما در این مقاله بررسی شرایط لازم بهینگی و  کاربردهاي علوم مهندسی و اقتصاد مورد استفاده قرار می

را در   سازي با قیود تعادلیي بهینهاین منظور یک مساله بدست آوردن دوگان ولف براي این گونه مسائل است. براي 
پذیر و یا  مشتق  کنیم توابعی که در مساله وجود دارند الزاماًحالت ناهموار و غیرمحدب در نظر گرفته و فرض می

فته،  ها هستند، مفاهیم ایستایی تعمیم یادیفرانسیلها که تعمیمی از زیرکنندهمفهوم محدبمحدب نیستند. به کمک  
ي دوگان وُلف را  کنیم. مسالهگونه از مسائل تعریف میهاي قیدي را براي اینتحدب تعمیم یافته و برخی از توصیف

ها، کنندهکنیم و براي این مساله با استفاده از مفهوم محدبسازي با قیود تعادلی معرفی میي بهینهبراي یک مساله
  کنیم. یان و اثبات میقضایاي دوگانگی ضعیف و دوگانگی قوي را ب 
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  مقدمه -1
یا به طور خلاصه   2ي ریاضی با قیود تعادلی یک برنامه

MPEC  مساله بهینهیک  آن  ي  در  که  است  سازي 
قیود اصلی توسط یک نابرابري تغییراتی پارامتریک یا  

ي تعادل به شوند. واژهیک دستگاه تکمیلی تشریح می
این خاطر اختیار شده است که قیود نابرابري تغییراتی  

مدل  MPECدر   براي  معمول  طور  سازي به 
کاربردتعادل  اقتصاد   هاي مهندسیهاي معینی در    و 

  گیرند. استفاده قرار مید مور
مساله  مقاله  این  نظر   MPECي  در  در  را  زیر 

     گیریم:می
min                                                   (ݔ)݂  
s. t.   g(x) ≤ 0,   h(x) = 0                               )1 (  
(ݔ)ܩ ≥ (ݔ)ܪ,0 ≥ (ݔ)ܪ்(ݔ)ܩ   ,0 = 0,  

  
ℝ௡:݂که در آن  → ℝ  ،݃:ℝ௡ → ℝ௣ ،ℎ:ℝ௡ →

ℝ௤  ܩ,ܪو:ℝ௡ → ℝ௠  .توابع داده شده هستند  
بهینه استاندارد  سازي غیربر خلاف مسائل  که خطی 

دوگان(شر ایستایی  شرط  یک  کارشفقط  -کان-ط 
 هاي گوناگونی کهبندي  به دلیل فرمولتاکر) دارند،  

دارد؛    MPEC  مسائل  براي فرمول  وجود  دلیل  به 
وجود    MPECبراي مسائل  هاي گوناگونی که  بندي

استفاده   همچنین  و  مفاهیمدارد    پذیري مشتق  از 
  اهمیت   که  ایستایی  از  متفاوتی  یافته، مفاهیم  تعمیم
  دارد،   تعادلی  قیود   با  ریاضی   مسائل  مطالعه  در   فراوانی
  - Bتوان از از این مفاهیم بویژه می  .است آمده بوجود

  6ایستایی  -M،  5ایستایی   -A،  4ایستایی  -C،  3ایستایی 
هاي اخیر به ویژه به در سالنام برد.    7ایستایی   -Sو  

، از جهت وجود  ایستایی  -S   ایستایی و  -Mمفهوم  
مکانیکی    هايویژه در تعادل هاي عملی بهبرخی کاربرد

به عنوان یک شرط لازم بهینگی  و امکان برقراري آن 
ضعیفمرتبه تحت  اول  قیدي،  توصیفترین  ي  هاي 

 
2 Mathematical Programs with Equilibrium 
Constraints 
3 B(Bouligand)-Stationary 
4 C(Clarke)-Stationary 

زیادي شده است هاي گذشته  در سال  .]2،  1[توجه 
روش و  بهینگی  زیادي شرایط  حل  نویسندگان  هاي 

بهینه حالت  مسائل  در  را  تعادلی  قیود  با  سازي 
مورد مطالعه و    ]8،  7،  6[هموار  ناو    ] 5،  4،  3[هموار

  اند. بررسی قرار داده
اساسی در  آنالیز محدب نقش  دانیم  همانطور که می

حقیقت شناخته  یک  این    و  سازي داردي بهینهنظریه
رده اما  است.  کاربردي شده  مسائل  از  بزرگی  ي 

بهینه نیازمند  غیرمحدبهستندکه  توابع    . اندسازي 
کند متاسفانه غیرمحدب بودن کار را بسیار سخت می

هاي محدب و در بسیاري از موارد از خواص خوب فضا 
ي  بنابراین، طبیعی است تا ایده   توان استفاده کرد.نمی

گونه  به  محدب  روش توابع  که  یابد  توسعه  هاي اي 
آنالیز محدب براي مسائل غیرمحدب نیز قابل استفاده  

  .]9[باشند
محدب دیفرانسیلمفهوم  زیر  از  تعمیمی  ها  کننده 

زیر دیفرانسیل از  هاي که در است. در واقع بسیاري 
بهینه موضعمسائل  توابع  براي  لیپسازي  شیتس  ا 
می کلارك،  استفاده  دیفرانسیل  زیر  مانند  شوند، 
میشل  موردوخویچ مثال-،  تریمن،  و  از  پینوت  هایی 

هستندکنندهمحدب محدب]10[ها  مفهوم  کننده . 
صورت به  1994در سال    ]11[اولین بار توسط دمیانف

ي محدب و فشرده به عنوان تعمیمی از  یک مجموعه
ت محدب  قریب مفاهیم  پاهاي  مقعر  و  ینی ئبالایی 

 معرفی شد. این ایده بعدا توسط دمیانف و جیاکومار
بیشتر آشکار شد و پس از آن توسط جیاکومار   ]12[

  توسعه داده شد. ]13[ كو لو
و    ، گسترش تجزیه و تحلیلکننده براي  ي محدبایده

بهینه ناهموار و  آنالیز  سازي  تقویت نتایج مختلف در 
است شده  سال.  استفاده  ایدهدر  گذشته،  ي  هاي 

اساسی محدب نتایج  تعمیم  براي  شرایط    کننده  و 
سازي بکار برده شده  و بهینهبهینگی در آنالیز ناهموار  

5 A(Alternatively)-Stationary 
6 M(Mordukhovich)-Stationary 
7 S(Strong)-Stationary 
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می جمله  آن  از  که  مراجعاست  به    ]16-10[ توان 
 ]16[ردلی و همکاران در  رجوع کرد. اخیرا، انصاري ا

محدب مفهوم  از  استفاده  تعمیم  با  ضمن  کننده، 
توصیف و  ایستایی  یک  مفاهیم  براي  قیدي  هاي 

کافی نا  MPECي  مساله  و  لازم  شرایط  هموار، 
بهینگی را براي این گونه از مسائل مورد بررسی قرار  
و   اخیر  نتایج  مطالعه  و  بیشتر  بررسی  جهت  دادند. 

  ]16-10[  توان مراجعها می ندهکنکاربردهاي محدب 
  را مورد مطالعه قرار داد.  
ي دوگان موضوع مهمی در  مفهوم دوگانگی و مساله

برنامه مسائل  که  مطالعه  تا جاي  است  ریاضی  ریزي 
هدف  تابع  براي  پایین  کران  یک  ضعیف  دوگانگی 

فراهم میمساله  اولیه  برنامهي  مسائل  در  ریزي  کند. 
- دوگان موندو    ]17[ن ولف  هاي دوگاغیرخطی، مدل

اکثر  ]18[ایرو براي  و  هستند  شده  شناخته  کاملاً 
برنامهمسائ نظیر،ل  ریاضی  ریزي  برنامهمسائل    ریزي 

برنامه مسائل  و  سطحی  دو  نامتناهی،  ریزي  نیمه 
استاندارد قرار    غیرخطی  بررسی  و  مطالعه  مورد 

از    .]20-17[اندگرفته  استفاده  با  ما  مقاله  این  در 
ي  کننده دوگان ولف را براي یک مساله محدبمفهوم 

MPEC  با استفاده از   کنیم. سپسهموار تعریف مینا
دوگانگی ضعیف  م یافته قضایايیک نوع تحدب تعمی

کنیم.  دوگان بیان و ثابت می  و قوي را براي این مساله
آن محدباز  مفهوم  که  زیر  جایی  از  تعمیمی  کننده 

ت آمده در این مقاله ها است لذا نتایج بدسدیفرانسیل
  نتایج نویسندگان پیشین را پوشش خواهد داد. 

،  2بخش تنظیم شده است. در بخش    4این مقاله در  
و تعاریفی که در    برخی از مفاهیم، نمادها، مبانی اولیه

میادامه مطرح  را  است  نیاز  مورد  مقاله  در  ي  کنیم. 
مفهوم محدب3بخش   از  استفاده  با  توصیف ،  کننده 

مسائل   براي  را  قوي  ایستایی  و  آبادي  قیدي 
تعریف برنامه و  تعمیم  ناهموار  تعادلی  قیود  با  ریزي 

میمی نشان  سپس  قوي  کنیم.  ایستایی  که  دهیم 
تعمیم یافته یک شرط لازم    تحت این توصیف قیدي

 
8 Boligand Tangent cone 

ي  ، مساله4بهینگی براي این مسائل است. در بخش  
کنیم و  را تعریف می  MPEC  يدوگان از یک مساله

ي  قضایاي دوگانگی ضعیف و قوي را براي این مساله
ي  دهیم. در نهایت با ارائهدوگان مورد بررسی قرار می

  کنیم.  مثالی قضایاي بدست آمده را ارزیابی می
  
  مفاهیم اولیه -2

این مفاهیم بخش  در  و  تعاریف  ساختارها،  برخی   ،
که در    را  سازي ناهمواراساسی از آنالیز محدب و بهینه

از آنهبخش   جع از مر،  شودها استفاده میاي بعدي 
  کنیم. یادآوري می ]21[

زیرمجموعه هر  ناتهی  براي  مجموعهℝ௡از  ܵي  ي  ، 
از   محدب  ترکیبات  (   ܵاعضايتمام  غلاف  )  پوشرا 

نماد     ܵمحدب با  را  آن  و  نمایش    ܵ ݋ܥگوییم 
واقع  می در  کوچکܵ ݋ܥدهیم.  مجموعه،  ي  ترین 

و    ܵ، بستار  ܵدرون  .  است  Sمحدبی است که شامل  
شامل مبدأ را به   ܵتولید شده توسط  محدب مخروط 

نمادهاي   با  نمایش   ܵ ݁݊݋ܥ و    ܵ ݈ܿ،  ܵ ݐ݊݅ترتیب 
  دهیم. می

منفی اکید  ିܵ  قطب  منفی  قطب  تولید شده  ௦ܵ   و 
  شوند: به ترتیب به صورت زیر تعریف می ܵتوسط 

ܵି ≔ ݒ} ∈ ℝ௡  ∶ ,ݒ〉  〈ݔ  ≤ ݔ∀  0 ∈ ܵ},  
ܵ௦ ≔ ݒ} ∈ ℝ௡  ∶ ,ݒ〉  〈ݔ   < ݔ∀  0 ∈ ܵ}.   

  
. همچنین  یک مخروط بسته است  ିܵواضح است که  

௦ܵاگر  ≠ (௦ܵ)݈ܿآنگاه  ∅ = ܵି .  
,ܵ)஻ܶ  8ندمخروط مماس بولیگا و مخروط نرمال    (ݔ

,ܵ)෡ܰ  9شه فر  منظم یا مخروط نرمال   يدر نقطه  (ݔ
ݔ ∈   شوند:به صورت زیر تعریف می ܵ ݈ܿ

஻ܶ(ܵ, (ݔ ≔ ݒ} ∈ ℝ௡ | ∃ ݐ௡  ↓ ௡ݒ∃,0 →
.ݏ  ݒ ݔ   .ݐ + ∋ ௡ݒ௡ݐ ܵ,   ∀݊ ∈ ℕ},  
N෡(S, (ݔ  ≔ {ξ ∈ ℝ௡|  < ξ, , ݒ >≤
ݒ∀   ,0 ∈  T୆(S, {(ݔ = T୆(S,   .ି(ݔ

  
  آن  هاي  کننده و برخی ویژگیدر ادامه مفهوم محدب

  

9 Fréchet normal cone 
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  کنیم.  یادآوري می ]10 [را از مرجع 
ℝ୬:݂اگر    → ℝഥ = ℝ∪ یک تابع حقیقی    {∞+}

باش  مقدار یافته  ݔ  و  دگسترش  ∈ ݂݉݋݀ ≔
ݔ} ∈ ℝ୬| ݂(ݔ) < آنگاه مشتق جهتی دینی  ،  {∞

، به ترتیب ݒو در جهت بردار     ݔدر   ݂   ینی بالایی و پائ
  شوند: به صورت زیر تعریف می

݂ା(ݔ; (ݒ = lim
௧↓଴

sup ௙(௫ା௧௩)ି௙(௫)
௧

,  

;ݔ)ି݂ (ݒ = lim
௧↓଴

inf ௙(௫ା௧௩)ି௙(௫)
௧

.  
  

اگر   که  است  ذکر  به  ℝ௡:݂لازم  → ℝ   موضعا
مشتقلیپ آنگاه  باشد،  و  شیتس  بالایی  دینی  هاي 

پائینی موجود و متناهی هستند. حال در اینجا تعریف  
مرجع  محدب از  را  پائینی  و  بالایی   ]10[کننده 

  کنیم. یادآوري می
  

کنید  :  1  .2تعریف   ℝ୬:݂فرض   → ℝഥ  این در   ،
  ،ݔ̅در  ݂صورت گویند تابع  
ي  کننده بالایی است اگر مجموعهالف). داراي محدب

(ݔ̅)݂∗߲  بسته ⊆ ℝ௡  که براي  طوريموجود باشد، به
ݑهر ∈ ℝ௡  :داشته باشیم  

(ݑ;ݔ̅)ି݂ ≤ ߦ             ,〈ݑ,ߦ〉݌ݑݏ ∈  .(ݔ̅)݂∗߲
 

ي  کننده پائینی است اگر مجموعهب). داراي محدب
(ݔ̅)݂߲∗  بسته ⊆ ℝ௡  براي    کهطوريموجود باشد، به

ݑهر ∈ ℝ௡  :داشته باشیم  
݂ା(̅ݑ;ݔ) ≥ ߦ            ,〈ݑ,ߦ〉݂݊݅ ∈  .(ݔ̅)݂߲∗

  
بسته  مجموعه (ݔ̅)݂∗߲ ي  ⊆ ℝ௡ یک را 
براي  محدب  (ݔ̅)݂∗߲هرگاه  ،  گویند  ݔ̅در    ݂کننده 

نی در  کننده پائی کننده بالایی و هم محدبهم محدب
خاصی از تعاریف بالا تعریف    به عنوان حالت  .باشد  ݔ̅

بالایی محدب به  کننده منظم  را  پائینی  زیر و  صورت 
  . کنیمبیان می

  
  ننده منظم بالایی  کداراي محدب ݂ تابع    :2  .2تعریف  

  

اگر مجموعه (ݔ̅)݂∗߲بسته  ي  است  ⊆ ℝ௡    موجود
ݑ که براي هر طوريباشد، به ∈ ℝ௡ داشته باشیم  :  

݂ା(̅ݑ;ݔ) = ߦ          ,〈ݑ,ߦ〉݌ݑݏ ∈  ,(ݔ̅)݂∗߲
  
مجموعهمحدبو   اگر  است  پائینی  منظم  ي  کننده 

(ݔ̅)݂߲∗بسته   ⊆ ℝ௡  که براي  طوريموجود باشد، به
ݑهر ∈ ℝ௡  :داشته باشیم  

 ݂ା(̅ݑ;ݔ) = ߦ         ,〈ݑ,ߦ〉݂݊݅ ∈    .(ݔ̅)݂߲∗
  

ℝ௡:݂ي  ذکر است که اگر تابع پیوسته  شایان  → ℝഥ 
 ݂∗߲کراندار    کننده موضعاًداراي یک نگاشت محدب

  است.  ݔ̅شیتس حول  لیپ موضعاً ݂باشد، آنگاه   ݔ̅در 
مرجع   از  کننده  ]22[حال  محدب  نیمتعریف  - ي 

  کنیم. نظم را بیان میم
  

کنید    :3  .2تعریف   ℝ୬:݂فرض   → ℝഥ  این در   ،
  ،ݔ̅در  ݂صورت گویند تابع  

منظم بالایی است    – نیم    کنندهالف ). داراي محدب
مجموعه بسته  اگر  (ݔ̅)݂∗߲ي  ⊆ ℝ௡    داشته وجود 

ݑکه براي هر  طوريباشد به ∈ ℝ௡  :داشته باشیم  
݂ା(̅ݑ;ݔ) ≤ ߦ           ,〈ݑ,ߦ〉݌ݑݏ ∈  .(ݔ̅)݂∗߲
 

منظم پائینی است اگر    –کننده نیم  ب). داراي محدب
(ݔ̅)݂߲∗ي بسته  مجموعه ⊆ ℝ௡    وجود داشته باشد

ݑ که براي هرطوريبه ∈ ℝ௡  :داشته باشیم  
(ݑ;ݔ̅)ି݂ ≥ ߦ                  ,〈ݑ,ߦ〉݂݊݅ ∈  .(ݔ̅)݂߲∗

  
محدب  تعریف  به  توجه  که با  است  واضح  کننده 

) تابع  منظم بالایی (پائینی  –ي نیم  کننده هرمحدب
 ݂) تابع  بالایی (پائینی  يکنندهیک محدب  ݔ̅در    ݂

ي منظم بالایی (پائینی)  کنندهاست و هر محدب  ݔ̅در  
منظم بالایی   – ي نیم کنندهیک محدب ݔ̅در   ݂تابع 

  است.  ݔ̅ در ݂تابع (پائینی ) 
  

ي اعداد گویا باشد مجموعه ℚفرض کنید  :1 .2مثال
ℝ୬:݂و تابع  → ℝ :به صورت زیر تعریف شود  
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(ݔ)݂ =

ቐ
tan ݔ                    if     ݔ ∈ ℚ ∩ [0, +∞)
sinଶ ݔ − 3sin ݔ   if    ݔ ∈ ℚ ∩ (−∞, 0]
 در  غیر این صورت                                        0

  

  
بررسی کرد که مشتق دینی بالایی  توان  به سادگی می

ݔ̅در  ݂و پائینی از   =   : به صورت زیر است 0
݂ା(0;ݒ) = ቄ ݒ              ݒ ≥ 0

ݒ           ݒ3− < 0 
(ݒ;0)ି݂ = ݒ ∀   ,    0 ∈ ℝ. 

  
هایی مثال  [3,1−]و    {3,1−}بنابراین مجموعه ي  

ݔ̅در  ݂منظم بالایی از  –هاي نیمکنندهمحدباز = 0  
کننده محدب  لذا  و  براي  هستند  بالایی  در   ݂هاي 

ݔ̅ = مجموعه   0 یک    {0} ي  هستند. 
ݔ̅در  ݂ي پائینی از  کنندهمحدب =   است.  0

  
ℝଶ:݂فرض کنید    :2  .2مثال → ℝ   تابع داده شده

  به صورت زیر باشد:
(ݕ,ݔ)݂ = |ݔ| −   .|ݕ|

  
از   بالایی  ݔ̅ي  در نقطه  ݂به وضوح مشتق دینی  =

(ଵݕ,ଵݔ) =   به صورت زیر است: (0,0)
݂ା((0,0); ,ଵݒ) ((ଶݒ = −|ଵݒ|   .|ଶݒ|

  
مجموعه صورت  این  ൫(0,0)൯݂∗߲ي  در  =

{(1,−1), محدب  {(1,1−) نیمکنندهیک  - ي 
  است.  ݔ̅در  ݂منظم بالایی از  

  
ℝ௡:݂پذیر مانند  هر تابع مشتق   :1  .2تبصره → ℝ  

یک محدب بالایی  کنندهداراي  منظم  با  ي  که  است 
(ݔ)݂∗߲ = همچنین    شود. نشان داده می  {(ݔ)݂∇}

موضعاً  ݂اگر   باشدلیپ  تابعی  زیر شیتس  آنگاه   ،
میشل  دیفرانسیل کلارك،  مانند  شده  شناخته  هاي 
مثال  موردوخویچ پینوت،   تریمن  از  و  هایی 

نیم  کنندهمحدب حتی    -ي  هستند.  بالایی  منظم 
  – ي نیم کنندهممکن است غلاف محدب یک محدب

لیپ موضعا  تابع  یک  از  بالایی  اکیدا  منظم  شیتس 
دیفرانسیل زیر  در  میشل مشمول  و  کلارك  هاي 

پینوت باشد. بنابراین نتایج بدست آمده در این مقاله  
ها به  توان براي حالتی که از این زیر دیفرانسیلرا می

  کننده استفاده شوند نیز به کار برد. جاي محدب
ن شرایط دوگانگی نیاز به  در ادامه و براي بدست آورد 

استفاده از یک تحدب تعمیم یافته خواهیم داشت که  
ها معرفی شود. بنابراین در  کنندهبا استفاده از محدب

، تعاریف زیر را یادآوري  ]22[اینجا به پیروي از مرجع  
  کنیم. می
  

ℝ௡ :݂  فرض کنید: 4 . 2تعریف  → ℝ∪ یک  {∞}
یافته بتابع گسترش  اشد که داراي  ي حقیقی مقدار 

نیمکنندهیک محدب بالایی در  –ي  ݔ̅منظم  ∈ ℝ௡ 
  است. در این صورت گوئیم:  

محدب است اگر و فقط اگر براي   -∗߲، ݔ̅در   ݂الف).  
ݔهر  ∈ ℝ௡  :داشته باشیم ،  

(ݔ)݂ ≥ (ݔ̅)݂ + ,ߦ〉 ݔ − ,〈ݔ̅ ߦ∀ ∈   .(ݔ̅)݂∗߲
 

نما است اگر و فقط اگر براي  محدب  -∗߲،  ݔ̅در   ݂ ب).  
ݔهر  ∈ ℝ௡ :داشته باشیم ،  

(ݔ)݂ < (ݔ̅)݂ ⇒ ,ߦ〉     ݔ − 〈ݔ̅ < 0, ߦ∀ ∈
  .(ݔ̅)݂∗߲

  
فقط اگر    محدبشبه  -∗߲،  ݔ̅در    ݂ج).   اگر و  است 

ݔبراي هر   ∈ ℝ௡ :داشته باشیم ،  
(ݔ)݂ ≤ (ݔ̅)݂ ⇒ ,ߦ〉     ݔ − 〈ݔ̅ ≤ 0, ߦ∀ ∈
  .(ݔ̅)݂∗߲

  
 مقعرنما و یا   -∗߲ مقعر یا  -∗߲  را  ݂تابع    :1  .2تذکر  
 - ∗߲محدب یا    -∗߲،  ݂−مقعر گوئیم هرگاه  شبه  -∗߲

  محدب باشد. شبه -∗߲نما و یا  محدب
  

که    :2  .2تذکر حالتی  در  اینکه  به   ݂باتوجه 
محدب  (ݔ̅)݂∇  باشد  پذیرمشتق میک  نظم  کننده 

مشتق حالت  در  لذا  است  محدب -∗߲   پذیربالایی 
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مورد  در  این حرف  است.  تابع محدب  تعریف  همان 
  نما نیز صحیح است. محدب -∗߲محدب و  شبه -∗߲

را    MPEC(1)سازي با قیود تعادلی  حال مساله بهینه
داراي   توابع  تمام  آن  در  که  بگیرید  نظر  در 

نقطهکنندهمحدب در  بالایی  مانند  ي  در    ݔ̅اي  واقع 
برايناحیه باشند.  سادگی و اختصار    ي موجه مساله 

  کنیم: هاي زیر را معرفی میابتدا نمادگذاري
 MPEC(1)ي  ي همه نقاط موجه از مسالهمجموعه

  دهیم. به عبارت دیگر، نشان می ષرا با 
ષ ≔ (ݔ)݃ | ℝ௡߳ݔ} ≤ 0,ℎ(ݔ) = 0 ,
(ݔ)ܩ ≥ (ݔ)ܪ,0 ≥ 0, (ݔ)ܪ.்(ݔ)ܩ = 0}.  

  
نقطه گرفتن  نظر  در  ݔ̅ي  با  ∈ ષمجموعه هاي ، 

  کنیم: زیر را تعریف میاندیس گذار 
௚ܫ = (ݔ̅)௚ܫ ≔ {݅|  ௜݃(̅ݔ) = 0},  
ߙ = (ݔ̅)ߙ ≔ (ݔ̅)௜ܩ| ݅} = 0 , (ݔ̅)௜ܪ  > 0},  
ߚ = (ݔ̅)ߚ ≔ (ݔ̅)௜ܩ | ݅} = 0 , (ݔ̅)௜ܪ  = 0},  
ߛ = (ݔ̅)ߛ ≔ (ݔ̅)௜ܩ | ݅} > 0 , (ݔ̅)௜ܪ  = 0}.  

  
. اگر این  نام دارد 10  ي تبهگنمجموعه ،ߚي  مجموعه

شرط تکمیلی  در     ݔ̅مجموعه تهی باشد گوئیم بردار  
می  11اکید تمام  .  کندصدق  حالت  این  در  چون 

اند  هایی که براي این گونه مسائل تعریف شدهایستایی
می تبدیل  حالت  یک  آمده  به  بدست  نتایج  و  شوند 

چندان جالب نخواهد بود، لذا در این مقاله حالت مهم  
  ناتهی در نظر گرفته خواهد شد.  ߚ
 
    شرایط بهینگی-3
ننده کبا استفاده از مفهوم محدب  ،  ااین بخش ابتددر

آبادي  قیدي  را    12توصیف  قوي  ایستایی  مفهوم  و 
می تحت تعریف  که  داد  نشان خواهیم  کنیم. سپس 

لازم   شرط  یک  قوي  ایستایی  قیدي،  توصیف  این 
مساله براي  آن    MPECي  بهینگی  دنبال  به  است. 

را مساله  ولف  دوگان  نوع  از  دوگان  مسائل    ي  براي 

 
10 Degenerate set 
11 Strict complenentarity 
12 Abadie Constraint Qualifications 

MPEC  کنیم و قضایاي دوگانگی ضعیف  معرفی می
  کنیم. اثبات می له بیان وو قوي را براي این مسا

  
آبادي  :1  .3تعریف   قیدي  توصیف  تعمیم    گوئیم 

ݔ̅  يدر نقطه  (GSACQ)  13ي استاندارد یافته ∈ ષ 
هاي دوگان  حداقل یکی از مجموعهبرقرار است، اگر  

باشد و داشته    ناتهی   ،(ݔ̅)Γاستفاده شده در تعریف  
  باشیم: 

(ݔ̅)߁ ⊂ ஻ܶ(ࢹ,   ,(ݔ̅
  جایی که در آن  

Γ(̅ݔ) ≔ ݃ି ∩ hି ∩ G஑ି ∩ Hஓ
ି ∩ (GH)ஒ

ି, 
  و

݃ ≔ ⋃ ݋ܿ ∂∗ ୧݃(̅ݔ),୧∈୍೒   
h ≔ ⋃ ݋ܿ ∂∗h୧(̅ݔ) ∪ co ∂∗(−h୧)(̅ݔ),୯

୧ୀଵ   
G஑ ≔ ⋃ ݋ܿ ∂∗G୧(̅ݔ) ∪ co ∂∗(−G୧)(̅ݔ)୧∈஑ ,  
Gஒ ≔ ⋃ ݋ܿ ∂∗G୧(̅ݔ)୧∈ஒ ,    
Hஓ ≔ ⋃ ݋ܿ ∂∗H୧(̅ݔ) ∪ co ∂∗(−H୧)(̅ݔ)୧∈ஓ ,  
Hஒ ≔ ⋃ ୧∈ஒ(ݔ̅)H୧∗∂ ݋ܿ  ,  
ஒ(ܪܩ) ≔ ⋃ (ݔ̅)(୧ܩ−)∗∂ ݋ܿ ∪୧∈ஒ
co   . (ݔ̅)(୧ܪ−)∗∂

  
را با    MPECحال تعریف ایستایی قوي براي مسائل  

  . کنیمکننده بیان میاستفاده از مفهوم محدب
  

: )ي ایستایی قوي تعمیم یافته(نقطه   2  .3تعریف  
  ي ي ایستارا نقطه MPEC ياز مساله ݔ̅نقطه موجه  

گوئیم. هرگاه    ایستا  –  SGي  قوي تعمیم یافته یا نقطه 
ߣبردارهاي   = ൫ߣ௚ ீߣ,௛ߣ, ு൯ߣ, ∈ ℝ௣ା௤ାଶ௠  و 

ߤ = ௛ߤ) , ீߤ , (ுߤ ∈ ℝ௤ାଶ௠  داشته    وجود
  : که روابط زیر برقرار باشندطوريبه باشند

0 ∈ (ݔ̅)݂∗߲݋ܿ +∑ ௜ߣ
௚߲ܿ݋∗ ௜݃(̅ݔ) +௜∈ூ೒

∑ (ݔ̅)ℎ௝∗߲݋ܿ ௝௛ߣ] +௤
௝ୀଵ

[(ݔ̅)൫−ℎ௝൯∗߲݋௝௛ܿߤ +
∑ ௜ீߣൣ (ݔ̅)(௜ܩ−)∗߲ ݋ܿ  +௠
௜ୀଵ

௜ுߣ +൧(ݔ̅)(௜ܪ−)∗߲݋ܿ 

13 Generalized Standard Abadie Constraint 
Qualification 
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 ∑ ௜ீߤൣ (ݔ̅)(௜ܩ)∗߲ ݋ܿ  +௠
௜ୀଵ

௜ுߤ   , ൧(ݔ̅)(௜ܪ)∗߲݋ܿ 
ூ೒ߣ
௚ ≥ ௝௛ߤ,௝௛ߣ    ,0 ≥ 0 , ݆ = 1, … ,      ,ݍ

௜ீߣ     , ௜ுߣ ௜ீߤ, , ௜ுߤ ≥ 0, ݅ = 1, … ,݉,  
ఊீߣ   = ఈுߣ = ఊீߤ = ఈுߤ = 0,   
 ∀ ݅ ∈ ௜ீߤ    ,ߚ = ௜ுߤ      ,0 = 0.   

 
، در حالت  بیان شد  102  هتبصرکه در  توجه به آنچه  با  

محدب  ݂پذیر  مشتق منظمکنندهداراي  بالایی    ي 
فرد   به  در    {(ݔ̅)݂∇}منحصر  بنابراین  بود.  خواهد 

فوق محدب   تعاریف  عوض  اگر  گرادیان  با  را  کننده 
از  هموار  حالت  در  شده  آورده  تعاریف  همان  کنیم 

  خواهد آمد.  بدست ]4،  3[ مراجع
کنیم که تحت شرایط  اي بیان میحال در اینجا قضیه

تابع هدف مساله   به جز  برقرار است و  بسیار ضعیف 
شود بقیه توابع حتی شیتس در نظر گرفته میکه لیپ 

  کنند. در هیچ شرط پیوستگی هم صدق نمی
  

کنید  :  1  . 3قضیه   بهینه  ݔ̅فرض  جواب  از    یک 
کنید    MPECي  مساله  فرض  همچنین   ݂باشد. 

 ݔ̅و قیود فعال در    ݂شیتس و  لیپ   موضعاً  ݔ̅اطراف  
منظم بالایی کراندار در    –ي نیم  کنندهداراي محدب

  GSACQباشند. در این صورت اگر توصیف قیدي    ݔ̅
ایستا   –  SGي  یک نقطه  ݔ̅برقرار باشد، آنگاه    ݔ̅در  

  خواهد بود.
  دهیم  قرار می: برهان

ߎ ≔ ݃  ݋ܿ ݁݊݋ܿ + ℎ  ݋ܿ ݁݊݋ܿ +
ఈܩ  ݋ܿ ݁݊݋ܿ + ఊܪ  ݋ܿ ݁݊݋ܿ +
ఉ(ܪܩ)  ݋ܿ ݁݊݋ܿ   ,  

  
  دهیم که  و نشان می

0Є ܿ(ݔ̅)݂∗߲  ݋ + Π .                                     )2(  
  

و لذا فرض    شوداثبات بر اساس برهان خلف دنبال می
  برقرار نباشد پس داریم:  )2ي ( کنیم رابطهمی

(ݔ̅)݂∗߲ ݋ܿ  ∩ (−Π) = ∅.  
  

و توابع قیود فعال    ݂باتوجه به فرضیات قضیه، چون  
محدب نیم  کنندهداراي  کراندار    –ي  بالایی  منظم 
محدب    يمجموعه  یک   (ݔ̅)݂ ∗߲ ݋ܿ هستند پس  

ي محدب بسته هستند. از  یک مجموعه  ߎو    فشرده
پذیري محدب بردار  ي تفکیکاین رو با توجه به قضیه 

ݒ  صفرنا ∈ ℝ௡  ݎعدد    و ∈ ℝ  که طوريجود دارد بهو
ߦبراي هر   ∈ ߟ و هر (ݔ̅)݂ ∗߲  ݋ܿ  ∈   : داریم ߎ−

,ߦ〉 〈ݒ < ݎ < ,ߟ〉 ) 3(                                     . 〈ݒ  
  

ݎیک مخروط است پس    Π–چون   = و بنابراین    0
ߦبراي هر   ∈   ،(ݔ̅)݂ ∗߲  ݋ܿ 

  〈ξ, v〉 < 0                                                       )4(  
 

نیم    يکنندهیک محدب  (ݔ̅)݂ ∗߲ ݋ܿ   ناز طرفی چو
است لذا با توجه    ݔ̅  در  ݂منظم بالایی کراندار براي   –

منظم   –ي نیم کننده) و تعریف محدب 4( يبه رابطه
  بالایی داریم: 

݂ା(̅ݔ; (ݒ  < 0 .  
  

ߜلذا > ݐبراي هر  کهطوريوجود دارد به  0 ∈ (0,   .(ߜ
;ݔ̅)݂ (ݒݐ  < ) 5(                                          (ݔ̅)݂  

  
  ر )، به ازاي ه3ي (و رابطه  ߎباتوجه به مخروط بودن 

ߟ ∈ П مداری :  
,ߟ〉 〈ݒ ≤ 0 .  

  
دهد  این رابطه نشان می  ߎبنابراین با توجه به تعریف  

  که، 
ݒ ∈ ݃ି ∩ ℎି ∩ ఈିܩ ఊିܪ∩ ∩ ఉ(ܪܩ)

ି =   .(ݔ̅)߁
  

قیدي   توصیف  برقراري  به  در   GSACQباتوجه 
,஻ܶ(ષمتعلق به    ݒبردار    ݔ̅ي  نقطه خواهد بود.    (ݔ̅

دنباله مانند  بنابراین  ௡ݐهایی  ↓ ௡ݒو    0 → را    ݒ
هر  می براي  که  یافت  طوري  ݔ̅توان  + ௡ݒ௡ݐ ∈

ષ,   ݊ ∈ ℕ      چون طرفی  از   ݔ̅نزدیک    ݂باشد. 
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لیپلیپ ثابت  با  بدون    ܭشیتسی  شیتس  لذا  است 
݊کاسته شدن از کلیت برهان براي هر   ∈ ℕ  :داریم  

ݔ̅)݂ + (௡ݒ௡ݐ ≤ ݔ̅)݂ + (ݒ௡ݐ + ௡ݒ‖ܭ −
) 6(                                                                      .‖ݒ  

  
هاي به  nدهد که براي ) نشان می6) و (5هاي (رابطه

ݔ̅)݂اندازه کافی بزرگ   + (௡ݒ௡ݐ < و این با    ,(ݔ̅)݂
در تناقض است لذا فرض خلف باطل و    ݔ̅بهینه بودن 

0بنابراین   ∈ (ݔ̅)݂∗߲  ݋ܥ + Π    .  از این رو ضرائب
୧ߣ
௚ , i ∈ J௚  ،ߣ௝௛ , j = 1, … , q   ߣ௜ீ , i ∈ ߙ ∪  ،،ߚ

௜ுߣ , i ∈ ߛ ∪ ௝௛ߤ،  ߚ , j = 1, … , q    ،ߤ௜ீ  i ∈ α   و
௜ுߤ , i ∈ γ که:طوريوجود دارد به  

0 ∈ (ݔ̅)݂∗߲  ݋ܿ  +
∑ ௜ߣ

௚ ∗߲  ݋ܿ   ௜݃(̅ݔ) +௜∈ூ೒
∑ (ݔ̅)ℎ௝∗߲  ݋ܿ  ௝௛ߣ] +௤
௝ୀଵ

௝௛ߤ [(ݔ̅)൫−ℎ௝൯∗߲ ݋ܿ  +
∑ ௜ீߣ ௜∈ఈ∪ఉ(ݔ̅)(௜ܩ−)∗߲ ݋ܿ  +
∑ ௜ுߣ ௜∈ఊ∪ఉ(ݔ̅)(௜ܪ−)∗߲ ݋ܿ  +
∑ ௜ீߤ ௜∈ఈ(ݔ̅)(௜ܩ)∗߲ ݋ܿ  +
∑ ௜ுߤ ௜∈ఊ.(ݔ̅)(௜ܪ)∗߲ ݋ܿ    

  
رو   این  دادن  از  قرار  ఊீߣبا  = ఈுߣ = ఊ∪ఉߤ

ீ =
ఈ∪ఉߤ
ு =  SG يیک نقطه ݔ̅آوریم که می بدست  0

  ایستا است و اثبات تمام است.   –
  
  دوگان. 1 .3

مساله  براي  را  ولف  دوگان  بخش  این  ي  در 
MPEC(1)  میل فرمو از  بندي  استفاده  با  و  کنیم 

یافته  تعمیم  شده  تحدب  معرفی  بخشي  هاي  در 
براي این مساله را  ي دوگان قبلی، قضایاي دوگانگی 

مورد بررسی قرار خواهیم داد. براي این منظور ابتدا  
خواه استفاده  ادامه  در  که  را  زیر  شد  ننمادهاي  د 

  کنیم. معرفی می
ఓீߚ ≔ ൛݅ ∈ ߚ ∶ ௜ுߤ  = 0, ௜ீߤ > 0ൟ,   
ఓுߚ ≔ ൛݅ ∈ ௜ீߤ :ߚ = 0, ௜ுߤ > 0ൟ  
ఓାߙ ≔ ൛݅ ∈ ௜ீߤ :ߙ > 0ൟ,        
ఓାߛ ≔ ൛݅ ∈ ߛ ∶ ௜ுߤ  > 0ൟ.  

براي مساله زیر   MPEC (1)ي  دوگان ولف    بصورت 
  شود: بندي میفرمول

WD −MPEC:        ݑ)߰  ݔܽܯ, ,ߣ (ߤ =
(ݑ)݂ + ∑ ௜ߣ

௚
௜݃(ݑ)௣

௜ୀଵ +  
∑ ௤(ݑ)ሚ௝௛ℎ௝ߣ
௝ୀଵ −∑ ௠(ݑ)௜ܩሚ௜ீߣ]

௜ୀଵ +
  [(ݑ)௜ܪሚ௜ுߣ 
s. t.   
0 ∈ (ݑ)݂∗߲݁݊݋ܿ +
∑ ௜ߣ

௚߲ܿ݁݊݋∗ ௜݃(ݑ)௣
௜ୀଵ +

∑ (ݑ)ℎ௝∗߲݁݊݋௝௛ܿߣൣ +௤
௝ୀଵ

+൧(ݑ)൫−ℎ௝൯∗߲݁݊݋௝௛ܿߤ
∑ (ݑ)(௜ܩ−)∗߲݁݊݋௜ீܿߣൣ +௠
௜ୀଵ

൧(ݑ)(௜ܪ−)∗߲݁݊݋௜ுܿߣ +
∑ (ݑ)௜ܩ∗߲݁݊݋௜ீܿߤൣ +௠
௜ୀଵ

) ൧                                        )7(ݑ)௜ܪ∗߲ ݁݊݋௜ுܿߤ  
ூ೒ߣ
௚ ≥ ௝௛ߤ,௝௛ߣ    ,0 ≥ 0,   ݆ = 1, … ,         ,ݍ
௜ீߣ ௜ுߣ, ௜ீߤ, , ௜ுߤ ≥ 0, ݅ = 1, … ,݉,  
ఊீߣ  = ఈுߣ = ఊீߤ = ఈுߤ = 0,   
∀ ݅ ∈ ௜ீߤ   ,ߚ = 0, ௜ுߤ = 0,  
 

که آن   جایی  ݑدر  ∈ ℝ௡   و, ሚ௝ுߣ = ௝ுߣ −
௝ுߤ ሚ௜ீߣ   , = ௜ீߣ − ௜ீߤ   , ሚ௝௛ߣ = ௝௛ߣ −   ،   ௝௛ߤ

λ = ൫ߣ௚, ு൯ߣ,௛ߣ ∈ ℝ௣ା௤ାଶ௠     و   
ߤ = ௛ߤ) , ீߤ . (ுߤ ∈ ℝ௤ାଶ௠.  

مسالهقضیه بین  ضعیف  دوگانگی  زیر  اولیهي  ي  ي 
MPEC   ي دوگان  و مسالهWD-MPEC    را توصیف

  کند.می
  

جواب    ݔ̅فرض کنید    :(دوگانگی ضعیف)  1  .4قضیه  
,ݑ)و    MPECي اولیه  موجه براي مساله ,ߣ یک    (ߤ

مساله براي  موجه  دوگان  جواب   WD-MPECي 
کنید   فرض  همچنین  ௜ܩ−باشد.   (݅ ∈ ߙ ∪ ,(ߚ

±ℎ௝ (݆ = 1, … , ,(ݍ ௜݃  ൫݅ ∈ و    ݂,௚൯ܫ
݅)௜ܪ− ∈ ߛ ∪ محدب  (ߚ نیمکنندهداراي    - ي 

بالایی کراندار و   باشند. در    ݑمحدب در    -∗߲منظم 
اگر   صورت،  ఓுߚاین  ∪ ఓீߚ ∪ ఓାߙ ∪ ఓାߛ = ∅  ،

ݔآنگاه براي هر   ∈ ષ  :داریم  
(ݔ)݂ ≥ ,ݑ)߰ ,ߣ   .(ߤ
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ݔفرض کنید    :برهان ∈ ષ    ݂دلخواه باشد. چون  ،߲∗ 
ߦمحدب است، براي هر   - ∈   داریم:   (ݑ)݂

(ݔ)݂ − (ݑ)݂ ≥ ,ߦ〉 ݔ − )8(                        .〈ݑ  
  

  : به طریق مشابه داریم
௜݃(ݔ) − ௜݃(ݑ) ≥ ௜ߦ〉

௚ , ݔ −   ,〈ݑ
௜ߦ∀

௚ ∈ ߲∗݃௜(ݑ),   ݅ ∈ )௚                          )9ܫ  
ℎ௝(ݔ) − ℎ௝(ݑ) ≥ ௝௛ߦ〉 ݔ, −     ,〈ݑ
௝௛ߦ ∀ ∈ ߲∗ℎ௝(ݑ),   ݆ = 1, … , )10(                 ݍ  
−ℎ௝(ݔ) + ℎ௝(ݑ) ≥ ௝ି௛ߦ〉 , ݔ −     ,〈ݑ
௝ି௛ߦ∀ ∈ ߲∗൫−ℎ௝൯(ݑ),   ݆ = 1, … , )11(        ݍ  
(ݔ)௜ܩ− + (ݑ)௜ܩ ≥ ௜ିீߦ〉 , ݔ −      ,〈ݑ
∀ ξ୧ିୋ  ∈ ∂∗(−G୧)(u), i ∈ α ∪ β           )12(  
(ݔ)௜ܪ− (ݑ)௜ܪ+ ≥ ௜ିுߦ〉 , ݔ −   ,〈ݑ
∀ ξ୧ିு  ∈ ,(u)(௜ܪ−)∗∂ i ∈ γ ∪ β.           )31(  

  
ఓீߚ حال اگر  ∪ ఓுߚ ∪ ఓାߙ ∪ ఓାߛ =   آنگاه:∅

∑ (ݑ)௜ܩ௜ீߤൣ + ൧௠(ݑ)௜ܪ௜ுߤ
௜ୀଵ = 0.           )14(  

  
رابطه به  توجه  با  (بنابراین  ضرب    )8ي  همچنین  و 

(  )9(  روابط در  13تا  ترتیب  به   (λ୧ୋ, μ୨୦, λ୨୦, λ୧
௚  و 

λ୧ୌ حاصل باهم داریم:   و جمع مقادیر  
(ݔ)݂ − (ݑ)݂ + ∑ ௜ߣ

௚[ ௜݃(ݔ) −௣
௜ୀଵ

௜݃(ݑ)] +∑ (ݔ)௝௛[ℎ௝ߣ − ℎ௝(ݑ)௤
௝ୀଵ ] −

∑ (ݔ)௝௛[ℎ௝ߤ − ℎ௝(ݑ)௤
௝ୀଵ ] −

∑ (ݔ)௜ܩ]௜ீߣ − ௠(ݑ)௜ܩ
௜ୀଵ ] −

∑ (ݔ)௜ܪ]௜ுߣ ௠(ݑ)௜ܪ−
௜ୀଵ ] ≥ ߦ〉 +

∑ ௜ߣ
௚ߦ௜

௚௣
௜ୀଵ +∑ ௝௛ߦ௝௛ߣൣ + ௝ି௛൧+௤ߦ௝௛ߤ

௝ୀଵ
∑ ௜ீߦ௜ீߣൣ + ௜ு൧௠ߦ௜ுߣ
௜ୀଵ , ݔ − )15(                 〈ݑ  

  
بردار   که  آنجایی  مساله   ݑاز  براي  موجه    ي جواب 

WD-MPEC 7( ي باتوجه به رابطه است لذا ،(  
̅ߦ ∈   ،(ݑ)݂∗߲ ݁݊݋ܿ
௜̅ߦ
௚ ∈ ∗߲ ݁݊݋ܿ ௜݃(ݑ)  ،ߦ௝̅௛ ∈   ،(ݑ)ℎ௝∗߲ ݁݊݋ܿ
௝̅ି௛ߦ ∈   ،(ݑ)൫−ℎ௝൯∗߲ ݁݊݋ܿ
௜̅ିீߦ ∈   و(ݑ)(௜ܩ−)∗߲ ݁݊݋ܿ
௜̅ିுߦ ∈   (ݑ)(௜ܪ−)∗߲ ݁݊݋ܿ

  کهطوريوجود دارند به
̅ߦ +∑ ௜ߣ

௚ߦ௜̅
௚

௜∈ூ೒ + ∑ ௝̅௛ߦ௝௛ߣ] + ௝̅ି௛ߦ௝௛ߤ
௤
௝ୀଵ ] +

∑ ௜̅ିீߦ௜ீߣ] + ௜̅ିு]௠ߦ௜ுߣ
௜ୀଵ = 0                       )16(  

  
بودن   موجه  به  توجه  با  رو  این  مساله  ݔاز  ي  براي 

MPEC(1)  ،ܩ௜(ݔ) ≥ 0 ،ℎ௝(ݔ) = 0 ، ௜݃(ݔ) ≤ 0 
(ݔ)H୧و   ≥ )  16) و ( 15هاي (لذا با توجه به رابطه  0

  داریم: 
(ݔ)݂ − (ݑ)݂ − ∑ ௜ߣ

௚
௜݃(ݑ)௜∈ூ೒ −

∑ ௤(ݑ)௝௛ℎ௝ߣ
௝ୀଵ +∑ ௤(ݑ)௝௛ℎ௝ߤ

௝ୀଵ +
∑ ௠(ݑ)௜ܩ௜ீߣ
௜ୀଵ +∑ ௠(ݑ)௜ܪ௜ுߣ

௜ୀଵ ≥ 0 .  
  

  گیریم: ) نتیجه می14ي (بنابراین با توجه به رابطه
(ݔ)݂ ≥ (ݑ)݂ + ∑ ௜ߣ

௚
௜݃(ݑ)௣

௜ୀଵ +
∑ ௤(ݑ)ሚ௝௛ℎ௝ߣ
௝ୀଵ −∑ (ݑ)௜ܩሚ௜ீߣൣ +௠

௜ୀଵ

൧(ݑ)௜ܪሚ௜ுߣ = ,ݑ)߰  ,ߣ   (ߤ
  

آن   در  ሚ௜ீߣکه  = ௜ீߣ − ௜ீߤ , ሚ௝௛ߣ = ௝௛ߣ −   و   ௝௛ߤ
ሚ௜ுߣ = ௜ுߣ −   کند.و این اثبات را کامل می ௜ுߤ

  
کنیم که دوگانگی قوي بین  اي را بیان میحال قضیه

اولیه  مساله  مساله  MPECي  دوگانو  -WD  ي 
MPEC دهد.را مورد بررسی قرار می  

  
کنید:  ( دوگانگی قوي)  2  .4  قضیه یک    ݔ̅  فرض 

باشد و    MPECي  جواب بهینه موضعی براي مساله
نزدیکی    ݂ شود  شیتس لیپ  ݔ̅در  گرفته  نظر  .  در 

کنید فرض  ௜݃،  ݂  همچنین   ൫݅ ∈ ௚൯  ،±ℎ௝ܫ  (݆ =
1, … ௜ܩ−،  (ݍ,  (݅ ∈ ߙ ∪ ݅)௜ܪ− و   (ߚ ∈ ߛ ∪  (ߚ

نیمکنندهمحدبداراي   و  -ي  کراندار  بالایی  منظم 
صورت اگر توصیف   باشند. در این  ݔ̅محدب در  ∗߲−

,ߣ൫̅، ضرائب  برقرار باشد  ݔ̅در    GSASQقیدي   ൯ߤ̅ ∈
ℝ௣ା௤ାଶ௠ × ℝ௤ାଶ௠    دارند که طوريبهوجود 

൫̅ݔ, ,ߣ̅ براي    ൯ߤ̅ موجه  جواب   WD-MPECیک 
و   (ݔ̅)݂است  = ߰൫̅ݔ, ,ߣ̅ اگر شرایط .  ൯ߤ̅ به علاوه 

براي هر جواب موجه    104دوگانگی ضعیف  ي  قضیه
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,ݑ) ,ߣ آنگاه   WD-MPECاز    (ߤ باشد،  برقرار 
൫̅ݔ, ,ߣ̅ براي    ൯ߤ̅ بهینه  جواب   WD-MPECیک 
  خواهد بود.

که    برهان: آنجایی  براي    ݔ̅از  بهینه  جواب  یک 
قیدي    MPECي  مساله  توصیف  و   GSACQاست 

قضیه   به  به  توجه  با  لذا  است     بردارهاي1  .3برقرار 
ߣ̅ = ൫̅ߣ௚ , ,௛ߣ̅ ீߣ̅ , ு൯ߣ̅ ∈ ℝ௣ା௤ାଶ௠   و  

ߤ̅ = ൫̅ߤ௛ , ீߤ̅ ,  یک  ݔ̅  کهطوريوجود دارند به   ு൯ߤ̅
SG  –  .است ,ݔ൫̅  بنابراین  ایستا  ,ߣ̅ جواب    ൯ߤ̅ یک 

  .خواهد بود WD-MPEC موجه براي
,ݔ൫̅و   MPECموجه براي    ݔ̅چون  ,ߣ̅   موجه براي   ൯ߤ̅

WD-MPEC  بنابراین    ،است௜݃(̅ݔ) = 0 (݅ ∈  (௚ܫ
براي   (ݔ̅)j  ،ℎ௝هر  و  = (ݔ̅)௜ܩهمچنین    ،0 =

0 (݅ ∈ ߙ ∪ (ݔ̅)௜ܪو    (ߚ = 0(݅ ∈ ߛ ∪ ،  (ߚ
  بنابراین داریم: 

(ݔ̅)݂ = (ݔ̅)݂ +∑ ௜ߣ̅
௚

௜݃(̅ݔ)௜∈ூ೒ +
∑ ሚ௝ߣ̅

௚ℎ௝(̅ݔ)௣
௝ୀଵ − ∑ ቂ̅ߣሚ௜ீܩ௜(̅ݔ) +௠

௜ୀଵ

ቃ(ݔ̅)௜ܪሚ௜ுߣ̅ = ߰൫̅ݔ, ,ߣ̅ ) ൯                             )17ߤ̅  
  

ان   در  ሚ௜ீߣ̅که  = ௜ீߣ̅ − ௜ீߤ̅  , ሚ௝௛ߣ̅ = ௝௛ߣ̅ −   و  ௝௛ߤ̅
ሚ௜ுߣ̅ = ௜ுߣ̅ − شرایط قضیه    بعلاوه از آنجایی که  .  ௜ுߤ̅

هر   در  ضعیف  ,ݑ)دوگانگی  ,ߣ از  (ߤ -WD  موجه 
MPEC  :برقرار است داریم  

(ݔ̅)݂ ≥ (ݑ)݂ + ∑ ௜ߣ
௚

௜݃(ݑ)௣
௜ୀଵ +

∑ ௤(ݑ)ሚ௝௛ℎ௝ߣ
௝ୀଵ −∑ (ݑ)௜ܩሚ௜ீߣൣ +௠

௜ୀଵ

)൧                                                       )18(ݑ)௜ܪሚ௜ுߣ  
  

که   ሚ௜ீߣجایی  = ௜ீߣ − ௜ீߤ , ሚ௝௛ߣ = ௝௛ߣ − و    ௝௛ߤ
ሚ௜ுߣ = ௜ுߣ − دهد  ) نشان می18) و (17. روابط (௜ுߤ

൫̅ݔ, ,ߣ̅   است    WD-MPECیک جواب بهینه براي  ൯ߤ̅
  و لذا اثبات کامل است. 

دهیم که قضیه دوگانگی  حال در اینجا مثالی ارائه می
  دهد.را مورد بررسی قرار می 2 . 4قوي 

  

در  ℝଶزیر را در فضاي  MPECي مساله : 1 .4مثال 
  نظر بگیرید:  

(Pଵ)        min        ݂(ݕ,ݔ) = ݔ +       |ݕ|
 s. t          ݃(ݕ,ݔ) = ݔ− ≤ 0                      
(ݕ,ݔ)ܩ = ݔ − ݕ ≥ (ݕ,ݔ)ܪ   ,0 = ݕ ≥ 0
(ݕ,ݔ)ܪ (ݕ,ݔ)ܩ = 0.                                   

     

  
  بصورت زیر است:  ℝଶبنابراین ناحیه موجه مساله در 

ષ = ቄ(ݕ,ݔ) ∈ ℝଶ ∶ ݔ ≥ 0 , ݔ = ݔ یا  ݕ ≥
0 , ݕ = 0ቅ.  

 
نقطههب ݔ̅  ي  وضوح  = از    (0,0) بهینه  جواب  یک 

ݑاست. براي هر   ଵܲي  مساله  ∈ ℝଶ  :داریم  
(ݑ)݂∗߲ = {1} × {−1,1},     
(ݑ)݃∗߲ = {(−1,0)},  
(ݑ)(ܩ−)∗߲ = {(−1,1)},   
(ݑ)(ܪ−)∗߲ = {(0,−1)},     
(ݑ)(ܩ)∗߲ = {(1,−1)}.  
(ݑ)(ܪ)∗߲ = {(0,1)}.  

  
  به صورت زیر است:  ଵܲبنابراین دوگان ولف مساله 

ଵܦ ݔܽ݉  : ,ݑ)߰  ,ߣ (ߤ = ଵݑ + |ଶݑ| +
(ଵݑ−)௚ߣ − ଵݑ)ሚீߣ − (ଶݑ −   ଶݑሚுߣ
.ݏ (0,0) ݐ ∈ ,(1,1−)}݋ܿ (1,1)} +
௚(−1,0)ߣ + (1,1−)ீߣ + ு(0,−1)ߣ +
(1−,1)ீߤ +   ,ு(0,1)ߤ
λ௚ , ீߣ ுߣ, ீߤ, , ுߤ ≥ 0,  

  
در  جایی ሚீߣ  آن  که  = ீߣ − ሚுߣو    ீߤ = ுߣ −
  با اندکی محاسبه داریم:   .ுߤ

݃ି = ଵݒ  |(ଶݒ,ଵݒ)} ≥ 0},    
ି(ܪܩ) = ,ଵݒ)} ଵݒ  |(ଶݒ − ଶݒ ≥ 0, ଶݒ ≥ 0}  

  
  .  برقرار است نیزGSACQ  قیديبنابراین توصیف 

௚ߣبه عنوان مثال با قرار دادن   = ீߤ = ுߤ = 0 
ீߣو   = ுߣ =  ଵܦو    ଵܲبین    2  .4به وضوح قضیه    1

  خواهد بود.برقرار 
  

  نتیجه گیري 
مسائل ریاضی با قیود تعادلی از مسائل مهم و مشکل  

که  بهینه هستند  علوم سازي  در  فراوانی  کاربردهاي 
آوردن   بدست  رو  این  از  دارند.  اقتصاد  و  مهندسی 
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ي دوگان شرایط لازم و کافی بهینگی و بررسی مساله
این گونه مسائل در جهت تجزیه و تحلیل و یافتن راه  
مسائل   از  دسته  این  حل  براي  مناسب  عددي  حل 
مخصوصا در حالت ناهموار از اهمیت زیادي برخوردار  

  . از این رو در این مقاله یک شرط لازم بهینگی است
مساله یک  دوگان  همچنین  برنامهو  قیود ي  با  ریزي 

فرض   هیچ  بدون  و  ناهموار  حالت  در  را  تعادلی 
میمشتق بدست  تحدبی  یا  آینده  آوریمپذیري  در   .

هاي عددي جهت حل  توان ضمن بررسی راه حلمی
م بهینگی  شرایط  بررسی  به  مسائل  گونه  سائل  این 

تعادلی و دوگان آنها بهینه قیود  با  سازي چند هدفه 
  پرداخت. 
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