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، (*)معادله موج کلاسیک دالامبر با در نظر گرفتن اثرات تغییر طول رشته در طی ارتعاشات است. در  تعمیم

کشش اولیه است. در  P0چگالی جرم و  ضریب یانگ مواد،  Eمساحت سطح مقطع،  hطول رشته،  Lپارامتر

ه قرار هاي کاربردي معادله کیرشهف در بسیاري از مقالات ارایه شده و مورد مطالعهاي اخیر، برخی تعمیمسال

هاي از نوع کیرشهف با پارامترهاي اي از دستگاههاي ضعیف دستهدر این مقاله، به بررسی وجود جواب .گرفته است

ها به ازاي همه پارامترهاي مثبت دلخواه نشان خواهیم داد که تحت چه شرایطی این دستگاه پردازیم.چندگانه می

 بالایی است. -هاي پایینیه براساس روش جوابداراي جواب مثبت هستند. رویکرد ما در این مقال

  

   ضعیف مثبت، شرط مرزي دیریکله. معادله کیرشهف، جواب هاي کلیدي: واژه

                                                 

   Email: m.choubin@gmail.com                                                                          دار مکاتبات:                  عهده .*

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش قاتدانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقی                                                                                                   
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 مقدمه - 1

با توجه به کار اساسی که توسط کیرشهف در سال 

  انجام شد، معادله کیرشهف با شکل اولیه 1883

,
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dx
t h L x x
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به طور رسمی معرفی و از آن به بعد محبوبیت 

معادله موج کلاسیک  تعمیم این معادله، یافت.

دالامبر با در نظر گرفتن اثرات تغییر طول رشته در 

برد فراوانی در صنعت و طی ارتعاشات است که کار

 hطول رشته،  L، پارامتر)1(فیزیک دارد. در 

 یب یانگ مواد، ضر Eمساحت سطح مقطع، 

کشش اولیه است. در سال هاي  P0و چگالی جرم 

هاي کاربردي معادله کیرشهف در اخیر، برخی تعمیم

بسیاري از مقالات ارایه شده و مورد مطالعه قرار 

 11، 9، 7، 5، 4، 2[گرفته است، به عنوان مثال به 

هایی از نوع دستگاه حال، ه کنید.مراجع ]13 –

 ,p q-ها ه آناین مقاله به مطالع که در کیرشهف

هاي ضعیف و وجود جوابخواهیم پرداخت، را بیان 

ها را با شرط مرزي دیریکله بررسی این نوع دستگاه

  کنیم.می

  

  پیشینه تحقیق -2

 فرض کنید اي کراندار و با مرزي هموار در دامنه 
NR  و همچنین,p q N 1 ،a p  0 1 ،

d q  0 اعداد حقیقی مثبتی  cو  bو  1

]هستند. همانند افروزي و همکاران ، براي 7[

i  1, iM:کنیم فرض می 2  R R  در

 شرط زیر صدق کنند:

توابعی پیوسته و صعودي  M2و  M1 )1(ش 

,براي هر  هستند به طوري که  ,t i R 1 2:  

( ) .i i im M t m     0  

 

از نوع هاي اکنون دستگاههم ,p q-زیر  کیرشهف

 گیریمرا در نظر می
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|)که در آن  | )s
sz z zdiv

   2 ،s ، ؛1<

1 ،2 ،1  و2  پارامترهایی مثبت هستند. این

هاي فیزیکی و زیستی مختلفی از مسایل، دستگاه

]کنندسازي میجمله تراکم جمعیت را مدل . در 6[

ا و نتایج ارایه شده توسط این مقاله، ما قضای

]نویسندگان تاکنون از جمله افروزي و همکاران  ]7 

 دهیم.هاي فوق  بهبود و گسترش میرا براي دستگاه

در حالت خاص        1 2 1 ، قضیه 2

]در  1-1 وجود یک جواب ضعیف مثبت را براي  7[

ازه هاي به اندبه ازاي  )3(و  )2( هايهدستگا

   دهد:هاي زیر نتیجه میکافی بزرگ و شرط

)2( دستگاه در ٭  ، و 

max ;
bc bd

p a  
q q

 
   

  
1 , , 0

1 1
 

 

q، )3(در دستگاه  ٭ d c  1  و 

( )( ) ( ) .p a q b c d     1 1 0  
  

در این مقاله، با بهبود بخشیدن دو شرط بالا نشان 

به ازاي هر  )3(و  )2(هاي خواهیم داد که دستگاه

)، iو   ،iپارامتر مثبت  = ,i 1 ، داراي (2

جوابی ضعیف و مثبت است. براي رسیدن به این 

بالایی، که در  - هاي پایینیهدف از روش جواب

کنیم. قابل ذکر ادامه شرح خواهیم داد، استفاده می

است که این روش در جهت اثبات وجود جواب 

  معادلات دیفرانسیل و توسط افراد زیادي مانند 
  

  تفاده قرار گرفته است.مورد اس ]7،3،1[

maxq c d  1 { , } 0
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  مفاهیم اولیه و نتیجه اصلی - 3

هاي این بخش را با معرفی جواب ضعیف و جواب

]پایینی و بالایی یک دستگاه به مفهوم  آغاز  7[

,کنیم کنیم. ابتدا یادآوري میمی : ( )r rW W 1 1,
0 0

 

)شده فضاي کامل )C  0
r,براي   p q ، تحت

  :نرم زیر است

 
1

: .
r ru u


   

  

یک زوج از توابع  .1- 3تعریف 
p qu v W W 1, 1,

0 0( ,   را یک جواب ضعیف دستگاه (
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)، نامیم، هرگاه روي می , ) ( , )u v  0 و براي  0

pwهر  W 1,
1 qwو  0 W 1,

2 0
  داشته باشیم

 
 

p pM u dx u u w dx

h x u v w dx



 



   



 



2
1 1

1 1

| | | |

, , ,

 

 
  .

q qM v dx v v w dx

h x u v w dx



 



   



 



2
2 2

2 2

| | | |

, ,
 

 

یک زوج از توابع  .2- 3عریف ت
p qW W   1, 1,

1 2 0 0( , را یک جواب پایینی  (

، نامیم، هرگاه روي می )4(دستگاه 

( , ) ( , )  1 2 0 pwو براي هر  0 W 1,
1 0

و  
qw W 1,

2    داشته باشیم0

 
 

p pM dx w dx

h x w dx
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 زوج گوییممی ترتیب، همین به
p qz z W W 1, 1,

1 2 0 0( , یک جواب بالایی دستگاه  (

)، روي است هرگاه  )4( , ) ( , )z z 1 2 0 و  0

pwبراي هر  W 1,
1 qwو  0 W 1,

2   باشیمداشته  0

 
 

p pM z dx z z w dx

h x z z w dx
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] در مرجع  نشان داده شد که اگر یک جواب 7[

پایینی  1 2( , zو یک جواب بالایی  ( z1 2( , از  (

موجود باشد به طوري که  )4(دستگاه 

z z  1 2 1 2( , ) ( , گاه یک جواب ضعیف ، آن(
p qu v W W 1, 1,

0 0( ,   چنان موجود است که  (

u v z z  1 2 1 2( , ) [( , ), ( , )].  

  

به منظور اثبات نتیجه اصلی این مقاله، ما نیازمند 

معرفی برخی نمادها هستیم که به شرح زیر است. 

=براي  ,r p q،  فرض کنیدr  اولین مقدارویژه

  مساله 
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rو  C  1( اي به گونه rویژه متناظر با تابع (

 ،rباشد که روي  0  و روي ،

| |r 0هاي مثبت رو، ثابت. از این  و 

  طوري که موجودند به

,            ,

,         \ ,

rr
r r r

r

x

x




  

 

   

     0

0

1
       )6(  

 
}که در آن   : ( , ) }x d x      بدون .

rکنیم از دست دادن کلیت، فرض می 1� � .  
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rهمچنین فرض کنید 
re x W 1,

0( جواب یکتاي  (

 مساله مقدار مرزي 

,        ,

,          .

r r

r

e x

e x

  


 

1
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                      )7(  

 
  

، که روي باشد. این شناخته شده است که 

re 0  و روي ،re

n





. اکنون در 0

موقعیتی هستیم که نتیجه اصلی مقاله را بیان کنیم. 

  اثبات آن در بخش بعد ارایه شده است.

 

اعداد حقیقی  cو  bفرض کنید  .3-3قضیه 

a  مثبتی باشند و p  0 1،<d q 0 1 .

  هاي زیر برقرارند.گاه گزارهآن

p<اگر  الف. a c 1  و>q d b 1گاه ، آن

 1 ،2 ،1پارامتر مثبت به ازاي هر  )2( دستگاه

  .داراي حداقل یک جواب ضعیف مثبت است 2و 

)اگر  ب. )( ) >p a q d bc    1 1 گاه ، آن0

داراي  به ازاي هر پارامتر مثبت  )3(دستگاه 

  .حداقل یک جواب ضعیف مثبت است

  

  اثبات نتیجه اصلی - 4

پردازیم. در این بخش به اثبات نتیجه اصلی مقاله می

 را در 3-3براي نمایش بهتر، اثبات دو قسمت قضیه 

دهیم. براي این منظور، دو زیربخش مجزا ارایه می

، p ،q ،p ،q، ،فرض کنید 
  و

0  باشند. 3نمادهاي معرفی شده در بخش  

  

  3- 3اثبات قسمت الف قضیه  .1- 4

، 3-3پیش از پرداختن به اثبات قسمت اول قضیه 

  آوریم.ابتدا لم زیر را می

  

p<فرض کنید  .1- 1-4لم  a c 1  و

>q d b 1هاي مثبت. در این صورت ثابت  

pwوجود دارند به طوري که براي هر  kو  W 1,
1 0

 

qwو  W 1,
2 0

  داریم 
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p m w dx

w dx
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و  pبه ترتیب نماي مزدوج  qو  pکه در آن 

q .هستند  

  دهیمقرار می  .1- 1-4اثبات لم 

, ,
p a p a

r r
c p a c

   
 

  
1 2

1 1

1
 

, .
q d q d

s s
b q d b

   
 

  
1 2

1 1

1
 

  

p< هاي در این صورت از فرض a c 1 و

>q d b 1 شود نتیجه می, , ,r r s s 1 2 1 2  و  1

, .
r r s s
   

1 2 1 2

1 1 1 1
1 1  

  

 کنیم کهرا چنان اختیار می kثابت مثبت 

c p a
k

q d b

 
 

 

1
.

1
 

  

پذیر است زیرا طبق فرض این امر امکان

bc p a q d    ( 1 )( 1 توان نتیجه . بنابراین می(

  گرفت

,
a kb

p p a kb
r r

       
1 2

1 1 0  

  .
d c

k q k q d c
s s

 
        

 2 1

1 1 0  

  

در نتیجه عدد حقیقی 0 توان اختیار کرد را می

x\به ازاي هر  به طوري که    0
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 0اکنون، با توجه به این حقیقت که روي هم

rداریم   1 بنابر روابط بالا و نامساوي یانگ ،

pwبراي هر  W 1,
1  آوریممی به دست 0

   pp p
p p pp m w dx   
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qwبه طریق مشابه براي هر  W 1,
2 نتیجه زیر  0

   شودحاصل می
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q qk q
q q q

c p c kd q d
p q

q m w dx

w dx
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، 3- 3اکنون، براي اثبات قسمت (الف) قضیه هم

وجود یک جواب پایینی ضعیف و مثبت 
, ,( , ) p qW W   1 1

1 2 0 0
و یک جواب بالایی ضعیف  

,و مثبت  ,( , ) p qz z W W 1 1
1 2 0 0

را  )2(از دستگاه  

iکنیم به طوري که ثابت می iz   وi iz  ؛

، به این معنی که روي 

( , ) ( , ) ( , )z z   1 2 1 pwو براي هر  200 W 1,
1 0

و  
qw W 1,

2 0
  داشته باشیم 
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  دهیم براي این منظور قرار می

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p k q
p qx x x x     1 2  

  

 1- 1-4از لم  kو  هاي مثبت که در آن ثابت

به ترتیب نماي مزدوج  qو  pاند و حاصل شده

p  وq دهیمان میهستند. نش ( , ) 1 یک  2

  است.  )2(جواب پایینی ضعیف از دستگاه 

,بنابر توضیحات بخش قبل   1 2 و روي  0

 ،( , ) ( , )  1 2 0 براي هر ، )5(. از رابطه 0
pw W 1,

1   .شودنتیجه می 0

 p pM dx w dx  

 
    

2
1 1 1 1 1| | | | .  
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 خواهیم داشت 1-1- 4و لم  )6(با به کارگیري رابطه 

         و
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  نتیجه در

 
  

qwبراي هر   به طور مشابه  W 1,
2   آیدبدست می 0
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رو این از
1 2( , )   2(جواب پایینی از دستگاه یک( 

 است.

حال براي ساختن جواب بالایی ضعیف از دستگاه 

)دهیم قرار می )2( , ) : ( , )p qz z Ae Be1 ، که 2

 Aاند و معرفی شده )7(در رابطه  qeو  peدر آن 

ثابت هایی مثبت و به اندازه کافی بزرگ  Bو 

 )7(شوند. با توجه به هستند که در ادامه معرفی می

)، روي  , ) ( , )z z 1 2 0 و براي هر  0
pw W 1,

1 qwو  0 W 1,
2 0

  .خواهیم داشت 

 
 

| | | | .

| |

p p

p p

p

M z dx z z w dx

A M z dx w dx

A m w dx



 



 





   

 



 

 



2
1 1 1 1 1

1
1 1 1

1
1 1 ,

  

  و

 
 

| | | | .

| |

.

q q

q q

q

M z dx z z w dx

B M z dx w dx

B m w dx



 



 





   

 



 

 



2
2 2 2 2 2

1
2 2 2

1
2 2

 

  

p=دهیم قرار می pl e P P و =q ql e P Pز این که . ا

a p 1 و d q 1هاي مثبت توان ثابت، می

A  وB طوري که را چنان بزرگ اختیار کرد به  

,p a b
p q

q c d
p q

m A Al Bl

m B Al Bl

 

 





 

 

1
1 1 1

1
2 2 2

( ) ( )

( ) ( ) .
 

 بنابراین
p a b

q c d

A m w dx z z w dx

B m w dx z z w dx

 

 



 



 

 

 

 

 

1
1 1 1 1 1 2 1

1
2 2 2 1 2 2 2

( ) ,

( ) ,  

, و از این رو  ,( , ) p qz z W W 1 1
1 2 0 0

یک جواب 

اکنون کافی است است. هم )2(بالایی از دستگاه 

بزرگ اختیار  را آنقدر Bو  Aهاي مثبت ثابت

zطوري که کنیم به 1 zو  1 2 . در نتیجه 2

)یک جواب  , )u v  ت چنان موجود اس )2(از دستگاه

u به طوري که  z  1 vو 1 z  2 این . 2

  را کامل  3- 3مطلب اثبات قسمت (الف) قضیه 

 کند.می

 

 3-3ب قضیه اثبات قسمت  .2- 4

  ، ابتدا لم 3- 3پیش از بیان اثبات قسمت دوم قضیه 
  

  آوریم.زیر را می

  

   
 

pp p
p p p

a b

p m w dx

w dx





   

 

 





  

  





1

1 1

1 1 1 2 10 ,

 
  .

p p

a b

M dx w dx

w dx

  

 



 



   

 

 



2
1 1 1 1 1

1 1 1 2 1

| | | | .
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  فرض کنید  .2-2-4لم 

p a q d bc     >( 1 )( 1 ) 0.  

  

وجود دارند  kو  هاي مثبت در این صورت ثابت

pwطوري که براي هر به W 1,
1 qwو  0 W 1,

2 0 

  داریم 

   
  ,

pp p
p p p

a kb p a q b
p q

p m w dx

w dx

   

  

 



 



  







1

1 1
0

1
0

 

   
  ,

q qk q
q q q

c kd p c q d
p q

q m w dx

w dx

   

  

 



 



  







1

2 2
0

2
0

 

  

و  pبه ترتیب نماي مزدوج  qو  pکه در آن 

q .هستند  

  

.، بنابر 1-2-4همانند اثبات لم  .2-2-4اثبات لم 

)فرض  )( ) >p a q d bc    1 1 توان ، می0

  اختیار کرد به طوري کهرا چنان  kثابت مثبت 

c p a
k

q d b

 
 

 

1
.

1
 

  

نتیجه  3-3از رابطه بالا به همراه فرضیات قضیه 

pهاي شود ثابتمی a kb  1 ،

( )k q d c  1 ،p ap  وq dq  همگی

ثابت مثبت به  توانمثبت هستند. از این رو می

را چنان اختیار نمود به  اندازه کافی کوچک 

x\طوري که به ازاي هر    0
داشته  

  باشیم

( )

( ) ,

( ) .

p a kb p p ap bq
p p

k q d c q q dq cp
q q

p m x

q m x

   

   

      

      

 

 

1 1
1

1 1
2

 

  

  داریم  0حال، با توجه به این حقیقت که روي 

r  1 هاي بالا، براي هر و نامساوي
pw W 1,

1   آوریمبدست می 0

   pp p
p p pp m w dx   

 


  

1

1 1
0

 
p p

p pp m w dx  
 


 

1

1 1
0

 

a kb ap bq
p w dx   


  1

0

 

.a kb p a q b
p q w dx   


  1

0

 

  

qwبه طریق مشابه براي هر  W 1,
2 نتیجه زیر  0

  شودحاصل می

   
.

q qk q
q q q

c kd p c q d
p q

q m w dx

w dx

   

  

 



 



  







1

2 2
0

2
0

 

  

، براي اثبات قسمت (ب) 2- 2-4حال به کمک لم 

، وجود یک جواب پایینی مثبت 3- 3قضیه 
, ,( , ) p qW W   1 1

1 2 0 0
و یک جواب بالایی مثبت  

, ,( , ) p qz z W W 1 1
1 2 0 0

  را ثابت  )3(از دستگاه  

zکنیم به طوري که می 1 zو  1 2 ؛ به 2

)، این معنی که روي  , ) ( , ) ( , )z z   1 2 1 20 0 

pwو براي هر  W 1,
1 0

qwو   W 1,
2 0

  داشته باشیم 

 
 

| | | | .

,

p p

a b

M dx w dx

w dx

  

 



 



   



 



2
1 1 1 1 1

1 2 1

 

 
 

| | | | .

,

q q

c d

M dx w dx

w dx

  

 



 



   



 



2
2 2 2 2 2

1 2 2

 

 
 

| | | | .

,

p p

a b

M z dx z z w dx

z z w dx



 



   



 



2
1 1 1 1 1

1 2 1

 

 
 

| | | | .

.

q q

c d

M z dx z z w dx

z z w dx



 



   



 



2
2 2 2 2 2

1 2 2

 

  

دهیم همانند اثبات قسمت (الف) قرار می
  

 

  

 2- 2-4از لم  kو  هاي مثبت که در آن ثابت

به ترتیب نماي مزدوج  qو  pاند و حاصل شده

( ( ), ( )) ( ( ), ( ))p k q
p qx x x x     1 2
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p  وq دهیمهستند. نشان می ( , ) 1 یک  2

  است.  )3(دستگاه جواب پایینی ضعیف از 

,بنابر توضیحات بخش قبل   1 2 و روي  0

 ،( , ) ( , )  1 2 0 pw. همچنین هر 0 W 1,
1 0

 

  داریم

 

| | | | .

.

p p

a b

M dx w dx

w dx

 



  

 



 



 
    

 

 

 



2
1 1 1 1 1

1 2 10

  

  

pwبراي هر ، 2- 2-4 ) و لم8( از W 1,
1 نتیجه  0

  شودمی

 

| | | | .

,

p p

a b

M dx w dx

w dx

  

 



 



     
 



 



2
1 1 1 1 1

0 0

1 2 1
0

 

  

از آن جا که 
   0  بنابراین ،  

 
 

| | | | .

,

p p

a b

M dx w dx

w dx

  

 



 



   



 



2
1 1 1 1 1

1 2 1  

  

pwهر به ازاي  W 1,
1 0

است. به طور مشابه  برقرار 

qwبراي هر  W 1,
2   شودنتیجه زیر حاصل می 0

 
 

| | | | .

,

q q

c d

M dx w dx

w dx

  

 



 



   



 



2
2 2 2 2 2

1 2 2  
  

و از این رو 
1 2( , )   یک جواب پایینی از دستگاه

  است. )3(

در ادامه براي ساختن جواب بالایی، ابتدا توجه کنید 

)از این که  )( ) >p a q d bc    1 1 توان ، می0

را چنان  Bو  Aهاي به اندازه کافی بزرگ ثابت

  طوري که اختیار کرد به

 

 

,

,

bp a a
p q

cq d d
p q

m A l Bl

m B Al l





 

 





1
1

1
2

 

  

p=ه در آن ک pl e P P و =q ql e P P . قرار  

)دهیم می , ) ( , )p qz z Ae Be1 درنتیجه براي . 2

pwهر  W 1,
1 qwو  0 W 1,

2   خواهیم داشت 0

 
 

| | | | .

| |

p p

p p

M z dx z z w dx

A M z dx w dx



 



 

   

 

 

 

2
1 1 1 1 1

1
1 1 1

pA m w dx


 

1
1 1

 

  ,a bz z w dx


  1 2 1
 

 و

 
 

| | | | .

| |

q q

q q

M z dx z z w dx

B M z dx w dx



 



 

   

 

 

 

2
2 2 2 2 2

1
2 2 2

qB m w dx


 

1
2 2  

  ,c dz z w dx


  1 2 2
 

  

,و بنابراین  ,( , ) p qz z W W 1 1
1 2 0 یک جواب  0

اکنون کافی است است. هم )3(بالایی از دستگاه 

را چنان بزرگ اختیار  Bو  Aهاي مثبت ثابت

zطوري که کنیم به 1 zو  1 2 . در نتیجه 2

)یک جواب  , )u v  چنان موجود  )3(از دستگاه

u است به طوري که خواهیم داشت  z  1 و 1

v z  2 و این مطلب اثبات قسمت (ب)  2

 کند.را کامل می 3-3قضیه 
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