
 

 http://jnrm.srbiau.ac.irدسترسي در سايتِ 

 1041آذر و دی ، نهمتم، شماره سي و شسال ه

 X855-8855شماره شاپا: 

 
 

 

 

 آرمنداريز اريب پوچ-αهای در هم آمیخته حلقه

 3احمد موسوی، *2ثابت ، شعبانعلي صفری1نگین فرشاد

 
 ، تهران، ايرانیگروه رياضي، دانشگاه آزاد اسلامي، واحد تهران مرکز (2و1)

 دانشکده رياضي، دانشگاه تربیت مدرس، تهران، ايران (3)
 

 33/32/1033تاريخ پذيرش مقاله:    22/11/1311تاريخ ارسال مقاله: 

 چکیده

f: فرض کنیم  A B و ایحلقهيک همريختي K  از حلقه  آلايدهيکB   ريختيدرونباشد. در اين مقاله 
 𝑨را برای حلقه در هم آمیخته   ⋈𝒇 𝑲  ی هاحلقهازA  وB  آلايدهدر امتداد  Kتحت همريختي f معرفي 

آرمنداريز اريب ضعیف حلقه در هم -آرمنداريز اريب پوچ و -. سپس برخي از خواص پوچسازها مانند کنیممي

𝑨آمیخته  ⋈𝒇 𝑲   ی هاحلقهرا بررسي کرده و رابطه بین آرمنداريز اريب پوچ و آرمنداريز اريب ضعیف بودنA ،
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( )f A K 2 هیاول-2حلقه  کي-گاه سازگار باشد، آن𝑨 ⋈𝒇 𝑲 حلقه  کي-پوچ است که  بيار آرمنداريز

) و  Aاز  ييهايختيردرون بیبه ترت 2و  1در آن  )f A K هستند و شده توسط  ءالقا يختيردرون 

12و حلقه ی رو𝑨 ⋈𝒇 𝑲 باشد.مي 
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 مقدمه -1

در اين مقاله همه حلقه ها يکدار و شرکت پذير 

)هستند و منظور از  )nil R ،*( )Nil R  و

( )nM R توان، به ترتیب مجموعه عناصر پوچ

روی nمرتبه ازهای ماتريسراديکال اول و حلقه

به  Rتوسیع بديهي از حلقه باشد.مي Rحلقه 

)-وسیله  , )R R مدولM  را به صورت

( , )T R M به حلقه اين عناصر. دهیممينمايش 

) صورت , )r m است که در آنr R وm M

 ای و ضرب عناصرجمع عناصر آن به صورت مولفه. 

آن به صورت 
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2( , )( , ) : ( , )r m r m rr rm m r  

1 که در آن شودتعريف مي 2,r r R  و

1 2,m m M اين حلقه يکريخت با حلقه .

ی هاماتريس
0

r m

r

 
 
 

rکه   R  وm M با ،

 باشد.ها مياعمال جمع و ضرب معمولي در ماتريس

را منظم نامیم  Rدر حلقه  aعنصر ناصفر همچنین

  مقسوم علیه صفر راست يا چپ نباشد. aهرگاه 

 آلايدهيک K دو حلقه يکدار،  BوA فرض کنیم

f:و  Bاز حلقه  A B ای يک همريختي حلقه

𝐴باشد. زير حلقه  ⋈𝑓 𝐾 ≔

{(𝑎, 𝑓(𝑎) + 𝑘)|𝑎 ∈ 𝐴, 𝑘 ∈ 𝐾} 
Aاز حلقه  Bحلقه در هم آمیخته از ، A وB  در

و  آنادی. شودمينامیده  fتحت  Kامتداد 

آمیخته را برای  های در همحلقه [1]همکارانش 

 به سپس و کردند جابجايي معرفي هایحلقه

ها پرداختند. ديگر ساختارها بیشتر اين حلقه مطالعه

]مانند  ]A XB X و[[ ]]A XB X و همچنین

ا ر توسیع بديهي حلقه ساختارهای کلاسیک مانند

در هم  های خاصي از حلقهتوان به عنوان حالتمي

𝐴 آمیخته ⋈𝑓 𝐾 بعدها  مطالعه کرد. [1] در

و همکارانش اين  نويسندگان بسیاری از جمله مهدو

 های ناجابجايي نیز مطرح کردندساختار را روی حلقه

جابجايي ها در حالت ناو به مطالعه اين حلقه

  .پرداختند

کاهشي باشد Rآرمنداريز نشان داد اگر حلقه 

توان غیر صفر ندارد( و عنصر پوچای که)حلقه

0

( )
m

j

j

j

g x b x



0

( )
n

i

i

i

f x a x


 

]هايي در ایچندجمله ]R x با شرط

( ) ( ) 0f x g x   ،به ازای هر  گاهآنباشندi  وj

0iداريم ja b  با  يهايحلقه[ 2]. رگي و چاوچاريا

اين خاصیت را آرمنداريز نامیدند. آندرسون و کامیلو 

] ایجملهچند  حلقهنشان دادند که  3 ]R x  روی

ها آرمنداريز است. همچنین آن 𝑅آرمنداريز  حلقه

نشان دادند که حلقه  
𝑅

<𝑥𝑛>
آرمنداريز است اگر و  

 کاهشي باشد. Rتنها اگر  حلقه 

ی هاحلقهيک ويژگي از 3.1. گزاره 0هیرانو

ی تناظر دوسويي بین مجموعه آرمنداريز را به واسطه

و  Rهای حلقه های زير مجموعهپوچساز

]های حلقه پوچسازهای زير مجموعه ]R x  مطرح

های گونه خواص [5]مهدو و همکارانش کرده است. 

 های در همحلقه آرمنداريز را رویمختلف 

𝐴 میختهآ ⋈𝑓 𝐾 ها نشان دادند . آناندعنوان کرده

)و  Aاگر  )f A K )آرمنداريز )آرمنداريز پوچ

𝐴در هم آمیخته  یگاه حلقهباشند، آن ⋈𝑓 𝐾 

 آرمنداريز )آرمنداريز پوچ( است. 

]حلقه  ; ]R x  های اريب نامیده ایحلقه چند جمله

:که در آن شود مي R R  ريختي يک درون

)که طوریاست به )xa a x . هانگ و همکارانش

 هاآن. اندکردهی آرمنداريز اريب را معرفي هاحلقه [6]

 دررا  Rحلقه   ريختيدرون با در نظر گرفتن

مورد نظر در  هایایچند جمله که صورتي

  [ ; ]R x باشد، داشته قرار - آرمنداريز اريب

 [2]و حبیبي و موسوی  [7]نامیدند. ژانگ و چن 

آرمنداريز -آرمنداريز اريب ضعیف و -یهاحلقه

 ريختيدرونبا  R. حلقه اندکردهاريب پوچ را معرفي 

  را- آرمنداريز اريب ضعیف نامند هرگاه برای

 ایجملههر دو چند 
0

( )
n

i

i

i

f x a x


  و



 

 پوچ                                                                                                       آرمنداريز اريب-αهای در هم آمیخته حلقه
 

   

0

( )
m

j

j

j

g x b x


 بهمتعلق[ ; ]R x  اگر

( ) ( ) 0f x g x  ،برای هر گاهآنi وj،

1 ( ) ( )i

i ja b nil R  همچنین حلقه .R  با

آرمنداريز اريب پوچ نامند، -را   ريختيدرون

 ایجملههرگاه برای هر دو چند 
0

( )
n

i

i

i

f x a x




و 
0

( )
m

j

j

j

g x b x


  متعلق به[ ; ]R x   اگر

  ( ) ( ) ( [ ; ])f x g x nil R x  ،برای هر  گاهآنi و

j ،( ) ( )i

i ja b nil R  .ی هاحلقه-

-𝛼آرمنداريز اريب پوچ و -𝛼آرمنداريز اريب، 

آرمنداريز -یهاحلقهآرمنداريز اريب ضعیف و 

 آرمنداريز اريب ضعیف هستند. -اريب پوچ، 

-2حلقه  [1] و همکارانش برکین میراولین بار توسط 

اولیه نامیم -2 را Rاست. حلقه  اولیه معرفي شده

)* هرگاه ) ( )Nil R nil R.  به عبارت ديگر راديکال

ه ب توان را در بر داشته باشد.همه عناصر پوچ ،اول آن

های های جابجايي و حلقهتوان ديد حلقهآساني مي

 همچنین حلقه چند اولیه هستند-2کاهشي 

. 13اولیه است -2اولیه، -2ها روی حلقه ایجمله

 چند حلقهاولیه بودن -2. نويسندگاني 2.6گزاره 

اريب و سری های تواني را روی حلقه  های ایجمله

ها با ارائه آن12و  11 ندااولیه بررسي کرده-2

، نشان 2.1. مثال 12و  1.1. مثال 11هايي، مثال

های ایهای تواني  و حلقه چندجملهدادند که سری

 اولیه نیستند. -2اولیه، -2اريب روی حلقه 

در اين مقاله شرط لازم و کافي برای آن که حلقه در 

𝐴هم آمیخته  ⋈𝑓 𝐾 ،𝛼- آرمنداريز اريب پوچ و

اولیه شود را مطرح -2آرمنداريز اريب ضعیف و -

.کنیممي

 

های در هم آرمنداريز اريب پوچ در حلقه-8

 آلايدهآمیخته در امتداد يک 

های ريختيبه ترتیب درون2 و  1فرض کنیم

) و  Aای ازحلقه )f A Kباشند. فرض کنیم 

𝐴 ⋈𝑓 𝐾 آلايده حلقه در هم آمیخته در امتداد K

  ،f همريختي تحت
2 1f f و

2( )K K 

 ایحلقه ريختيصورت دروند. در اين نباش 

  𝛼: 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 →  𝐴 ⋈𝑓 𝐾 را برای هرa A

k و  Kکنیم.به صورت زير تعريف مي 

1 2( , ( ) ) ( ( ), ( ( ) )).a f a k a f a k      

 

𝐴فرض کنیم .  1-8لم  ⋈𝑓 𝐾  حلقه در هم آمیخته

باشد. در اين صورت  fتحت K در امتداد Bو Aاز

 داريم

𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾) = 
 ( , ( ) ) | ( ), ( ) ( ( ) )a f a k a nil A f a k nil f a k     

 

 واضح است.اثبات. 

 

𝐴 فرض کنیم. 8-8قضیه  ⋈𝑓 𝐾  حلقه در هم

 .باشد fتحت K در امتداد Bو A آمیخته از

𝐴 اگر (1) ⋈𝑓 𝐾حلقه- آرمنداريز اريب

حلقه A گاهپوچ )به ترتیب، اريب ضعیف( باشد، آن

1- )آرمنداريز اريب پوچ )به ترتیب، اريب ضعیف

 است.

آرمنداريز اريب پوچ )به -1حلقه  Aاگر  (2)

)ترتیب، اريب ضعیف( و  )f A K  2-حلقه

د، نضعیف( باشآرمنداريز اريب پوچ )به ترتیب، اريب 

𝐴گاه آن ⋈𝑓 𝐾   حلقه- آرمنداريز اريب پوچ )به

 ترتیب، اريب ضعیف( است.

مجموعه عناصر منظم  Sفرض کنیم  (3)

S کهباشد به طوری Bحلقه  مرکزی از K  

𝐴اگر .  ⋈𝑓 𝐾  حلقه- آرمنداريز اريب پوچ )به

)گاهترتیب، اريب ضعیف( باشد، آن )f A K حلقه
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2- )آرمنداريز اريب پوچ )به ترتیب، اريب ضعیف

 است.

).فرض کنیم  (0) )K nil B اگر A حلقه 

-1گاهآرمنداريز اريب پوچ باشد، آن 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 

 اريب پوچ است. آرمنداريز-حلقه 

)1. کنیم فرض (5) ) ( )f K nil A  اگر

( )f A K  2حلقه-باشد،  آرمنداريز اريب پوچ

𝐴 گاهآن ⋈𝑓 𝐾  حلقه- آرمنداريز اريب پوچ

 است.

 فرض کنیم( 1)اثبات: 
0

( )
n

i

A i

i

f x a x


 و

0

( )
m

j

A j

j

g x b x


 1متعلق به[ ; ]A x  باشند به

)1. کهطوری )[ ; ]A Af g nil A x   

بنابراين
1 ( ) ( )i

i j

i j

a b nil A


 .کنیم برای ادعا مي

0هر  i n  0 و j m ،

1 ( ) ( )i

i ja b nil A  .قرار دهید 

0 0

( ) ( , ( )) , ( ) ( , ( ))
n m

i j

i i j j

i j

F x a f a x G x b f b x
 

    

𝐴که متعلق به  ⋈𝑓 𝐾 [𝑥; 𝛼] در اين باشند. مي

 صورت

0

1

1

0

1

2

0

( ) ( )

( ( , ( )) ( , ( )))

( ( ( ), ( ) ( ( ))))

( ( ( ), ( ( ))))

n m
i t

i i j j

t i j t

n m
i t

i j i j

t i j t

n m
i t

i j i j

t i j t i j

i

i

t

F x G x

a f a b f b x

a b f a f b x

a b f a b x













  



  



    







 

 

  

   ∈

𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼]. 

 

𝐴که از اين ⋈𝑓 𝐾 ،-،آرمنداريز اريب پوچ است 

0برای هر  لذا i n  0و j m داريم 

( , ( )) ( , ( ))i

i i j ja f a b f b ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾). 

 

، jو iبرای هر 2-1  لذا بنا بر لم

1 ( ) ( )i

i ja b nil A  . 

، Aفرض کنیم ( 2)
1- آرمنداريز اريب پوچ و

( )f A K ،
2- د و ناريب پوچ باشآرمنداريز

0

( ) ( , ( ) )
n

i

i i i

i

F x a f a k x


  و
0

( ) ( , ( ) )
m

j

j j j

j

G x b f b l x


 
 

𝐴 متعلق به ⋈𝑓 𝐾[𝑥; 𝛼] کهباشند به طوری 

.( ) ( )F x G x∈ 𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼]  
قرار دهید

1

0 0

( ) , ( ) [ ; ]
n m

i j

A i A j

i j

f x a x g x b x A x 
 

    

 و

0 0

( ) ( ( ) ) , ( ) ( ( ) )
n m

i j

B i i B j j

i j

f x f a k x g x f b l x
 

    

2( ( ) )[ ; ].f A K x    

 

 در اين صورت

( ) ( )F x G x  𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼] 
 

 دهدنتیجه مي

0

( ( , ( ) ) ( , ( ) ))
n m

i t

i i i j j j

t i j t

a f a k b f b l x


  

    

∈ 𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼] 
 

 بنابراين

1 2

0

1 2

0

( ( , ( ) )( ( , ( ( ) )))

( ( ( , ( ( ) )( ( () ) ))

)
n m

i i t

i i i j j j

t i j t

n m
i i t

i j i i j j

t i j t i j t

a f a k b f b l x

a b f a k f b l x

 

 



  



    

 

  

 

  

∈ 𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼]. 
 

 2-1 لذا بنا بر لم

1 1

0

( ( )) ( )[ ; ]
n m

i t

i j

t i j t

a b x nil A x 


  

   

 و

2

0

( ( ( ) ) ( ( ) ))
n m

i t

i i j j

t i j t

f a k f b l x


  

    

2( ( ) )[ ; ].nil f A K x    

 

و آرمنداريز اريب پوچ-A ،1که از اين

( )f A K، 



 

 پوچ                                                                                                       آرمنداريز اريب-αهای در هم آمیخته حلقه
 

   

-2 آرمنداريز اريب پوچ است لذا برای هر 𝑖 و 

𝑗 گیريممينتیجه   

1 ( ) ( )i

i ja b nil A  

و

2( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ).i

i i j jf a k f b l nil f A K   

 (3 ) 

 کنیم فرض
0

( ) ( ( ) )
n

i

B i i

i

f x f a k x


  و

0

( ) ( ( ) )
m

j

B j j

j

g x f b l x


  متعلق به

2( ( ) )[ ; ]f A K x کهباشند به طوری

.
2( ( ) )[ ; ]B Bf g nil f A K x    در اين صورت

0برای هر t n m    

2( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) ).i

i i j j

i j t

f a k f b l nil f A K
 

    

 

باشد.  Kيک عنصر منظم مرکزی از e فرض کنیم

است، لذا برای هر  Kمتعلق به eکه از اين

0 i n ، 

(0, (0) ( ( ) )) (0, ( ( ) ))i i i if e f a k e f a k   

∈ 𝐴 ⋈𝑓 𝐾. 

 

 قرار دهید

0

( ) (0, ( ( ) ))
n

i

i i

i

F x e f a k x


   و
0

( ) ( , ( ) )
m

j

j j j

j

G x b f b l x


 
  

 

𝐴که متعلق به  ⋈𝑓 𝐾[𝑥; 𝛼] باشند.مي 

 در اين صورت

0

2

0

( ) ( )

( (0, ( ( ) )) ( , ( ) )))

(0, ( ( ) ) ( ( ) ))

n m
i t

i i j j j

t i j t

n m
i t

i i j j

t i j t

F x G x

e f a k b f b l x

e f a k f b l x







  



  

  

  

 

 

 

  ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼]. 
 

𝐴از اين که  ⋈𝑓 𝐾 ،- ،آرمنداريز اريب پوچ است

0 برای هر لذا  i n 0,و j m  

(0, ( ( ) )) ( , ( ) )i

i i j j je f a k b f b l   

∈ 𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾) 
 

 𝑗و 𝑖برای هر  2-1  لذا بنا بر لم

.
2( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )i

i i j je f a k f b l nil f A K    

 

 طوری کهوجود دارد به 𝑛بنابراين عدد طبیعي مانند 

2( ( ( ) ) ( ( ) )) 0.i n

i i j je f a k f b l   

 

 رکزی است لذايک عنصر م eکه از اين

2(( ( ) ) ( ( ) )) 0n i n

i i j je f a k f b l   

 

 ، eو بنابر منظم بودن 

2(( ( ) ) ( ( ) )) 0.i n

i i j jf a k f b l   

 

0برای هربنابراين  i n  0و j m ، 

2( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )i

i i j jf a k f b l nil f A K    . 

 

) بنابراين )f A K 2حلقه-آرمنداريز اريب پوچ 

 است.

:𝑝𝐴 همريختي پوشای( 0) 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 → A  را با

) ضابطه , ( ) )Ap a f a k a   گیريمميدر نظر .

Akerp{0}داريم K  .بنابراين 
𝐴⋈𝑓𝐾

{ 3}×𝐾
≃ 𝐴  و

جا از آن
𝐴⋈𝑓𝐾

{3}×𝐾
   ،- آرمنداريز اريب پوچ است که

  در آن

𝛼: 
𝐴 ⋈𝑓 𝐾

{3} × 𝐾
→

𝐴 ⋈𝑓 𝐾

{3} × 𝐾
 

 

 با ضابطه 

(( , ( ) ) ({0} ))

( , ( ) ) ({0} )

a f a k K

a f a k K





  

   
 

 

)2از اين که شود. تعريف مي )K K  لذا 

 واضح است. فرض کنیم تعريفيخوش

0

( ) ( , ( ) )
n

i

i i i

i

F x a f a k x


   و
0

( ) ( , ( ) )
m

j

j j i

j

G x b f b l x


  

𝐴 متعلق به ⋈𝑓 𝐾[𝑥; 𝛼] که به طوری باشند 
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0

( ) ( )

( ( , ( ) ) ( , ( ) )
n m

i t

i i i j j j

t i j t

F x G x

a f a k b f b l x


  



  

∈  𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼]. 

 

 ينبنابرا

1 2

0

( ( ( ), ( ( ) ) ( ( ) )))
n m

i i t

i j i i j j

t i j t

a b f a k f b l x 


  

    

∈  𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼]. 
 

 قرار دهید

0

( ) ( , ( ) )
n

i

i i i

i

F x a f a k x


  و 
0

( ) ( , ( ) )
m

j

j j j

j

G x b f b l x


  

متعلق بهکه 
𝐴⋈𝑓𝐾

{3}×𝐾
[𝑥; α̅] در اين صورت. باشندمي 

∈ 𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)[𝑥; 𝛼]( ) ( )F x G x  نتیجه

 دهدمي

( ) ( )F x G x ∈ 𝑛𝑖𝑙(
𝐴⋈𝑓𝐾

{3}×𝐾
)[𝑥; α̅]. 

 

که در نتیجه از اين
𝐴⋈𝑓𝐾

{3}×𝐾
  ،- آرمنداريز اريب پوچ

 ،jو  iاست لذا برای هر

( , ( ) ) ( , ( ) )i

i i i j j ja f a k b f b l  

∈ 𝑛𝑖𝑙(
𝐴⋈𝑓𝐾

{3}×𝐾
). 

 

0هرجا برای از آن i n  0 و j m  ، 
(( , ( ) ) ({0} ))( ( , ( ) ) ({0} ))i

i i i j j ja f a k K b f b l K     

∈ 𝑛𝑖𝑙(
𝐴⋈𝑓𝐾

{3}×𝐾
). 

 

 کهوجود دارد به طوری ijn بنابراين عدد صحیح

(( , ( ) ) ( , ( ) )) {0}ijni

i i i j j ja f a k b f b l K   

. 

 بنابراين

1 2( ( )) , (( ( ) ) ( ( ) ))

{0} .

ij ijn ni i

i j i i j ja b f a k f b l

K

  

 
 

 

0 جا برای هرآناز  i n  0, و j m  

1( ( )) 0ijni

i ja b   

 و

2(( ( ) ) ( ( ) )) ( ).ijni

i i j jf a k f b l K nil B   

 

 

 ،jو  i لذا برای هر

( , ( ) ) ( , ( ) )i

i i i j j ja f a k b f b l  

∈ nil(𝐴 ⋈𝑓 𝐾). 
 
 پوشای (  همريختي5)

( )f A K 
( )f A Kp 

: 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 → 

 

را با ضابطه 
( ) ( , ( ) ) ( )f A Kp a f a k f a k    

 . داريمگیريمميدر نظر 
1

( ) ( ) {0}f A Kkerp f K

   .بنابراين 
𝐴⋈𝑓𝐾

1( ) {0}f K 
≃ 𝑓(𝐴) + 𝐾 جا ز آنو ا 

𝐴⋈𝑓𝐾

1( ) {0}f K 
  - آرمنداريز اريب پوچ است که

  در آن

𝛼 : 
𝐴 ⋈𝑓 𝐾

1( ) {0}f K 
→

𝐴 ⋈𝑓 𝐾

1( ) {0}f K 
 

 

 با ضابطه 

1

1

(( , ( ) ) ( ( ) {0}))

( , ( ) ) ( ( ) {0})

a f a k f K

a f a k f K









  

   
 

( 0. ادامه اثبات مانند اثبات قسمت )شودميتعريف 

 مي باشد.

 

 A بودن ضعیف آرمنداريز که دهدمي نشان زير مثال

𝐴برای آرمنداريز ضعیف بودن  کافي شرط ⋈𝑓 𝐾 

 باشد.نمي
 

2 فرض کنیم.  3-8مثال  ( )A T F  حلقه

باشد.  Fروی میدان 2مرتبه  بالامثلثي يماتريس

کاهشي است لذا آرمنداريز، بنابراين  Fچون 
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های آرمنداريز ضعیف است. از طرفي حلقه ماتريس

بالامثلثي روی حلقه آرمنداريز ضعیف، آرمنداريز 

 A. بنابراين حلقه ]2.2. گزاره 13[ضعیف است 

)2است. فرض کنیم آرمنداريز ضعیف )B M F و 

[ ]K xB x ایآل از حلقه چند جملهايده [ ]B x 

: باشد. فرض کنیم [ ]f A B x  همريختي

Mای و برای هرحلقه A،.( )f M M  نشان

) دهیممي )f A K  آرمنداريز ضعیف حلقه

  نیست. فرض کنیم

    20 1 1 0

0 0 0 0
( )h x x x  

 و

    21 1 0 0

0 10 1
( )g x x x

 
   

 

) هايي درایچندجمله ( ) )[ ]f A K x  باشند. در

) اين صورت ) ( ) 0h x g x  . درصورتي که 

    1 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0
( ( ) )nil f A K    

 

)بنابراين  )f A K .چون آرمنداريز ضعیف نیست 

  𝐴 ⋈𝑓 𝐾 ≃( )f A K  ،لذا 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 

 ضعیف نیست. آرمنداريز

 

 اولیه-8های در هم آمیخته حلقه -3

توان نامیم هرگاه هر پوچ را قوياً R از حلقه a عنصر

1دنباله  2 3, , ,...a a a  1که در آنa a و

1 ( )n n na a Ra n    .10[بنا بر سرانجام صفر شود .

دقیقاً مجموعه  ،Rاول حلقه راديکال ، ]2.5.6گزاره 

در اين  است. Rحلقه  توان ازتمام عناصر قوياً پوچ

سازگاری را برای -اولیه و -2بخش خاصیت 

𝐴 های در هم آمیخته حلقه ⋈𝑓 𝐾  بررسي

. 16[و   ]2.1گزاره . 15[ جا بنا برکنیم، و از آنمي

𝐴گیريم اگر حلقه نتیجه مي  ]2.2 نتیجه ⋈𝑓 𝐾  

 آرمنداريز-گاه آن ،سازگار باشد-اولیه و -2

 پوچ است. اريب

 

f: فرض کنیم. 1-3قضیه  A B  همريختي

 باشد. B آل از حلقهيک ايده Kو  ایحلقه

) و Aاگر  (1) )f A K اولیه -2های حلقه

𝐴گاه باشند، آن ⋈𝑓 𝐾 اولیه است.-2 حلقه 

𝐴 اگر (2) ⋈𝑓 𝐾 اولیه باشد، -2 يک حلقه

 .ولیه استا-2حلقه  A گاهآن

مجموعه عناصر منظم  Sفرض کنیم  (3)

S. کهباشد به طوری Bمرکزی از  K   اگر  

𝐴 ⋈𝑓 𝐾 2-گاه اولیه باشد، آن( )f A K ،2-

 .اولیه است

 کافیست نشان دهیم( 1) اثبات.

 .𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾) ⊆ 𝑁𝑖𝑙∗(𝐴 ⋈𝑓 𝐾)  
∋ فرض کنیم 𝑛𝑖𝑙(𝐴 ⋈𝑓 𝐾) ( , ( ) )a f a k .

)دهیم مينشان  , ( ) )a f a k ًتوان است. پوچ قويا

  دنباله

1 1 1

2 2 2 3 3 3

( , ( ) ) ( , ( ) ),

( , ( ) ), ( , ( ) ),...

a f a k a f a k

a f a k a f a k

  

 
 

𝐴را در  ⋈𝑓 𝐾  1در نظر بگیريد که در آن برایi

, 

1 1 1( , ( ) )i i ia f a k    

( , ( ) )i i ia f a k 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 ( , ( ) )i i ia f a k .  

1جا از آن 2 3, , ,...a a a a و 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) , ( ) , ( ) ,...f a k f a k f a k f a k      

)و Aهايي در به ترتیب دنباله )f A K هستند که

 1iبرای 

1    i i ia a Aa  

و   

1 1( ) ( ( ) )( ( ) )( ( ) ).i i i i i if a k f a k f A K f a k      

 

)و A کهاز اين )f A K اولیه -2 های حلقه

د به نوجود دار m, n اعداد صحیح مثبتلذا هستند 

1که طوری 0na    1و 1( ) 0m mf a k  .  
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}. قرار دهید , }t max n m در اين صورت 

1 1 1( , ( ) ) 0t t ta f a k   . بنابراين( , ( ) )a f a k 

 توان است.قوياً پوچ

)*( همواره 2) ) ( )Nil A nil Aکافیست  . لذا

)*.نشان دهیم  ) ( )nil A Nil A فرض کنیم

.( )a nil A که از اين𝐴 ⋈𝑓 𝐾 ،2- اولیه است

 داريم

(𝑎, 𝑓(𝑎)) ∈ 𝑁𝑖𝑙∗(𝐴 ⋈𝑓 𝐾). 
)بنابراين , ( ))a f a در  𝐴 ⋈𝑓 𝐾توان قوياً پوچ

 است. لذا هر دنباله به صورت زير

1 1 2 2 3 3( , ( )) ( , ( )),( , ( )),( , ( )),...a f a a f a a f a a f a  

∈  𝐴 ⋈𝑓 𝐾 
 

 ، 1i   که برای هر

1 1( , ( ))i ia f a 
 

( , ( ))i ia f a  𝐴 ⋈𝑓 𝐾 ( , ( ))i ia f a  

 

ای وجود دارد به   nشود. لذاسرانجام صفر مي

1.کهطوری 1( , ( )) 0n na f a   بنابراين

1 2, ,...a a a ای دردنباله A است که در آن 

1i i ia a Aa  ،1کهبه طوری 0na  . بنابراين 

a A جاو از آن توان استقوياً پوچ

*( ) ( )Nil A nil A . 

کافیست نشان دهیم ( 3)

.*( ( ) ) ( ( ) )nil f A K Nil f A K    فرض

)کنیم ) ( ( ) )f a k nil f A K   .قرار دهید 

1 1 2 2 3 3( ) ( ) , ( ) , ( ) ,...f a k f a k f a k f a k      

)يک دنباله در که )f A K کهطوریباشد بهمي 

 ،1i در آن برای 

1 1( ( ) )

( ( ) )( ( ) )( ( ) ).

i i

i i i i

f a k

f a k f A K f a k

 

   
 

 

e. فرض کنیم K S  دنباله ای از 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 

 را به صورت زير داريم.

4

2

1 1 2 2

4 8

3 3 4

(0, ( ( ) )) (0, ( ( ) )), (0, ( ( ) )),

(0, ( ( ) )), (0, ( ( ) )),...

e f a k e f a k e f a k

e f a k e f a k

   

 

 

 

 ، 1i که در آن برای
2

1 1(0, ( ( ) ))
i

i ie f a k   

∈
12(0, ( ( ) ))

i

i ie f a k


 𝐴 ⋈𝑓 𝐾
12(0, ( ( ) ))

i

i ie f a k


  

 

𝐴 که از اين ⋈𝑓 𝐾  ،2- اولیه است، عدد صحیحn

 کهوجود دارد به طوری

.2

1 1(0, ( ( ) )) 0
n

n ne f a k   

2 بنابراين

1 1( ( ) ) 0
n

n ne f a k   بنا  جاو از آن

𝑒 ،1بر منظم بودن  1( ) 0n nf a k    بنابراين اثبات

) حلقه و کامل )f A K 2-.اولیه است 

 شرط A بودن اولیه-2 که دهدمي نشان زير مثال

𝐴بودن  اولیه -2 برای کافي ⋈𝑓 𝐾   باشد.نمي 

 

) فرض کنیم. 8-3مثال , )A T  توسیع

2 و  توسط بديهي از  ( )B Mواضح  .باشد

اولیه نیست و -B، 2اولیه است اما -A،2 است که

بنابراين حلقه B x، 2-اولیه نیست. فرض کنیم 

:f A↪[ ]B x نگاشت شمول )برای هرN A،

( )f N N)  و K x B x آل ازيک ايده 

[ ]B x  .باشد 

)نگاشت تصويری )f A K  𝐴 ⋈𝑓 𝐾 :P  را

)با ضابطه  , ( ) ) ( )p a f a k f a k    در نظر

)1kerگیريم. از اين که  مي ) ( ) {0}P f K  ،

𝐴 بنابراين  ⋈𝑓 𝐾 ≃( )f A K لذا ،𝐴 ⋈𝑓 𝐾 

 اولیه نیست.-2

توسط هاشمي سازگار-کاهشي  اًلزوم حلقه های نه

را Rحلقه  هاآن. [17]و موسوی تعريف شده است 

-هرگاه به ازای هر دندسازگار نامی ،a وb درR 

0ab، داشته باشیم  اگر و تنها اگر( ) 0a b  .

سازگار -های کاهشي و سپس نشان دادند که حلقه

- .نشان  هاآن همچنینآرمنداريز اريب هستند 

 حلقه يک از توانپوچ عناصر مجموعه اگر که دادند

-سازگار R حلقه گاهآن دهد آلايدهتشکیلR 

-در ادامه ارتباط بین پوچ است.  آرمنداريز اريب
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-حلقه در هم آمیخته  یسازگار 𝐴 ⋈𝑓 𝐾  را با

1-سازگاری حلقه A 2و-سازگاری حلقه 

( )f A K دهیم کنیم. سپس نشان ميمطرح مي

اولیه و -2سازگار و -1ایحلقه A اگر

( )f A K 2ایحلقه- د، ناولیه باش-2سازگار و

𝐴 گاه حلقه در هم آمیختهآن ⋈𝑓 𝐾 - آرمنداريز

 اريب پوچ است.

 

f:فرض کنیم. 3-3قضیه  A B  يک

 باشد. B از حلقه يآلايده K ای وهمريختي حلقه

)سازگار و -1حلقه Aاگر  (1) )f A K 

𝐴گاه د، آننسازگار باش2- حلقه ⋈𝑓 𝐾،-

 سازگار است.

𝐴اگر  (2) ⋈𝑓 𝐾  حلقه- ،سازگار باشد

 سازگار است.-1Aگاه آن

𝐴فرض کنیم  (3) ⋈𝑓 𝐾،- .سازگار باشد

S عناصر منظم حلقه  یرا مجموعهB به  قرار دهید

S. کهطوری K   در اين صورت( )f A K

-2.سازگار است 

ای باشد. اگر تکريختي حلقهfفرض کنیم (0)

2( )f A K-گاه سازگار باشد، آنA 

1-.سازگار است  

 فرض کنیم( 1)اثبات. 

( , ( ) ),( , ( ) )a f a k b f b k   ∈  𝐴 ⋈𝑓 𝐾 
 

 بنابراين

( , ( ) ) ( , ( ) ) 0a f a k b f b k    



1 2( , ( ) )( ( ), ( ( ) )) 0a f a k b f b k      

  

1 2( ) 0,( ( ) ) ( ( ) ) 0a b f a k f b k       

  
0ab  ( ( ) )( ( ) ) 0,f a k f b k    

 
.( , ( ) )( , ( ) ) 0a f a k b f b k    

 

a, کنیم برای ضفر (2) b A  داشته باشیم

.1( ) 0a b  داريم 

( , ( )),( , ( ))a f a b f b ∈ 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 
 

 جاو از آن

1 1( , ( )) ( , ( )) ( ( ), ( ( ))) 0.a f a b f b a b f a b     

 

𝐴 کهاز اين ⋈𝑓 𝐾 ،-،سازگار است

( , ( ))( , ( )) 0a f a b f b  0.جاو از آنab   به

0abطور مشابه اگر   1.، گاهآن( ) 0a b  

 سازگار است.-A،1 بنابراين

فرض کنیم برای ( 3)

( ) , ( ) ( )f a k f b k f A K     

)2داشته باشیم ( ) ) ( ( ) ) 0f a k f b k    .

e قرار دهید K S اريم،. د 

(0, ( ( ) )),( , ( ) )e f a k b f b k   ∈

𝐴 ⋈𝑓 𝐾 
 و 

2

(0, ( ( ) )) ( , ( ) )

(0, ( ( ) ) ( ( ) )) 0.

e f a k b f b k

e f a k f b k









  

  
 

 

𝐴که اين از ⋈𝑓 𝐾 ، -،سازگار است

.(0, ( ( ) ))( , ( ) ) 0e f a k b f b k    بنابراين 

(0, ( ( ) )( ( ) )) 0.e f a k f b k     

 𝑒،لذا بنا بر منظم بودن

.( ( ) )( ( ) ) 0f a k f b k     به طور مشابه

) برای  توان نشان داد اگرمي ( ) )f a k و

( ( ) )f b k  متعلق به( )f A K ،داشته باشیم

( ( ) )( ( ) ) 0f a k f b k   گاه، آن 

2( ( ) ) ( ( ) ) 0.f a k f b k     
 

)بنابراين  )f A K،2-.سازگار است 

a,فرض کنیم برای( 0) b A، .0ab   بنابراين

( ) ( ) 0f a f b  و.( ), ( ) ( ) ( )f a f b f A f A K   
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)کهاز اين )f A K،2-،سازگار است

2( ) ( ( )) 0f a f b . 

1.بنابراين  1( ) ( ( )) ( ( )) 0f a f b f a b   

)1.تکريختي است،  f کهاز اين ) 0a b  

)1 به طور مشابه اگر  ) 0a b 0. گاه،آنab  

 سازگار است.-A،1بنابراين
 

f:فرض کنیم. 0-3نتیجه  A B  يک

)2ای باشد. اگر تکريختي حلقه )f A K-

𝐴گاه سازگار باشد، آن ⋈𝑓 𝐾  -.سازگار است 

)فرض کنیم. 8-3مثال  , )A T  توسیع

) و  توسط بديهي از  , )B T A A  توسیع

 فرض کنیم .باشد Aتوسط A بديهي از

: ( , )f A T A A  که برایM A ،

( ) ( ,0)f M M 0). و, )K T A  فرض

2 کنیم : ( ) ( )f A K f A K    با ضابطه 

2 1 1( , ) ( ( ), ( ))M N M N    تعريف شده

1آن  درباشد که  : A A  با ضابطه 

1( , ) ( , )
2

t
a t a  .دهیم نشان مي تعريف شود

( )f A K،2-لذا  .سازگار نیست𝐴 ⋈𝑓 𝐾 ،

-سازگار نیست. فرض کنیم 
1

((0, ), ( 1,0)), ((0,1), (1,0)) ( ) .
2

f A K    

 اين صورت در

2

1 1

1
((0, ), ( 1,0)) ((0,1), (1,0))

2

1
((0, ), ( 1,0))( (0,1), (1,0))

2

1 1
((0, ), ( 1,0))((0, ), (1,0))

2 2

1 1 1 1
((0, )(0, ), (0, )(1,0) ( 1,0)(0, ))

2 2 2 2

1 1
((0,0), (0, ) (0, )) 0.

2 2



 

 

 

 

  

  

 

 اما

1
((0, ), ( 1,0))((0,1), (1,0))

2

1 1
((0, )(0,1), (0, )(1,0) ( 1,0)(0,1))

2 2

1 1
((0,0), (0, ) (0, 1)) ((0,0), (0, )) 0.

2 2

 

  

    

 

 

سازگار و -1اولیه-2يک حلقه  Aاگر . 6-3گزاره 

( )f A K  2اولیه-2يک حلقه-د، نسازگار باش

𝐴 گاهآن ⋈𝑓 𝐾   يک حلقه- آرمنداريز اريب پوچ

 است.

سازگار و1A-اگر، 3-3بنا بر قضیه اثبات. 

-2( )f A Kگاهد، آننسازگار باش 𝐴 ⋈𝑓 𝐾،

-1-3 از طرفي بنا بر قضیه سازگار و ، 𝐴 ⋈𝑓 𝐾 

. 16[ و ]2.1گزاره . 15[   جا بنابراز آن ت.اولیه اس-2

𝐴  ]2.2 نتیجه ⋈𝑓 𝐾 حلقه - آرمنداريز اريب

 پوچ است.

 

يک را  ريختيهمراه با درون   Rحلقه ]12[بنا به 

ضعیف نامیم، هرگاه به ازای هر صلب-حلقه 

a R داشته باشیم 

( ) ( ) ( ).a a nil R a nil R     
 

صلب -يک حلقه Rاگر ]3.3. قضیه 12[بنا بر 

)ضعیف و  )nil R آل از حلقه يک ايدهR  ،باشد

 آرمنداريز اريب ضعیف است.-يک حلقه  Rگاهآن

 

صلب -1لیه او-2 يک حلقهAاگر. 7-3نتیجه

)ضعیف و  )f A K  2 اولیه-2يک حلقه- صلب

𝐴گاه ، آنندضعیف باش ⋈𝑓 𝐾  يک حلقه -

 آرمنداريز اريب ضعیف است.

 واضح است. 2-2بنابر قضیه اثبات. 

  



 

 پوچ                                                                                                       آرمنداريز اريب-αهای در هم آمیخته حلقه
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