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[1][7]

.

Ʃ𝑓

𝑓(𝑧) =
1

𝑧
+ ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘,∞

𝑘=0    

𝕌∗ ≔ {𝑧 ∶ 𝑧 ∈ 𝐶 0 < |𝑧| < 1} = 𝕌 − {0}   

Ʃℳ𝒮∗(𝛼)

[8] [9][10]

𝒩𝒮∗(𝛼)

[11]

[12]

[13] 

[11]

𝑓 ∈ Σℳ𝒞(𝛼)

α

 

ℜ (1 +
𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
) < −𝛼.   

0 ≤ 𝛼 < 1𝑧

𝕌

𝑓 ∈ Σ

𝑓(𝑧) =
𝑒𝛽𝑧

𝑧
,  

0 < 𝛽 <
1

3
𝑧

𝕌

𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
=

𝛽𝑧+1

𝛽𝑧−1
.  

ℜ (1 +
𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
) = ℜ (2 +

2

𝛽𝑧−1
) < 2 +

2

𝛽−1
= −

2𝛽

1−𝛽
.   
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α =
2𝛽

1−𝛽

α

 

𝑓 ∈ Σ𝒩𝒞(𝛼)

α

 

ℜ (1 +
𝑓′(𝑧)

𝑧𝑓′′(𝑧)
) < −𝛼.  

0 ≤ 𝛼 < 1𝑧

𝕌

ℜ(𝑝(𝑧)) < 0

ℜ (
1

𝑝(𝑧)
) = ℜ (

𝑝(𝑧)

|𝑝(𝑧)|2
) < 0.  

 

𝑓 ∈ Σ

α

|
𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
+

1

2(1+𝛼)
| <

1

2(1+𝛼)
   

0 ≤ 𝛼 < 1𝑧

𝕌

 

[14] 𝜑

𝑈|𝜑|

|𝑧| = 𝑟 < 1𝑧0

𝑧0𝜑′(𝑧0) = 𝑘𝜑(𝑧0),  

𝑘 ≥ 1. 

[15]𝛺

ℂ𝛷𝕔2 × 𝕌

ℂ𝛷(𝑖𝑥, 𝑦; 𝑧) ∉ Ω𝑧 ∈ 𝕌

𝑥, 𝑦𝑦 ≤ −
1+𝑥2

2

𝑝(𝑧) = 1 + 𝑐1𝑧 + 𝑐2𝑧2 + ⋯  

𝕌𝛷(𝑝(𝑧), 𝑧𝑝′(𝑧); 𝑧) ∈ Ω

𝑧 ∈ 𝕌ℜ(𝑝(𝑧)) > 0

𝒩𝒞(𝛼)

𝒩𝒞(𝛼)

𝑓 ∈ Σ

𝑓(𝑧) =
1

𝑧
+ ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘 ,∞

𝑘=0   

 

∑ 𝑘(𝑘 + 𝛼(𝑘 − 1))|𝑎𝑘|∞
𝑘=0  

≤
1

2
(1 − |4 + 4𝛼 − 1|),                       

𝑓 ∈ 𝒩𝒞(𝛼)

0 < 𝛼 < 1

𝑧 ∈ 𝕌

|
2(1+𝛼)𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
+ 1| < 1.                       

 

|
2(1+𝛼)𝑧𝑓′′(𝑧)+𝑓′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
| =

|
(4+4𝛼−1)

−1+∑ 𝐾𝑎𝑘𝑧𝑘+1∞
𝑘=0

+

∑ ((2+2𝛼)𝑘(𝑘−1)+𝑘)𝑎𝑘𝑧𝑘+1∞
𝑘=0

−1+∑ 𝐾𝑎𝑘𝑧𝑘+1∞
𝑘=0

| <

|4+4𝛼−1|

1−∑ 𝑘|𝑎𝑘|∞
𝑘=0 |𝑧|𝑘+1 +



 

 

 

∑ ((2+2𝛼)𝑘(𝑘−1)+𝑘)|𝑎𝑘||𝑧|𝑘+1∞
𝑘=0

1−∑ 𝑘|𝑎𝑘|∞
𝑘=0 |𝑧|𝑘+1 <

|4+4𝛼−1|

1−∑ 𝑘|𝛼𝑘|∞
𝑘=0

+
∑ (2+2𝛼)𝑘(𝑘−1)+𝑘)|𝛼𝑘|∞

𝑘=0

1−∑ 𝑘|𝛼𝑘|∞
𝑘=0

.  

|4−4𝛼−1|

1−∑ 𝑘|𝛼𝑘|∞
𝑘=0

+

∑ ((2+2𝛼)𝑘(𝑘−1)+𝑘)|𝛼𝑘|∞
𝑘=0

1−∑ 𝑘|𝛼𝑘|∞
𝑘=0

< 1            

 



0 < 𝛼 < 1

𝑓 ∈ Σ

𝑓(𝑧) =
1

𝑧
  

+ ∑
(1−|4+4𝛼−1|)

𝑘2(𝑘+1)(𝑘+𝛼(𝑘−1))
𝑎𝑘

∞
𝑘=0 𝑧𝑘 

𝒩𝒞(𝛼) 

𝒩𝒞(𝛼)

𝑓 ∈ Σ

𝑓(𝑧) =
1

𝑧
+ ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘 ,∞

𝑘=0  

 

ℜ (
𝑓′(𝑧)

𝑧𝑓′′(𝑧)
(1 + 𝛽

𝑧𝑓′′′(𝑧)

𝑓′′(𝑧)
))   

<
1

2
𝛽(𝛼 + 3) − (1 + 𝛼),                       

𝑓 ∈ 𝒩𝒞(𝛼)

0 ≤ 𝛼 < 1β ≥ 0

ℎ(𝑧)

 

ℎ(𝑧) ≔
−

𝑓′(𝑧)

𝑧𝑓′′(𝑧)
−(1+𝛼)

−𝛼
                             

0 < 𝛼 < 1𝑧

𝕌

ℎ𝕌

1 + 𝛽
𝑧𝑓′′′(𝑧)

𝑓′′(𝑧)
  

= −𝛽
[𝑧ℎ′(𝑧)𝛼+1]

ℎ(𝑧)𝛼+(1+𝛼)
+ 1 − 𝛽                    

 

 

𝑓′(𝑧)

𝑧𝑓′′(𝑧)
(1 +  𝛽

𝑧𝑓′′′(𝑧)

𝑓′′(𝑧)
) =  −𝛽𝑧ℎ′(𝑧)𝛼 +

(1 − 𝛽)ℎ(𝑧)𝛼 + (1 − 𝛽)(1 + 𝛼) − 𝛽 =
𝛷(ℎ(𝑧), 𝑧ℎ′(𝑧); 𝑧),  

 

𝛷(𝑟, 𝑠; 𝑡) = 𝛽𝛼𝑠 + (1 − 𝛽)𝛼𝑟 +
(1 − 𝛽)(1 + 𝛼) − 𝛽.  

 

𝑥 𝑦𝑦 ≤ −
1+𝑥2

2

ℜ(𝛷(𝑖𝑥, 𝑦; 𝑧)) = −𝛽𝛼𝑦 + 1 + 𝛼 −
2𝛽 − 𝛽𝛼  

≤
𝛽𝛼

2
(1 + 𝑥2) + 1 + 𝛼 − 2𝛽 − 𝛽𝛼  

= (1 + 𝛼) −
1

2
𝛽(4 + 𝛼)  

(0 ≤ 𝛼 < 1).  
 

𝛺 = {Ϛ ∶ ℜ(Ϛ) > (1 + 𝛼) −
1

2
 𝛽 (4 + 𝛼)}, 

𝑥 𝑦𝑦 ≤ −
1+𝑥2

2

𝛷(𝑖𝑥, 𝑦; 𝑧) ∉ Ω

𝛷(ℎ(𝑧), 𝑧ℎ́(𝑧); 𝑧) ∈ Ω.  

𝑧 ∈ 𝕌ℜ(ℎ(𝑧)) > 0  


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𝑓 ∈ Σ

𝑓(𝑧) =
1

𝑧
+ ∑ 𝑎𝑘𝑧𝑘 ,∞

𝑘=0   

ℜ (1 +
𝑧𝑓′′′(𝑧)

𝑓′′(𝑧)
−

𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
) <

{

1

2(1+𝛼)

1+𝛼

2

(0 ≤ 𝛼 <
1

2
) ,

(
1

2
≤ 𝛼 < 1) ,

                            

𝑓 ∈ 𝒩𝒞(𝛼)

0 ≤ 𝛼 < 1

g(𝑧)

𝑔(𝑧) ≔ −1 − 𝛼 −
𝑓′(𝑧)

𝑧𝑓′′(𝑧)
                      

0 < 𝛼 < 1𝑧

𝕌

𝑔𝕌 

1 +
𝑧𝑓′′′(𝑧)

𝑓′′(𝑧)
−

𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
=

𝑧𝑔′(𝑧)

𝑔(𝑧)+(1+𝛼)
=

𝛷(𝑔(𝑧), 𝑧𝑔′(𝑧); 𝑧),  
 

𝛷(𝑟, 𝑠; 𝑡) =
𝑠

𝑟+(1+𝛼)
.  

 

𝑥 𝑦𝑦 ≤ −
1+𝑥2

2

ℜ(𝛷(𝑖𝑥, 𝑦; 𝑧)) =
(1+𝛼)𝑦

𝑥2+(1+𝛼)2  

≤ −
(1+𝛼)×(

1+𝑥2

2
)

𝑥2+(1+𝛼)2   

≤ −
(1+𝛼)

2
×

1+𝑥2

𝑥2+(1+𝛼)2  

≤ {
−

(1+𝛼)

2
×

1

(1+𝛼)2

−
(1+𝛼)

2
× 1

(0 ≤ 𝛼 <
1

2
) ,

(
1

2
≤ 𝛼 < 1) ,

  

 

𝛺 = {Ϛ ∶ ℜ(Ϛ) > {

1

2(1+𝛼)

𝛼+1

2

(0 ≤ 𝛼 <
1

2
)

(
1

2
≤ 𝛼 < 1)

},   

𝑥 𝑦𝑦 ≤ −
1+𝑥2

2

𝛷(𝑖𝑥, 𝑦; 𝑧) ∉ Ω

𝛷(𝑔(𝑧), 𝑧𝑔′(𝑧); 𝑧) ∈ Ω

ℜ(𝑔(𝑧)) > 0       (𝑧 ∈ 𝕌).  


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