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معرفی یک معادله مرتبه چهارم بیضوي از نوع کیرشهف 
  نهایت جواب ضعیف براي آنو یافتن بی

  
  

  3، قاسم علیزاده افروزي*2، سمیه خادملو1دشیريکریمه بهاري ار
  

  گروه ریاضی دانشگاه مازندران، مازندران، ایران   )3و1(

  گروه ریاضی دانشگاه صنعتی نوشیروانی بابل، بابل، ایران   )2(
  
  

  25/06/1399تاریخ پذیرش مقاله:    26/04/1398تاریخ ارسال مقاله: 
  چکیده

ي بیضوي مرتبه چهار کیرشهف، شامل پتانسیل چند تکینگی ایت جواب یک معادلهنهاین مقاله به بررسی وجود بی
پردازد. هاي آنالیز غیرخطی بخصوص روش تغییراتی میي کراندار با استفاده از روشمعکوس مربعی، در یک دامنه

یري آنها است. در پذهاي فیزیکی و تکنیکی براي اثبات حلآنالیز غیرخطی ابزاري توانمند در حل بسیاري از مدل
ها را بدون و چندگانگی جواب هاي تغییراتی قادرند وجودهاي مطرح شده در آنالیز غیرخطی، روشمیان روش

آنالیز را در حل  ان گفت یکی از مهمترین کاربردهايیافتن مقدار دقیق آن به اثبات برسانند. از این منظر شاید بتو
ي مطرح توان یافت. ویژگی مهم مسئلهدر همین زیرشاخه از آنالیز می هاي واقعی برگرفته از مسائل واقعی،مدل

اي کنیم بازهي بحرانی، ثابت میاست. با استفاده از نظریه نقطه شده در این مقاله، وجود نقاط تکینگی در دامنه
نهایت یگر وجود بیباشد. به عبارت دهاي ضعیف متمایز میاي از جوابشود که در آن مسئله داراي دنبالهیافت می

شرودینگر مستقل از زمان است  -شود. این مسئله از نوع معادلات پواسونجواب ضعیف براي این مسئله ثابت می
  که در متون فیزیکی کاربرد دارد. 

  
ي چهار، رشهف مرتبهي بیضوي، کینهایت جواب ضعیف، معادلهي بحرانی، بیي نقطهنظریه هاي کلیدي: واژه

 .تکینگی معکوس مربعی پتانسیل چند

                                                
  Email: s.khademloo@nit.ac.ir                                                                                              دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه
در این مقاله معادله مرتبه چهارم بیضوي زیر را که 

هاي معکوس مربعی چندتکینگی  شامل پتانسیل
Ωروي یک دامنه کراندار هموار  ⊂ ℝே(ܰ ≥ 5) 

ݔاست، براي ∈ Ω − {ܽଵ,… , ܽ}   مورد بررسی
  دهیم. قرار می

Δଶݑ =
	ܯ− ቀ∫ ቀ|∇	ݑ|ଶ −ஐ

	∑ ఓ
|௫ି|మ

ଶ|ݑ|
ୀଵ ቁ   ቁݔ݀

ቀ∆	ݑ	 −	∑ ఓ
|௫ି|మ

ݑ
ୀଵ ቁ	                      )1(  

= ,ݔ)݂	ߣ	 (ݑ + ,ݔ)݃ߤ   	.(ݑ
  

شرط مرزي در نظر گرفته شده براي معادله فوق به 
(ݔ)ݑ صورت = 	Δ(ݔ)ݑ =∘ ݔ	براي	 ∈ ߲Ω   است

باشد. به  عملگر دو همساز میکه یک  ଶ∆که در آن 
  عبارت دیگر

∆ଶݑ =	∑ డర

డ௫
ర ேݑ

ୀଵ +	∑ డర

డ௫
మ௫ೕ

మ ே,ݑ
ஷ   

  
ܽو  ∈ Ω, ݅ = 1, 2, … , ݇به ازاي  ݇ ≥ 1.  

≥∘نقاط مختلفی هستند. به علاوه  ߤ	 ∈ ℝ و 
∑ ߤ
ୀଵ < ߤ̅ ≔	 ቀேିଶ

ଶ
ቁ
ଶ

بهینه در ثابت  ߤ̅که  
   باشد.نامساوي هاردي می

,݂همچنین  ݃:	Ωഥ × ℝ⟶ ℝ  دو تابع پیوسته
ܯهستند و  ∈ ,∘])ଵܥ +∞[,ℝ).  
معادله کلاسیک موج ] 21[ کیرشهف 1883در سال 

  را با معرفی معادله
ߩ డమ௨
డ௧మ

−	ቀఘ∘

+	 ா

ଶ	 ∫ ቚడ௨
డ௫
ቚ ݔ݀

∘ ቁ డ
మ௨

డ௫మ
=∘,  

  
توسیع داد. پس از آن مسائل مقدار مرزي 
غیرموضعی بیضوي از نوع زیر، که به مسائل 
کیرشهف معروف هستند، بسیار مورد بررسی قرار 

  گرفت.

ቊ ∫ቀܯ− ஐݔଶ݀|ݑ	∇| ቁ (ݔ)ݑ	∆ = ,ݔ)݂ Ω			(ݑ
ݑ =∘ ,																																																											߲Ω

  

) یک نسخه مستقل از 1مسئله (]. 22، 23، 24، 26[
باشد که داراي  پواسون می- زمان معادله شرودینگر

کاربرد فیزیکی است. بنابر معادله کلاسیک برخورد 
توان را مییک ذره با یک میدان الکترومغناطیسی 

سازي شرودینگر غیرخطی مدل-با معادلات پواسن
از روش تغییراتی و نظریه ] 14[در ]. 3]، [8[کرد 

هاي غیرمنفی و نقطه بحرانی براي پیدا کردن جواب
غیربدیهی از مرتبه چهار کیرشهف اختلال یافته از 

  نوع بیضوي زیر استفاده شده است.

൞
∆ଶݑ −	ቂܯ ቀ∫ ஐ|ݑ∇| ቁቃ

ିଵ
∆ݑ + ݑିଶ|ݑ|ߩ	

= ,ݔ)݂ߣ	 	Ω					(ݑ
ݑ = 	Δݑ =∘ ,									߲Ω	

   

  
  که در آن

∆ଶݑ ,(ݑ∆ିଶ|ݑ∆|)∆	=  > max	{1, ே
ଶ
}  

  
λیک عملگر از مرتبه چهار است.  یک عدد  ∘<

Ω حقیقی، ⊂ ℝே(ܰ ≥ یک دامنه کراندار  (1
ρهموار،  Ω	:݂ و ∘< × ℝ⟶ ℝ  ܮیک تابعଵ-

باشد. به عنوان یک نمونه دیگر در میکاراتئودري 
مسئله بیضوي با پتانسیل  هايوجود جواب ]15[

  هاردي 

൝Δݑ = ߤ	 |௨|షమ௨
|௫|

+ ,ݔ)݂ߣ	 Ω					(ݑ
ݑ =∘ ,																																				߲Ω

  

  
] 17[ است. هانگ و لیو در مورد مطالعه قرار گرفته

-  pهاي مختلف العلامه معادلاتنیز درباره جواب
  العاتی را انجام دادند.همساز با پتانسیل هاردي مط

ቊΔ
ଶݑ −	 

|௫|మ	
ݑିଶ|ݑ| = ,ݔ)݂ Ω					(ݑ

ݑ = ݑ∆ =∘ .																																				߲Ω
  

  
نهایت جواب درباره وجود بی] 26[به علاوه در 

ضعیف از مرتبه چهار کیرشهف مسئله بیضوي 
 باپتانسیل هاردي

ቐ
ܯ	 ቀ∫ ஐ|ݑ∇| ቁݔ݀ ∆ଶ	ݑ −


|௫|మ	

ݑିଶ|ݑ|

= ,ݔ)݂ߣ	 (ݑ + ,ݔ)݃ߤ ,Ω				(ݑ
ݑ = 	Δݑ =∘ 									߲Ω.

  



 

 103                                            نهایت جواب ضعیف براي آنمعرفی یک معادله مرتبه چهارم بیضوي از نوع کیرشهف و یافتن بی
 

   

البته در این زمینه مطالعاتی دیگر نیز انجام شده 
در ادامه معادله کیرشهف مرتبه ]. 25، 19، 11[است 

  را مورد مطالعه قرار خواهیم داد. (1)چهار بیضوي 
  
  اهیم و قضایاي مقدماتی. مف2

  در ابتدا به تبیین مفروضات و شرایط مورد نیاز 
  پردازیم.می

Mتابع (ଵܪ) ∶ 	 [∘, +∞[→ 	ℝ		   تابع پیوسته
,mଵ است و ثوابت مثبت m∘  وجود دارند، بطوري

ݐکه براي هر   داري  ∘≤
∘< m∘ ≤ 1	 ≤ (ݐ)ܯ ≤ ݉ଵ,                 )2(  

  و
M෩(t) ≥ M(t)t,                                    )3(  

  
  که در آن

M෩(t) = 	 ∫ ௧ݏ݀(ݏ)ܯ
∘ ݐ			 ≥∘.  

≥∘ (ଶܪ	) μଵ ଶߤ	≥ ≤ ⋯	≤ ߤ < 	ߤ̅ و    
∑ ߤ <	 ߤ̅
ୀଵ    

  
اولین مقدار ویژه مثبت از مساله  ଵߣفرض کنید 

  مقدار ویژه مرتبه دوم زیر باشد.
ቄ−Δݑ = ,Ω												ݑߣ	
ݑ =∘ 																	߲Ω.   

  
ଵߣ)λଵدر این صورت  − اولین مقدار ویژه مثبت  (ܿ

  از مساله مقدار ویژه درجه چهار
൜Δ

ଶݑ + ܿΔݑ = ,Ω												ݑߣ	
Δݑ = ݑ =∘ 																			߲Ω,   

  
ܿآنخواهد بود که در  < می باشد. با استفاده از   1ߣ
ݑراي هر نامساوي پوانکاره ب ∈ ଶ(Ω)ܪ ∩  ଵ(Ω)∘ܪ

  داریم:
	‖∆୳‖ಽమ(ಈ)

మ ା	‖∇୳‖ಽమ(ಈ)
మ

‖௨‖ಽమ(ಈ)
మ ≥ λଵ(ߣଵ − ܿ).	        )4(   

  
ߤبراي  ].7، 5، 4[ با استفاده از نامساوي  ∘=

ݑ	 هاردي براي هر-سوبولف ∈   داریم:ଵ(Ω)∘ܪ

ቀ∫
|௨|

|௫ି|ೞ
ஐݔ݀ ቁ

మ
 ≤ 	,௦ܥ ∫ ஐ,ݔଶ݀|ݑ∇|   

  
2که در آن  ≤  ≤ 2∗∗, ܽ ∈ Ω )	2∗∗	  نماي

≥∘بحرانی سوبولوف است.) و  ݏ < . در حالتی که 2
 = ݏ = ݑبراي هر  باشد، 2 ∈ ، با ଵ(Ω)∘ܪ

  استفاده از نامساوي هاردي داریم
∫ ௨మ

|௫ି|మ
ஐݔ݀ ≤ ଵ

ఓഥ ∫ ஐ.ݔଶ݀|ݑ∇|               )5(  

  
ܺفرض کنید  ].10 ،12، 19[ = ଶ(Ω)ܪ ∩

  یک فضاي هیلبرت مجهز به ضرب داخلی ଵ(Ω)∘ܪ
,ݑ) ଵ(ݒ =	∫ ቀΔݑ	Δݒ ݒ∇	ݑ∇	+ −ஐ

	∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ቁݒݑ    ,ݔ݀

  
  و نرم کاهش یافته

ଵଶ‖ݑ‖ =	∫ ቀ|∆u|ଶ + |∇u|ଶ −ஐ

	∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ଶቁ|ݑ|    ,ݔ݀

  
  باشد. این نرم معادل با نرم

ଶ‖ݑ‖ =	∫ (|∆u|ଶ + |∇u|ଶ)݀ݔ,ஐ   
  

  باشد که متناظر با ضرب داخلی می
,ݑ) (ݒ = 	 ∫ (Δݑ	Δݒ ஐ,ݔ݀(ݒ∇	ݑ∇	+   

  
شویم که اگر یک فضاي است. یادآور می ܺدر 

.‖هیلبرت داراي دو نرم معادل .‖و   ‖ ‖ଵ  ،باشد
را طوري یافت که براي  ଶܥو  ଵܥهاي توان ثابتمی
ݑهر  ∈   در نامساوي زیر صدق کنند. ܺ

ଵଶ‖ݑ‖ଵܥ ≤ ଶ‖ݑ‖ ≤ ଵଶ‖ݑ‖ଶܥ ,	                )6(  
  

∑داریم:  ଶܪ	به ویژه طبق  ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ . در ∘<

  نتیجه
ଵଶ‖ݑ‖ =	∫ ቀ|∆u|ଶ + |∇u|ଶ −ஐ

	∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ଶቁ|ݑ| ݔ݀ <	.   
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  ) داریم:5و ( ଶܪ	از 
ଵଶ‖ݑ‖ =	∫ ቀ|∆u|ଶ + |∇u|ଶ −ஐ

	∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ଶቁ|ݑ| ݔ݀ ≥	∫ |∆u|ଶ݀ݔ +ஐ

	൬1 −	∑ ఓೖ
సభ
ఓഥ

൰∫ ݔଶ݀|ݑ∇| ≥ஐ =

	൬1 −	∑ ఓೖ
సభ
ఓഥ

൰    .ଶ‖ݑ‖
  

ଵܥهاي پس براي ثابت = ଶܥو  1 =

	൬1 −	∑ ఓೖ
సభ
ఓഥ

൰
ିଵ

  ) برقرار است.6نامساوي ( 
Ωഥ	:݂ (ଷܪ	) × ℝ⟶ ℝ ،تابعی پیوسته است  

,ݔ)ܨ (ݐ = 	 ∫ ,ݔ)݂ ,ݔ)					ݏ݀(ݏ (ݐ ∈ Ω × ℝ,௧
∘   

   
,ݔ)و براي هر  (ݐ ∈ Ω × داریم:  ]∞,∘]

,ݔ)ܨ (ݐ ≥∘   
ݏفرض کنید : (ସܪ	)	 ,∘)ܤو  ∘< (ݏ ⊂ Ω  چنان

,∘)ܤباشند که در آن  به دهنده یک گوي نشان (ݏ
  باشد و  sمرکز صفر و شعاع 

ଵߠ =	
ଶ	గ

ಿ
మ

ቀಿమቁ
∫ ቚଵଶ(ேାଵ)

௦య
ݎ	 −	ଶସ	ே

௦మ
+௦

ೞ
మ

	ଽ(ேିଵ)
௦

ଵ

ቚ
ଶ
   ,ݎ݀	ேିଵݎ

ଶߠ =	∫ ∑ ቀଵଶ	௫
௦య

−	 ଶସ	௫
௦మ

+ே
ୀଵ(∘,௦)\(∘,ೞమ)

	ଽ	௫
௦
ቁ
ଶ
   ,ݔ݀

  
  تابع گاما و  Γکه در آن

Θ ଵߠ	= )ଶ.                                     )7ߠ	+  
 

ݏ :(ହܪ) ود، به شطوري انتخاب می ସܪ	در  ∘<
  اگر قرار دهیمطوریکه 

α ≔ lim	inf௧→ାஶ
ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ

∫ ி(௫,క)ௗ௫ಈ

௧మ
,  

β ≔ lim	sup௧→ାஶ
∫ ிቀ௫,ቁௗ௫ಳቀ∘,ೞమቁ

௧మ
,			  

  
αرابطه  <  حاصل شود که   ߚܮ

ܮ = 	 ఒభ(ఒభି)∘మ

భమ
                                 )8(  

)Θ	, ℎ > ) معرفی 6در رابطه ( 2C ) و7در رابطه ( 1
  ). اند شده

Ωഥ	:݃	 (ܪ	) × ℝ⟶ ℝ ،پیوسته است  
,ݔ)ܩ (ݐ = 	 ∫ ,ݔ)݃ ௧ݏ݀(ݏ

∘ . ,ݔ) (ݐ ∈ Ω × ℝ  
 

,ݐ)و براي هر  (ݑ ∈ Ωഥ × [∘,   داریم ]∞+
,ݐ)ܩ (ݑ   کنیم:و نیز تعریف می ∘≤

ℊஶ ≔

lim	sup௧→ାஶ
ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ

∫ ீ(௫,క)ௗ௫ಈ

௧మ
.  

 
u. 1تعریف  ∈ X ) 1را یک جواب ضعیف از مساله (

,ݑگویند، اگر براي هر  ݒ ∈   داشته باشیم ܺ
∫ ΔݑΔݒ	ݔ݀ +	ஐ Mቀ∫ ቀ|∇ݑ|ଶ −ஐ

∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ቁ	ଶ|ݑ| ∫ቁቀݔ݀ ݒ∇ݑ∇ −ஐ

	∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ቁݔ݀ݒݑ = ߣ	 ቀ∫ ,ݔ)݂ ݔ݀ݒ(ݑ +ஐ

	ఓ
ఒ ∫ ,ݔ)݃ ஐݔ݀ݒ(ݑ ቁ.	  

  
  به صورت) 1(مساله تابعک انرژي متناظر با 

(ݑ)ఒܫ = 	Φ(ݑ) −   ,(ݑ)Ψߣ	
  

  شود که در آنتعریف می
Φ(ݑ) =	 ଵ

ଶ ∫ |Δݑ|ଶ݀ݔ +	ଵ
ଶ
෩ஐܯ ቀ∫ ቀ|∇ݑ|ଶ −ஐ

∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ቁ	ଶ|ݑ| )                         )9	ቁ,ݔ݀  

Ψ(u) = 	∫ ൬ݔ)ܨ, u) + ఓ
ఒ
,ݔ)ܩ ൰(ݑ ஐ.ݔ݀ 	  

  
خوش تعریف و بطور پیوسته گاتو   Ψو  Φتوابع

  u,v ∈ Xباشند. مشتق آنها براي هرپذیر میمشتق
  عبارت است از

Φ
ᇱ
ݒ(ݑ) =	∫ ΔݑΔݒ	ݔ݀ +	ஐ Mቀ∫ ቀ|∇ݑ|ଶ −ஐ

∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ቁ	ଶ|ݑ| ∫ቁቀݔ݀ ݒ∇ݑ∇ −ஐ

	∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ )                            )10	ቁ,ݔ݀ݒݑ  

  و 
Ψ
ᇱ
(ݒ)(ݑ) = ∫ ,ݔ)݂ ݔ݀ݒ(ݑ +ஐ

ఓ
ఒ ∫ ,ݔ)݃ ஐ.ݔ݀ݒ(ݑ                                )11(  
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معادل با ) 1(دانیم جواب غیربدیهی از مساله می
است. نتایج اصلی  (ݑ)ఒܫ نقاط بحرانی غیرصفر از
 مقاله در زیر آمده است:

  
ଵܪ. فرض کنید 2قضیه  در برقرار باشند.  ܪ−

  این صورت براي هر
ߣ ∈ Λ = 	 ఒభ(ఒభି)∘

ଶ	మ
ቃ ଵ
ఉ
, ଵ
ఈ
ቂ,  

  
݃و هر  ∈ Ωഥ)ܥ × ℝ) اگر قرار دهیم  

൝ߤ∗ =
2ܥߙߣ2−∘݉(ܿ−1ߣ)1ߣ

∞2ℊܥ2
				ℊ∞ >∘,

+∞																											ℊ∞ <∘,
       )12(  

  
	μ) براي هر 1آنگاه مساله ( ∈ [∘, داراي یک  	]∗ߤ

ود. خواهد ب  Xهاي ضعیف دردنباله بیکران از جواب
  همچنین فرض کنید:

ଷᇱܪ) ) ݂:	Ωഥ × ℝ⟶ ℝ  یک تابع پیوسته باشد و
ℭ وجود داشته باشد، بطوري که براي هر  ∘<

,ݔ)	 (ݐ ∈ Ω × [∘, ℭ]  ݔ)ܨداشته باشیم, (ݐ ≥∘.  
ସᇱܪ) ݏانتخاب  ( اي است که اگر بگونه ସܪدر  ∘<

  قرار دهیم

α෨ ≔ lim	inf௧→∘శ
ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ

∫ ி(௫,క)ௗ௫ಈ

௧మ
,  

β෨ ≔ lim	sup௧→∘శ
∫ ிቀ௫,ቁௗ௫ಳቀ∘,ೞమቁ

௧మ
,	  

  
α෨آنگاه  <   .෨ߚܮ

ହᇱܪ): ,ݐ)براي هر  ( (ݑ ∈ Ωഥ × [∘, ℭ]  داریم
,ݐ)ܩ (ݑ   کنیمو تعریف می ∘≤

ℊ∘ ≔ lim	sup௧→∘శ
ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ

∫ ீ(௫,క)ௗ௫ಈ

௧మ
.  
  

برقرار  ହᇱܪ-ଷᇱܪو  ଶܪ، ଵܪفرض کنید  .3قضیه 
  باشند. در این صورت براي هر

ߣ ∈ Λ෩ = 	 ఒభ(ఒభି)∘
ଶ	మ

ቃ ଵ
ఉ෩
, ଵ
ఈ
ቂ,  

  
݃	و هر ∈ Ωഥ)ܥ × ℝ)  اگر قرار دهیم  

∗ߤ = ቊ
ఒభ(ఒభି)∘ିଶఒఈమ

ଶమℊ∘
			ℊ∘ >∘,

+∞																											ℊ∘ <∘,
  

 
  

μ) براي هر 1آنگاه مساله ( ∈ [∘, داراي یک  	]∗ߤ
  Xهاي ضعیف دردنباله قویا همگرا به صفر از جواب

  است.
, هايشرط. 4تذکر  ହܪ − تضمین  ′ସܪ و′ଷܪ		 ଷܪ

  نهایت جواب دارد.بی )1( لهمساکنند که می
ହܪشرایط دهند که تابع اطمینان می صریحاً ଷܪ−

داراي یک رفتار مناسب نوسانی در   fاز تابع  Fاولیه
هاي نامحدود بی نهایت براي به دست آوردن جواب

دهندکه اطمینان می ′Hସ و ′Hଷ باشد و شرایطمی
عاشی مناسب داراي یک رفتار ارت  fاز  Fتابع اولیه

هاي کوچک نزدیک مبدا براي پیدا کردن جواب
 ].18[ باشد.دلخواه می

ابزار اصلی ما براي اثبات دو قضیه فوق، قضیه 
باشد که در ادامه به می] 2[ بینهایت نقطه بحرانی

  طور کامل بیان شده است.
  

  یک فضاي باناخ حقیقی   Xفرض کنید .5قضیه 
Φ,Ψانعکاسی باشد و ∶ 	X	 → 	ℝ  گاتو  دو تابع

نیمه پیوسته   Φطوري کهپذیر باشند بهدیفرانسیل
 Ψاي، قویا پیوسته و اجباري و پایینی ضعیف دنباله

  راي باشند. براي هنیمه پیوسته بالایی ضعیف دنباله
ݎ > infΦ فرض کنید 

(ݎ)߮ =

inf௨∈షభ(]ିஶ,[)
ୱ୳୮ೡ∈ಅషభ(]షಮ,ೝ[)ஏ(௩)ି	ஏ(௨)

ି	(௨)
  

ߛ = lim	inf→	ା	ஶ   											,(ݎ)߮
ߜ = lim	inf→(୧୬)	శ   				,(ݎ)߮

  
  سپس خواهیم داشت:

γاگر  (݅) < λبراي هر  ∞+ ∈ ቃ∘, ଵ
ఊ
ቂ  یکی از

−Φهاي زیر برقرار است: یا تابعک گزینه λΨ 
داراي مینیمم سراسري است یا وجود دارد یک 
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هاي موضعی) از نقاط بحرانی (مینیمم {ݑ} دنباله
−Φ	از λΨ	بطوري کهlim→	ାஶΦ(ݑ) =	+∞.  

δاگر  (݅݅) < λبراي هر  ∞+ ∈ ቃ∘, ଵ
ఋ
ቂ  یکی از

هاي زیر برقرار است: یا یک مینیمم سراسري گزینه
−Φوجود دارد که مینیمم موضعی از  Φاز  λΨ	 

ط بحرانی دو به دو از نقا {ݑ}یک دنباله  است یا
−Φهاي موضعی) از متمایز (مینیمم λΨ	  با

lim→	ାஶΦ(ݑ) = infΦ طوري باشد بهمی
  است. Φکه ضعیفا همگرا به مینیمم سراسري از 

  
 . اثبات قضایاي اصلی 3

اثبات نتایج اصلی خواهیم پرداخت. در این بخش به 
 2ضییه براي اثبات ق 5ما از قسمت اول قضیه 

شود که داده می  استفاده خواهیم کرد. در واقع نشان
  مینیمم سراسري ندارد. ఒܫتابعک 

  
باشند هایی تابع  Ψ ،Φفرض کنید .2اثبات قضیه 
  ) تعریف شد. چون9که در رابطه (

෩ܯ ቀ∫ ቀ|∇ݑ|ଶ −ஐ

∑ ఓ
|௫ି|మ


ୀଵ ቁ	ଶ|ݑ| ቁݔ݀ =

	∫ (ݏ)ܯ
ቆ∫ ቆ|∇௨|మି∑

ഋ
หೣషೌห

మ
ೖ
సభ |௨|మ	ቇಈ ௗ௫ቇ

∘   ,ݏ݀
  

  ) خواهیم داشت:6) و (5پس از روابط (

Φ(ݑ) ≥ ቐ
ଵ

ଶ	మ
∘݉									ଶ‖ݑ‖ ≥ 1,

∘
ଶ	మ

∘݉								ଶ‖ݑ‖ < 1,
        )14(  

Φ(ݑ) ≤ ൝
ଵ
ଶ	
݉ଵ									ଶ‖ݑ‖ ≤ 1,

భ
ଶ	
݉ଵ						ଶ‖ݑ‖ > 1,				

	        )15(  

  
  دهندنتیجه می ଵܪهاي بالا و نامساوي

∘
ଶ	మ

ଶ‖ݑ‖ ≤ Φ(ݑ) ≤	భ
ଶ
)ଶ            )16‖ݑ‖  

  

ଶܥکه در آن  =	 ൬1 −	
∑ ఓೖ
సభ
ఓ

൰
ିଵ	

  باشد. در می 
  

اجباري است. از نیم پیوستگی  Φنتیجه تابعک 
ضعیف پایینی نرم همچنین یکنواختی و پیوستگی 

نیمه پیوسته ضعیف  Φ، واضح است که تابعک ෩ܯ
بطور پیوسته  Φاي است. بعلاوه تابعک پایینی دنباله

پذیر گاتو است و مشتق گاتو آن داراي وارون مشتق
  باشد.پیوسته می

ݑحال به ازاي یک  ∈   ݊ید وقتیثابت، فرض کن ܺ
ݑکند میل می ∞به  ⇀  ܺهمگراي ضعیف در  ݑ

݊وقتی  ݑباشد. در این صورت  →  Ω، روي ∞	
از ]. 27[ باشدمی ݑبطور یکنواخت همگرا به 

,ݔ)݂آنجاییکه  (ݑ + ఓ
ఒ
,ݔ)݃ ݔبراي هر  (ݑ ∈ Ω 

ݔپیوسته است، بنابراین براي هر  ℝدر  ∈ Ω  وقتی
݊ →   ، داریم	∞

,ݔ)݂ (ݑ +
ఓ
ఒ
,ݔ)݃ (ݑ → ,ݔ)݂ (ݑ +

ఓ
ఒ
,ݔ)݃   (ݑ

  
݊پس وقتی  → 	∞ ،Ψ

ᇱ(ݑ) → Ψ(ݑ)  و این
  قویا پیوسته  ߕروي  Ψبدین معنی است که 

دهد نتیجه می] 27[در منبع  26,2باشد. گزاره می
طور ضعیف یک عملگر فشرده بوده، پس به ′Ψکه 

خواهیم اي است. حال میلهنیمه پیوسته بالایی دنبا
γ ثابت کنیم < +∞.  

  ) می توان دید16) و (4با استفاده از روابط (
Φ
ିଵ(	] − ∞, (	]ݎ = ݑ} ∈ ܺ,Φ(ݑ) <   {ݎ

⊂ ቄݑ ∈ ܺ,			 ∘
ଶ	మ

ଶ‖ݑ‖ <   ቅݎ

⊂ ቄݑ ∈ ܺ, ଶ‖ݑ‖ < ଶ	మ
∘

ቅ  

⊂ ቄݑ ∈ మ(ஐ)‖ݑ‖	:ܺ
ଶ <	 ଶ	మ

ఒభ(ఒభି)∘
ቅ.	  )17(  

  
(∘)Φتوجه کنید که  (∘)Ψو  ∘= است. براي  ∘=

ݎهر    توان نوشت ) می17با استفاده از ( ∘<
(ݎ)߮ =

inf௨∈షభ(]ିஶ,[)
ୱ୳୮ೠ∈ಅషభ(]షಮ,ೝ[)ஏ(௩)ି	ஏ(௨)

ି	(௨)
≤

	
ୱ୳୮ೠ∈ಅషభ(	]షಮ,ೝ[	)ஏ(௩)


	 ≤
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ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ
∫ ி(௫,క)ௗ௫ಈ


+

	ఓ
ఒ

ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ
∫ ீ(௫,క)ௗ௫ಈ


,  

  که در آن
݀ =	 ଶ	మ

ఒభ(ఒభି)∘
  

  
یک دنباله از اعداد  {݀}باشد. فرض کنید می

݀که مثبت باشد بطوري →	+∞ .  

lim→	ஶ

ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ
∫ ி(௫,క)ௗ௫ಈ

ௗమ
=  

lim	inf௧→	ஶ
ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ

∫ ி(௫,క)ௗ௫ಈ

௧మ
.		   )18(  

  
  براي هر  فرض کنید

ݎ =	
ఒభ(ఒభି)∘

ଶ	మ
݀ଶ 			݊ ∈ ℕ			  

  
  داریم:  )18(و  ହܪبنابر 

ߛ =	 lim	inf→	ஶ߮(ݎ) ≤
lim	inf→	ஶ߮(ݎ) 	≤

	 ଶ	మ
ఒభ(ఒభି)∘

lim→	ஶ

ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ
∫ ி(௫,క)ௗ௫ಈ

ௗమ
+

	ఓ
ఒ
	 ଶ	మ
ఒభ(ఒభି)∘

lim
→	ஶ

ୱ୳୮
‖‖ಽమ(ಈ)ರ

∫ ீ(௫,క)ௗ௫ಈ

ௗమ
	≤

	 ଶ	మ
ఒభ(ఒభି)∘

	ቀߙ + ఓ
ఒ
	ℊஶቁ < 	+∞.        )19(  

  
  داریم:  )19(و ) 12(با استفاده از روابط 

		γ <

ቐ
ଶ	మ

ఒభ(ఒభି)∘
	ቀߙ + ఓ∗

ఒ
	ℊஶቁ =

ଵ
ఒ
		ℊஶ >∘,

ଶ	మ
ఒభ(ఒభି)∘

ߙ	 <	 ଵ
ఒ
																						ℊஶ <∘.

 )20 (  

 
ߙچون  < Λپس خواهیم داشت  ߚܮ ⊂	] 	 ∘, ଵ

ఒ
[.  

ߣبا ثابت در نظر گرفتن  ∈ Λ ی از نامساوي قبل
داراي  ఒܫو یا  شودنتیجه می 5قسمت اول قضیه 

از جواب  {ݑ}مینیمم سراسري است یا یک دنباله 
limبطوري که )وجود دارد1(مساله

→	ஶ
‖ݑ‖	 = 	+∞.  

−Φگام بعدي اثبات این است که تابعک  	λΨ   
  

ߣبراي  ∈ Λ	 .چون  از پایین بیکران است  
ଵ
ఒ
<	 ଶ	మ

ఒభ(ఒభି)∘
	ߚܮ	 = 	 ଶ	

మ

భ	
  ,ߚ	

  
ߞو  از اعداد مثبت {ܽ}یک دنباله  وجود دارد  ∘<

ܽبطوري که  به اندازه کافی  nو براي  ∞+	→
  نامساوي زیر برقرار است بزرگ

ଵ
ఒ
< ߞ	 < ଶ	మ

భ	
	
∫ ிቀ௫,ೌ ቁௗ௫ಳ(∘,ೞమ)

మ
          )21(  

  
باشد که به  	ܺدریک دنباله  {ݓ}فرض کنید 

  شودصورت زیر تعریف می
(ݔ)ݓ =

	

⎩
⎨

⎧ ∘ ݔ																																																	 ∈ Ωഥ\ܤ(∘, (ݏ


ቀ ସ
௦య
ଷߩ − ଵଶ

௦మ
ଶߩ +	 ଽ

௦
ߩ − 1ቁ ݔ			 ∈ ,∘)ܤ ܤ\(ݏ ቀ∘	, ௦

ଶ
ቁ	



ݔ																																																				 ∈ ܤ ቀ∘	, ௦

ଶ
ቁ					

 )22(  

  
  در آن که 

ߩ = (∘,ݔ)ݐݏ݅݀ = 	ට∑ ଶேݔ
ୀଵ   

  
ݓواضح است که  ∈ . با محاسبه مشتق جزئی ܺ

  داریم:
డ௪(௫)
డ௫

=

	ቐ
∘ ݔ																																		 ∈ ൫Ωഥ\ܤ(∘, ൯(ݏ ∩ ܤ ቀ∘	, ௦

ଶ
ቁ



ቀଵଶ	ఘ௫

௦య
− ଶସ	௫

௦మ
+	ଽ	௫

௦ఘ
ቁ ݔ			 ∈ ,∘)ܤ ܤ\(ݏ ቀ∘	, ௦

ଶ
ቁ.				

  

  و
డమ௪(௫)
డ௫

మ =

	ቐ
∘ ݔ																																																	 ∈ ൫Ωഥ\ܤ(∘, ൯(ݏ ∩ ܤ ቀ∘	, ௦

ଶ
ቁ



ቀଵଶ(௫

మା	ఘమ)
௦యఘ

− ଶସ	
௦మ
+	 ଽ	(ఘ

మି௫
మ)

௦ఘయ
ቁ ݔ ∈ ,∘)ܤ ܤ\(ݏ ቀ∘	, ௦

ଶ
ቁ

)23 (  

  
  توان نوشت می ସܪ) و 23با بکارگیري (

∑ డమ௪(௫)
డ௫

మ
ே
ୀଵ = 	ቐ

∘ ݔ																																									 ∈ ൫Ωഥ\ܤ(∘, ൯(ݏ ∩ ܤ ቀ∘	, ௦
ଶ
ቁ



ቀଵଶ	ఘ(ேାଵ)

௦య
− ଶସ	ே	

௦మ
+	ଽ	(ேିଵ)

௦ఘ
ቁݔ ∈ ,∘)ܤ ܤ\(ݏ ቀ∘	, ௦

ଶ
ቁ
 )24(  
  و

∫ |Δ	ݓ(ݔ)|ଶ݀ݔஐ =	ቀ

ቁ
ଶ ଶ	గಿ/మ

ቀಿమቁ
∫ ቚଵଶ	(ேାଵ)

௦య
−௦

ೞ
మ

ଶସ	ே	
௦మ

+	ଽ	(ேିଵ)
௦

ଵ

ቚ
ଶ
	ݎேିଵ݀ݎ	 = ఏభ

మ
ܽଶ   
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  و
∫ |Δ	ݓ(ݔ)|ଶ݀ݔஐ =

		∫ ∑ ቀ

ቁ
ଶ

ே
ୀଵ(∘,௦)\ቀ∘	,ೞమቁ		

ቀଵଶ	(ேାଵ)௫
௦య

−

ଶସ	௫	
௦మ

+	 ଽ	
௦
௫
ఘ
	ቁ
ଶ
)25(                               	ݔ݀  

	= 	 ቀ

ቁ
ଶ
∫ ∑ ቀ


ቁ
ଶ

ே
ୀଵ(∘,௦)\ቀ∘	,ೞమቁ		

ቀଵଶ	ఘ௫
௦య

−

ଶସ	௫
௦మ

+	 ଽ	௫
௦ఘ
ቁ
ଶ
ݔ݀ = 	ቀ


ቁ
ଶ
  .ଶߠ

  
  کنند) ایجاب می25) و (24) و (2بنابراین روابط (

Φ(ݓ) 	≤ 	
భ
ଶ
‖ଶݓ‖ =	

భ
ଶ
	∫ (|Δ	ݓ|ଶ +ஐ

ݔ݀(|ଶݓ∇| = 	
భ
ଶ
		ቀఏభ

మ
ܽଶ +	

ఏమ
మ
ܽଶቁ =

	భ
ଶ	మ

ܽଶ                                            )26(  
  

  داریم ସܪ) و 21از طرف دیگر با استفاده از (
Ψ(ݓ) = 	∫ ൬ܨ൫ݔ, ൯(ݔ)ݓ +ஐ
ఓ
ఒ
,ݔ)ܩ	 ൰(ߦ ݔ݀ ≥ ∫ ܨ ቀݔ, 


ቁ (∘,ೞమ)ݔ݀

≥

	భୟమ

ଶ	మ
                                             )27(  

  
݊) براي هر 27) و (26)، (21پس از روابط ( ∈ ܰ 

 شود که:به اندازه کافی بزرگ نتیجه می

Φ(ݓ) − 	λΨ(ݓ) ≤	
భୟమ

ଶ	మ
−

ߣ ∫ ܨ ቀݔ, 

ቁ ቀ∘,ೞమቁݔ݀

≤ భ
ଶ	మ

	(1 − )ଶ )28ܽ(ߞߣ  
  

  بنابراین  
lim
→	ஶ

ቀΦ(ݓ) − 	λΨ(ݓ)ቁ = 	−∞  
  

از  {ݑ}دنباله بیکران  5بنابر قسمت اول قضیه 
−Φتابعک نقاط بحرانی  	λΨ	  وجود دارد. طبق

−Φترادف بین نقاط بحرانی  	λΨ هاي و جواب
  شود.اثبات تمام می )1ضعیف مساله (

 2قضیه  5قضیه  (݅݅)استفاده از قسمت در ادامه با 
که دهیم کنیم. به عبارت دیگر نشان میرا اثبات می

به صفر  )1نهایت جواب مساله (ي بیدنباله
  همگراست.

یک دنباله مثبت   {݀}فرض کنید .2اثبات قضیه 
݀از اعداد و   →	∘ା  و همچنین 

ߜ ∶= 	 lim	inf→	∘శ߮(ݎ) ≤
lim	inf→ାஶ߮(ݎ) 	≤

	 ଶ	మ
ఒభ(ఒభି)∘

lim→	ାஶ

ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ
∫ ி(௫,క)ௗ௫ಈ

ௗమ
+

	ఓ
ఒ
	 ଶ	మ
ఒభ(ఒభି)∘

lim→	ାஶ

ୱ୳୮‖‖ಽమ(ಈ)ರ
∫ ீ(௫,క)ௗ௫ಈ

ௗమ
	≤

	ఓ
ఒ
	 ଶ	మ
ఒభ(ఒభି)∘

	 ߙ) + ఓ
ఒ
ℊ∘) < 	+∞             )29(  

  
Λ෩بنابراین  ⊂	] 	 ∘, ଵ

ఋ
[ .  

) 8توابع تعریف شده در ( همان ψو  ϕفرض کنید 
یک دنباله از اعداد مثبت  {ܽ}فرض کنید باشند. 

ܽکه باشند بطوري →	∘ା  ߞو به  nي برا 	∘<
  اندازه کافی بزرگ داشته باشیم

ଵ
ఒ
< ߞ	 < ଶ	మ

భ	
	
∫ ிቀ௫,ೌ ቁௗ௫ಳ(∘,ೞమ)

మ
				  

  
را در نظر ) 29(تعریف شده در  {ݓ}دنباله  و

minΦبگیرید. با توجه به  = 	Φ(∘) =∘ ،)21( ،
݊به ازاي هر  )27(و ) 26( ∈ ه کافی به انداز ܰ

 بزرگ خواهیم داشت

Φ(ݓ) − 	λΨ(ݓ) ≤	
భୟమ

ଶ	మ
−

ߣ ∫ ܨ ቀݔ, 

ቁ ቀ∘,ೞమቁݔ݀

≤ భ
ଶ	మ

	(1 − ଶܽ(ߞߣ ≤∘

= Φ(∘) −   							,(∘)Ψߣ	
  

‖ݓ‖حال با استفاده از این حقیقت که  →∘ ،  
−Φتوانیم بگوییم که می 	λΨ ینیمم داراي م

باشد. بنابراین با توجه به قسمت موضعی صفر نمی
  اثبات تمام است. 5قضیه  (݅݅)

  
با استفاده از ] 17[شویم که در متذکر می .6تذکر 

روش تغییراتی مشابه اما با استدلالی متفاوت وجود 
݇که در آن  ) 1( مساله نهایت جواب بی = و  1

1 < ݍ < ,ݔ)݂، 2 (ݑ = 2 ،ݑିଶ|ݑ| < ݍ < 2∗∗   
  

  نشان داده شده است. 
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با استفاده از اصل ماکزیمم قوي و . 7تذکر 
توان بررسی کرد که هاي متعارف میاستدلال

تغییر علامت  2هاي بدست آمده در قضیه جواب
ها را مثبت در نظر گرفت. توان آندهند، لذا مینمی

نشان داده شد که اگر شرایط  ]6[همچنین در 
ݑ به صورت Ω∂مرزي  = 	Δݑ باشد آنگاه اصل  ∘=

ماکزیمم برقرار است و مینیمم کننده آن نیز وجود 
توان انتظار جواب غیرمنفی را داشت. دارد. لذا می

]9 ،13 ،16[  
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