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  مقدمه .۱
باشد يم يعمده اقتصاد يرهاياز متغ يکي يگذارهيسرما
ل يتشک و يو توسعه اقتصاد جاد و تداوم رشديا يو برا
در حال توسعه  يژه کشورهايو به يه در هر کشوريسرما

همواره مورد توجه برخوردار است و  يت خاصياز اهم
لذا مدل  .بوده است يزان اقتصاديراقتصاددانان و برنامه

ت يبا اهم يهااز مدل يکي ياهيسرما ييدارا يگذارمتيق
گر يکديلازم و ملزوم  ،مه و اقتصاديب ي. از طرف]۳[است

را از يجامعه هستند. ز يو اجتماع يدر مناسبات اقتصاد
د جامعه يخرو توان مناسب  يک طرف رفاه اقتصادي

 يها ه پوششيته يمردم برا يآور  يموجب توجه و رو
نه يمه در سبد هزيش سهم بيو افزا يا مهيمناسب ب

مه باعث بهبود يوجود ب يو از طرف استها  خانواده
گردد. تحقيقات زيادي بر  يجامعه م يت اقتصاديوضع

رد بازار سرمايه و روي عوامل شركتي و ساختارهاي خُ
رگذار بر متغيرهاي عملکردي يصادي تاثعوامل كلان اقت

ز و يبا تجه يمال يبازارها .ها انجام شده استشركت
 يهاتيانداز خانوارها به سمت فعال ت پسيهدا

و  يگذار هيش سرمايتوانند موجبات افزا ي، ميگذار هيسرما
رو توسعه  نياز ا. ]١٦[را فراهم آورند يرشد اقتصاد

شتر شود که يساز رشد بنهيتواند زم ين بازارها ميمناسب ا
ن يدر ا يک بنگاه اقتصاديعنوان  ز بهيمه نيشرکت ب

ه در يش سرماي. افزا]۱۳[کند يت مينه فعاليزم
که  در اقتصاد کشور داشته يادير زيمه تأثيب يها شرکت

ش يمانند افزا يمختلف يها ه از راهيش سرماين افزايا
از  يکي رد.يتواند صورت پذ يم …ره ويش ذخيپرتفو، افزا

ش يمه افزايب يهاش پرتفو در شرکتيمهم افزا يهاراه
مه يب يها از آنجا که همه شاخه فروش معقولانه است و

 يت براياز عوامل حائز اهم يکين يهستند، بنابرا يرقابت
ر آن در ييتغ يامه و ين نوع شرکت بييان در تعيمشتر
 يها ش پرتفو در شرکتيکه منجر به افزا يبعد يها دوره

ن ييکه تع يطور هاست. ب يگذار شود، بحث نرخ يمه ميب
 جه فروش معقولانهيش تقاضا و درنتينرخ مناسب، افزا

 يدر علم اکچوئر .]۷[شتدنبال خواهد دا شتر را بهيب
ن يو همچن ]۱۲[است يک اصل کليمه يب يگذار نرخ
مه ارتباط يب يها ن شده از طرف شرکتييمه تعيب  حقِ

مه را يب  گر حقِ مهيت وارده دارد. بزان خساريم با ميمستق

افت يبردن سود خود در ها و بالا نهيمنظور پوشش هز به
ک يبا استفاده از  يا پابلو و همکارانش در مقالهکند. يم

 يبه حداکثرساز ،يدو بعد ينه تصادفيمدل کنترل به
در مقاله امز . ]۹[سهم سود سهامدار پرداخته است

نه يبه کنترلِ يفاده از تئورمه با استيب  حقِ]۵[وهابرمن
ه يسرما ،مهيب  است که علاوه بر محاسبه حقِ محاسبه شده

مم يماکز ،قانون تقاضا يز بر رويمه نيشرکت ب يينها
ن ياول ١٩٨٦در سال  ]۱۴[لورين تيخواهد شد و همچن

ن يمه در رقابت بيب يگذار ر نرخيبود که تأث يکس
 ،يديات شدرييتغ  کرد. او يمه را بررسيب يها شرکت

گرها در  مهين شده توسط بييتع يها مهيبِ  حقِوابسته به 
ن ساختار مدل يکرد. همچن ا مشاهدهياسترال  مهيب يبازارها

گسسته بوده که درآن  يک مدل تقاضاي يمبنا بر لور يت
شده است. در  يابيطور کامل ارز همت متوسط بازار بيق

ن موضوع يطور کامل در خصوص ا مقاله امز و هابرمن به
 يگذار نرخ يها ات مدلياز خصوص يکياست.  بحث شده
را به  يمه منفيب  تواند حقِ ينه مين است که بهينامحدود ا

 يدهنده استراتژ ن موضوع در ابتدا نشانيرد ايخود بگ
د فروش است و يتول ينسبتا کم در بازار برا يگذار  متيق

ار خسارت نداشته باشد، اعتب يرو يريکه تأث يدر صورت
ش ين افزايدهد. با استفاده از ا يش ميمه را افزايشرکت ب

که هم فروش دارد و  يتواند تا وقت يمه مياعتبار، شرکت ب
مقالات،  يتمام را انتخاب کند. در يهم سود، نرخ بالاتر

ک ين است که در يها فرض بر ا نامه مهيسه بيمقا يبرا
ت مت تحيق و نه وجود دارديمه بهيب حقِ مه،يشرکت ب

گران در  مهير بيشارژ شده توسط سا يها مهيب  ر حقِيتأث
ک فرض يرسد  ين موضوع به نظر ميست. ايبازار ن

ک بازار بزرگ يمه کوچک در يک شرکت بي يمناسب برا
 يرقابت يگذار متيق يها ، مدلين بازارياست. درچن

د يست و بايقابل اجرا ن يعموم يها نامه مهيب يموجود برا
گران  مهيب يها گر به نرخ مهياکنش بشود که و يبررس

 ،ين مقاله به صورت زيرا. ]۶[باشد يچطور م ،گريد
بدنبال مدل امز و  ،ومدماندهي شده است. در بخش زسا

گردد. در بخش ارائه مي مسألهمعادلات ديناميکي  ،لوريت
 شود. ين مييتب يمساله اصل ،اساس مدل ارائه شدهبر ،سوم

اندازه خسارت با استفاده از ن نرخ يبا تخم ،بخش چهارم
ران يمه در ايک شرکت بيدست آمده از  هب يآمار يها داده
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در  شده است. يمدل قطعشخص ثالث،  ي مهيشاخه ب در
به  ،ف دو مدل تابع تقاضايبا استفاده از تعر ،بخش پنجم

گيري ارائه و در نهايت نتيجهمسأله پرداخته  يعدد حلِ
  .خواهد شد

  
  يکيناميان مدل ديب. ۲

 ،]۶[و امز ]۱۴[لورير تيکار اخ يبر مبنا ،ن بخشيدر ا
زان در معرض خطر يبا توجه به مت ها و خسارا متيتمام ق

در نجا ي. که در اشده استآنها مشخص  ١قرار گرفتن
سک ياز ر يواحد ،گر مهيب يمعرض خطر قرار گرفتن برا

  کند. ير مييمورد نظر تغ  ي مهيبا نوع ب است و متناسب
 مه يب  ذاران حقِگ مهيبu(t) کنند. يرا پرداخت م 
 u(t) ، t≥0 از در معرض خطر قرارگرفتن،  يواحد

نامه با طول  مهيب يبرا  tزماندر  (u)مه يببعنوان حق
 نظرگرفته شده است. در lمدت 
 x1(t) ،از در معرض خطر قرارگرفتن  يکه واحد

همان  يمه متوسط بازار برايب  عنوان حقِ هاست، ب
 گرفته شده است.نامه در همان دوره در نظر  مهيب
 x2(t)، زان در معرض خطر قرارگرفتن يانگر ميز بين

 است.
 G که با حقِگرفته عنوان تابع تقاضا در نظر  هرا ب 

 مه مرتبط است.يب 
 مه با يب ره حقيذخx3(t) است.  نشان داده شده
گر است که با فروش  مهيشرکت ب يفعل ييانگر توانايب
 ابد.ي يش و با پرداخت خسارت کاهش مينامه افزا مهيب
 x4(t) ،از در  يز نرخ اندازه خسارت بوده که واحدين

  باشد. يگرفتن م معرض خطر قرار
متوسط بازار وابسته  ي مهيب  نه به حقِيمه بهيب  حقِ

 ي مهيب  تر از حقِ نييمه پايب  گر حقِ مهيباشد اگر ب يم
شتر در معرض خطر يروش بن کند، با فييمتوسط بازار تع

صورت بازار واکنش  نيدر ا .رديگ يقرار م يقابل توجه
مت متوسط بازار را يرات در قيين تغيدهد. بنابرا ينشان م

نه يبه ي مهيب  به دو قسمت خسارات و واکنش بازار به حقِ
  شده است.م يمتوسط بازار تقس ي مهيب و حقِ

                                                
1 Exposure 

ر به شرح رات نرخ متوسط بازاييت مربوط به تغيمحدود
  باشد: يل ميذ

dxଵ(t)=γ-1dxସ(t)+λ( u(t)-x1(t))dt )۱(          
  

صورت اصل ارزش  نيدر ا ،اگر بازار فاقد واکنش باشد
مه يب  م که حقِيکن يو فرض م رفتهيپذانتظار را  مورد

 γ ). که x1(t)=γ-1x4(t)متوسط بازار برابر است با (
ب ثابت از خسارات است و يک ضريدهنده  ثابت و نشان

متوسط بازار که  مهيب  حقِ در ريين مدل تغين در ايهمچن
از جمع رابطه فوق با  .منجر به واکنش بازار خواهد شد

λ(u(t)-x١(t))dt ديآ يبدست م.  	λ ≥ ک ثابت يو 0
   نامه است. مهينه بيمت بهينرخ واکنش بازار به ق

خطر قرار گرفتن  رات در معرضييت مربوط به تغيمحدود
 ر فرضيصورت ز هب dt يدر بازه زمان يا مهيپوشش ب
 :شده است

)٢(  dx2(t)=x2(t)(G-k)dt  
  

 tرا در زمان  u(t)مه يب  گذار حقِ مهيم که بيکن يفرض م
پرداخت کند و  ) l=k-1( نامه مهيبه طول ب يا و در بازه

 يمشتر کيد کند، ينامه خود را تجد مهيگذار ب مهياگر ب
دنبال در معرض خطر  هگردد. ب يد محسوب ميجد

رات در معرض خطر قرار يي، تغ]۴[قرارگرفتن مدل امز
) x2(t)( يگرفتن به در معرض خطر قرارگرفتن فعل

ي ا هميب يها م که شرکتيکن يم دارد و فرض يبستگ
 ليتما کوچک يا مهيب يها بزرگ نسبت به شرکت

 يها مهيب  زرگ با حقِب يها سکير رشيپذ يبرا يشتريب
با توجه به  يگران قو مهيل که بين دليمتناسب دارند، به ا

را دارند. در  ياحتمال شکست کمتر ،بالا يمال يتوانگر
ا در معرض خطر قرار گرفتن يسک يش ريجه افزاينت
)x2(t)ر در يبا ضرب تابع تقاضا در متغ ي) تناسب خط

آن از ضرب  دارد و کاهش يمعرض خطر قرار گرفتن فعل
ش در يافزا باشد. يم kدر معرض خطر قرارگرفتن در 

 tنامه در زمان مهيبا فروش ب x3(t)زان اندوخته يم
ش در معرض خطر يافزا دنبال آن ابد که بهي يش ميافزا

ز يرا ن Gو تابع تقاضا  يجار يها مهيب قرار گرفتن در حقِ
از  يش ناشين افزايکه ا )،x2(t)×G×u(t)×dtدارد (

از  .د استينامه جد مهيو ب يقبل يها نامه مهيد بيتجد
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از پرداخت خسارات در  يز ناشيکاهش اندوخته ن يطرف
 x4(t)باشد که  يم dt، x4(t)×x2(t)×dt يبازه زمان

حات ين با توجه به توضينرخ اندازه خسارت است، بنابرا
 باشد: يل ميگر به شرح ذ مهيرات اندوخته بييفوق تغ

)۳(  dx3(t)=-αx3(t)dt+  
x2(t)(Gu(t)-x4(t))dt  

  
ه از دست رفته از يکننده سرما نييدر آن ثابت و تع ߙکه 
 x4(t)نجا يدر ا باشد يبازگشت به سهامداران م بابت
که ارتباط  نير نرخ اندازه خسارت است و با توجه به ايمتغ

دارد، لذا  يره فعليدازه خسارت و ذخم با نرخ انيمستق
 باشد: ير ميت مدل به شرح زين محدوديآخر

)٤(  dxସ(t)=x4(t)(μdt+σdw(t))      
  

ن يباشد. بنابرايم ١يحرکت براون wثابت و  σو µکه 
  ر است:ين مدل به صورت زيمختصات بردار حالت ا

x(t)=൫x1(t),x2(t),x3(t),x4(t)൯  
 

  نهيمسأله مدل کنترل به حيتشر. ۳
 يها ه در شرکتيش سرمايکه در افزا ياز موارد يکي
ش فروش و در واقع يافزا ،ار مؤثر استيران بسيمه در ايب

 مدل ارائه شدهباشد که در  يمه ميشرکت ب يرشد پرتفو
مه متوسط يب ن شده به حقِييمه تعيب  ک کردن حقِيبا نزد

ل يصورت تما نير اان ديکه مشتر نيبازار، با توجه به ا
در  يدارند سع يگذار ن نوع نرخيد با ايبه خر يشتريب

مه يب  ن شده از حقِييتع مهيب م. اگر حقيش فروش داريافزا
د يبه خر يليان تمايشتر باشد، مشتريب يليمتوسط بازار خ

 ]۱۳[ن نرخ ندارند و طبق قانون تقاضاينامه با ا مهيب
ن شده ييمه تعيب  ابد و اگر حقِي يشدت کاهش م هفروش ب
صورت  نيکمتر باشد در ا يليمه متوسط بازار خيب  از حقِ

معقول تقاضا شده و ممکن است با  ريش غيمنجر به افزا
ه بالا رفته يرو يسک نامناسب، تعداد خسارات بيانتخاب ر

چند در کشور هر ،گردد گر  مهيب يو منجر به ورشکستگ
ق ياز طرها که  سکيل رين قبيا ران شاهد انتخابيا

ان يمت بوده و منجر به ضرر و زيکاهش نامناسب ق
شده  يسعن مدل يم. لذا در ايا بوده ،است  مه شدهيشرکت ب

                                                
1 Brownian motion 

ش يک به نرخ متوسط بازار و افزاينزد يگذار با نرخاست 
ش يمدل به افزا يها تيمعقول تقاضا مطابق با محدود

  م.يابيدست ه يسرما
مه يشرکت ب يلط مايدهنده شرا اگر چه اندوخته نشان

ح يمه را تشريشرکت ب ييا داراياست اما توان پرداخت 
اندوخته  يبرا يکند، معمولا از طرف دولت حداقلينم

که اگر  يطور هشود ب يمه در نظر گرفته ميشرکت ب
ل گردد امکان يمه تحمينده به شرکت بيدر آ يخسارت

ن مسأله در مدل ارائه شده يد که ايجبران آن فراهم آ
ن مدل اندوخته مورد انتظار در يباشد. در ا يمرکز نمقابل ت

ن ييش تعيثابت و از پ يکه مقدار يزير ان دوره برنامهيپا
از اهداف  يکيم و يده يش مينما xdباشد را با  يشده م

  است. xdبه  x3(tf)ک کردن يمسأله نزد
در قالب  يرا در حالت کلمسأله با توجه به موارد فوق 

  :ميکن يان مير بيمدل ز
min J[x,u]=(β1 ቀฮx1(t)-u(t)ฮL1

ቁ+  
β2 ቀฮxd-x3(tf)ฮL1

ቁ 
s.t   )۵(                                                     
dxଵ(t)=γ-1dxସ(t)+λ( u(t)-x1(t))dt 
dx2(t)=x2(t)(G-k)dt 
dx3(t)=-αx3(t)dt+x2(t)(Gu(t)-x4(t))dt 
dx۴(t)=x4(t)(μdt+σdW(t)). 

  
گر بصورت مهيب يت فعليه وضعک

x=(x1(t),x2(t),x3(t),x4(t))
T باشد. يم  
  
  يبه قطع يل مدل تصادفيتبد. ۴

ک مدل ي يدست آمده در بخش قبلکه مدل بهاز آنجا 
ابتدا بر  ،ن بخشيدر ا، باشديم ينه تصادفيکنترل به

مه در يک شرکت بي يهااز داده يک برآورد آمارياساس 
مسأله ارائه مدل،  ين پارامتر تصادفيمه خودرو با تخميب

شده است.  ليتبد يبه قطع ياز حالت تصادف شده
ک شرکت ي يآمار يهااز داده با استفاده ،گريد يعبارت به
 x4(t)ران به محاسبه نرخ اندازه خسارت يمه در ايب

ل و در يتبد يبه قطع يپرداخته تا مدل از حالت تصادف
ن يبد است. دست آمده حل شده هب يمدل قطعمرحله بعد 

 ،۱۳۹۲ ،۱۳۹۳يسال متوال ۴ منظور خسارات وارده در
(مطابق  لثنامه شخص ثا مهياز بابت ب ۱۳۹۴ و۱۳۹۱
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ع يه نموده و تابع توزيرا ته  مهيک شرکت بي) در ۱جدول
ها محاسبه شده  ن ساليا ينرخ اندازه خسارت آن در ط

 ،حاصله ي جهينت ،دست آمده به  يها داده يبا بررس است.
 با تابع ييع نمايفوق از توز يآمار يها که داده آن است

برازش  .کننديم يرويپ x4(t)=1-e-0.1375t عيتوز
موجود، از آماره  يها به داده ييمدل نما ييکوين

 ينوف استفاده شده است. مقدار عددياسم-کلوموگروف
دست  به ۰,۴۶۳ يدار يبا سطح معن ۱,۰۱۸ن آماره برابر يا

موجود در سطح  يها دهنده آن است که داده نشانو  هآمد
 يرويپ الذکر فوق ييع نماياز توز ۰,۰۵ يدار يمعن

 مسألهدر  x4(t) عنوان هب که کنند. لذا با فرض آن يم
  .ديآ ير بدست مي، مدل زشود يگذاري) جا۵( شماره

min J[x,u]=(β1 ቀฮx1(t)-u(t)ฮL1
ቁ+ 

 β2 ቀฮxd-x3(tf)ฮL1
ቁ  

s.t         )۶    (                                               
ẋ1(t)=γ-1(0.1375 e-0.1375t)+λ( u(t)-x1(t)) 
ẋ2(t)=x2(t)(G-k)        
ẋ3(t)=-αx3(t)+x2(t)(Gu(t)+e-0.1375t-1).  

  
ل ز ذکر شده، در مدين يقبل يها طور که در بخش همان
د محصول توسط يمقدار تولاست.  تابع تقاضا بوده Gفوق 

کننده، وابسته به  دکننده و مقدار تقاضا توسط مصرفيتول
مطابق قانون عرضه، در . مت محصول در بازار استيق

مقدار عرضه وابسته به  ،طير شرايصورت ثابت بودن سا
مت يشتر و در قيمت بالاتر عرضه بيمت است و در قيق
ضه کمتر خواهد بود. با توجه به قانون تقاضا تر عر نييپا
تقاضا  ،بالا يها متير عوامل در قيز با ثابت بودن ساين

  . ]۲[شتر خواهد بودين تقاضا بييپا يها متيکمتر و در ق

  
  

  نامه شخص ثالث مهي: نرخ اندازه خسارت در ب۱ دولج
 مه خودرويخسارت ب ماه لاس مه خودرويخسارت ب ماه لاس

۱۳۹۱ 

٦٦٤٠ ١ 

۱۳۹۳ 

٣٩٣٣ ٥ 
٤٤٩٣ ٦ ٦٩١١ ٢ 
٤١٥٤ ٧ ٧١٠٦ ٣ 
٣٨٦٠ ٨  ٧٥٠٣ ٤ 

۱۳۹۲ 

٤١٨٧ ٩ ٤١٤٨ ١ 
٤٣٦٧ ١٠ ٤٨٦٥ ٢ 
٤١٧٣ ١١ ٤٤٤٢ ٣ 
٣٨٦٦ ١٢ ٤٨٤٣ ٤ 
٤٤٥٢ ٥ 

۱۳۹۴ 

٣١١٣ ١ 
٣٤٣٧ ٢ ٤٤٣٩ ٦ 
٣٣٢٣ ٣ ٤١٩٠ ٧ 
٣٢٧٨ ٤ ٣٥٦٠ ٨ 
٣٦٥٥ ٥ ٣٥٣١ ٩ 
٣٦٢٠ ٦ ٣٤٤٤ ١٠ 
٣٤١٤ ٧ ٣٥٨٠ ١١ 
٣٤١٠ ٨ ٣٢٨٤ ١٢ 

۱۳۹۳ 

٣٨٨٢ ٩ ٣١٥١ ١ 
٣٨٧٧ ١٠ ٣٣٩٣ ٢ 
٣٩٦٣ ١١ ٣٤٣١ ٣ 
٣٩٦٣ ١٢ ٣٧٣٧ ٤ 

  



  166                             ۱۴۰۰ بهشتين و ارديفرورد، نهمبيست و ، شماره هفتمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشهمکارانو  يمحمود محمود
 
 

 

با توجه  ،کالا يمت و مقدار تعادليق ،يک بازار رقابتيدر 
شود.  ين مييآن کالا تع يبازار برا يبه عرضه و تقاضا

است که  يمتيقاً برابر با قيک کالا دقي يادلمت تعيق
ک يد کالا در يخر يبرا يشتريل بيتما کنندگان مصرف

برابر  زيآن کالا ن يخاص دارند و مقدار تعادل يدوره زمان
دکنندگان آن کالا حاضرند عرضه ياست که تول يبا مقدار

بالاتر کمبود تقاضا اتفاق افتاده و  يها متيکنند. در ق
مت ين اضافه عرضه به قيشود. ا يازاد عرضه مباعث م

 يمت به سطح تعادليفشار آورده و باعث بازگشت دوباره ق
ز، مقدار تقاضا از يتر ن نييپا يها متيق شود. در يآن م

ن يشود. ا يشتر شده و باعث مازاد تقاضا ميمقدار عرضه ب
جه بازگشت يمت و در نتيش قيمازاد تقاضا باعث افزا

شود. پس از  ي) ميمت تعادليه قبل خود (قمت به اندازيق
ل به استمرار و يمت مين قيد، ايمت به تعادل رسيکه ق نيا

طبق  يز در حالت کليمه نيماندن دارد. در بازار بيباق
 يامت و مقدار تقاضا، معمولأ رابطهيرابطه ققانون تقاضا 

 ،تقاضا يب منحنيگر شيباشد. به عبارت ديمعکوس م
تقاضا  يب منحنيبودن ش يه قانون منفاست که ب يمنف

مه يبِ  م که حقِيدين در بخش قبل ديهمچنمعروف است. 
 يعبارت هن شده با قانون تقاضا نسبت عکس دارد. بييتع
مه کمتر، يب  نامه با حقِ مهيد بيل مردم به خريتما ،گريد
شتر ين موضوع بيبه ا يکه در بخش بعد شتر است.يب

 يگذار متيق يبرا يقابتر يها مدل م پرداخت.يخواه
کنند  يک تابع تقاضا استفاده مياز  يعموم يها نامه مهيب

ن ييگر با تقاضا را تع مهيب ي مهيب  ن حقِيکه رابطه ب
د يل به خريان اغلب تمايکند. از آنجا که مشتر يم
 را مه متوسط بازاريب  ک به حقِينزد يمتينامه با ق مهيب

  ي مهيب  گر حقِ مهيبلذا طبق قانون تقاضا اگر  .دارند
ن کند، فروش ييمتوسط بازار تع ي مهيب  تر از حقِ نييپا
ز خواهند داشت و واضح است که اگر کل بازار، ين يشتريب

توجه به قانون تقاضا،  با ،دنن کنييمه بالا را تعيبِ  حقِ
نه فراهم يمه بهيک شرکت بي يبرا يفروش قابل توجه

 ي مهيب  ان حقِيتراست که مش يعيکند. در واقع طب يم
 مه را پرداخت نخواهند کرد.يمورد ب يارزش کالا بالاتر از

ثابت بوده و بر اساس درجه  β2و  β1در مسأله ارائه شده 
شرکت  يتابع هدف برا يت هر کدام از قسمتهاياهم

  گردد. ين مييمه، تعيب

  . حل مدل۵
ه اصل يبا استفاده از قض ۳شده در بخش  مدل ارائه

اساس و بر  ]PMP (]۸( ١نياگيپونتر يساز نهيکم
افزار  ح شده در نرميل تشريکه در ذ ]۱۵[يتميالگور

ح شده يتشر يمراحل بعد آن درج ينتا کهحل  مطلب
ن ياگيپونتره يقض ينگيط بهيشرا با درنظر گرفتن .است
  باشد: يم ليمورد استفاده بشرح ذ تميالگور

م و يربازه تقسيز N را به [t0,tf]بازه  -۱
u଴(t)=u଴(tk) ,t∈[tk,tk+1]	,k=0,1,…,N-1،  در

 .ديرينظر بگ
دن به يرس يفرض شده برا uiاستفاده از کنترل  -۲

xه يط اوليبا شرا tfتا  t0معادله حالت از  ቀt۰ቁ =x۰  و
 . xiر حالت يره مسيذخ
 دن به معادلاتيبه جهت رس xiو  uiاستفاده از  -۳

co-state ها در بازه[t0 ,tf]ه ي. مقدار اولpi(tf)  از معادله
  د:يآ ير بدست ميز

pi(tf)=
∂H
∂X
ቀXi(tf)ቁ                                   )۷(  

  

డு೔(௧)محاسبه 
డ௨

, ݐ ∈ ଴ݐൣ , و بردار بدست آمده را  ௙൧ݐ
  .ديبرو ۴ره و به مرحله يذخ
 اگر     -۴

ฯ∂H
∂u

i
ฯ ≤γ                                                  )۸(  

ฯ∂Hi

∂u
ฯ

2
=∫ ൤ฯ∂Hi

∂u
ฯ൨

T
൤ฯ∂Hi

∂u
ฯ൨  dttf

t0
              )۹(  

 
  

 i=1,2,3 يها به ازاxiر ي. مقاددينگاه تکرار را متوقف کن
 ک مقدارينجا يدر ا γه است (ش داده شدي) نما۱در شکل(

صورت تابع   نير اي. در غباشد)يثابت کوچک مثبت م
  :ديرواير بدست بيمعادله زز کنترل را ا

ui+1(tk)=ui(tk)-τ
∂H
∂u

i
(tk), k=0,1,…, N-1   

 
 ui  را باui+1 ديبرو ۲و به گام  دين کنيگزيجا )τ  در

 ز گام است). ينجا سايا
 

                                                
1 Pontryagin 
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 H باشد. ين ميلتونيتابع هم  
 u(t) ر کنترل است.يمتغ 
 xi ستم هستند.يها معادلات حالات س 
 pi ب لاگرانژ و يها را بعنوان ضراco -state يها 
 م. يريگ يستم در نظر ميس
را در  Gتم فوق تابع يالگور يساز ادهيحل مدل و پ يبرا

در  يگذارير در نظر گرفته و با جايدو حالت مختلف ز

سأله ) م۲ها مطابق جدول ( ) و درنظر گرفتن داده۶مدل (
  .حل شده است ئه شدهارا

=G: با در نظر گرفتن تابع تقاضا ∣حالت 1
eau(t) ط يو شرا  

انتظار و ره مورد يو ذخ x(0)=(0,0.7,0.78)ه ياول
ت مطابق کنترل و معادلات حالا يآن منحندنبال  هب

.) خواهند بود۲( شکل) و ۱شکل (

    
  ثابت مساله يها : داده۲جدول 

 T 1 yr يزير افق برنامه

ه ياستهلاک سرما α 0.05  p.a. 

پارامتر تقاضا   a 1  

پارامتر تقاضا   b 1  

مه نامه يطول ب  l=k-1 1  yr 

نرخ کاهش بازار   λ 0.1  p.a. 

ب ثابت خسارتيضر  γ 0.9  p.a. 
  

 
 رات کنترليي. منحنی تغ۱شکل 

  

 
 ستمي. منحنی نمودار حالات س۲شکل 
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باشند.  يستم ميت سانگر معادلات حالاي) نما۲( شکل
 xଶرات نرخ متوسط بازار، ييانگر تغيب x۱ کهيطور هب

انگر يرات در معرض خطر قرارگرفتن و نمودار سوم بييتغ
باشد که مطابق تابع هدف  يم x۳ مهيب ره حقيرات دخييتغ

 ره مورد انتظاريبا ذخ يزير امهان دوره برنيمقدار آن در پا
xd=0.9 طور که  کاملا مماس شده است و همان

شده در  مسأله ارائهسک ينمودار رند يفرمايملاحظه م
باشد که  يم يهمواره نزول يزير طول مدت برنامه

  سک است.يدهنده انتخاب مناسب ر نشان
تقاضا به صورت : با در نظر گرفتن تابع ∥حالت 

G(t)=a-bu(t) هيط اوليشرا و  x(0)= ቀ۰,0.75,0.77ቁ 
و  J=0.269نه تابع هدف برابر يمقدار به  xd=0.79و

) ۴( ) و۳ت مطابق شکل (کنترل و معادلات حالا يمنحن
  .خواهند بود

ن يا انگريرات معادلات حالات نماييز تغي) ن۴( در شکل
ان يدر پا x۳ مهيب ره حقيخذز ينجا نيدر ا که است موضوع

ک ينزد xd=0.79 ره مورد انتظاريبه ذخ يزير دوره برنامه
   شده و اهداف تابع هدف برآورده شده است.

شده  ياز مدل طراح يج خوبيانگر نتاي) نما۴) و (۲شکل (
 ين شده در انتهاييمه تعيب که حقِ نيجمله ااز باشند،  يم

ک شده يمه متوسط بازار تا حد امکان نزديب دوره به حقِ
نامه با نرخ مهيد بيان به خريل مشترياست. از آنجا که تما

 يباشد لذا در مدل طراحيمت متوسط بازار ميک به قينزد
مسأله  يبالا خواهد رفت. از طرف يشده تقاضا تا حد معقول

 ،خورد يگر که در هر دو حالت مدل به چشم ميمهم د
دهنده  سک است که نشانير يمنحنبودن  يکاهش

  است. شده ارائهسک در مدل يانتخاب مناسب ر
  

  

 
  رات کنترليي. منحنی تغ۳شکل

  

 
  ستمي. منحنی نمودار حالات س۴شکل 

  



 

  169                                                                              نهيه کنترل بهيگر با استفاده از نظرمهيه بيش سرمايمنظور افزا هب مهيب يگذارنرخ
 

   

  يريگجهينت. ۶
ارائه شده، چه  يات مالياضير يهاه مدلياز آنجا که در کل

ما خود يمستق يرخطيو غ يخط يزيرا برنامهيو  يکنترل
تا  شده ين مقاله سعيمم شده است لذا در ايه ماکزيسرما

م يرمستقيغ يبا استفاده از روش يرلکنت يبا ارائه مدل
ما از خود پارامتر يمستق ش داده شود ويافزاه يسرما
ن نکته مورد توجه ي. همچنشده استه استفاده نيسرما

 يکنترل يهاه مدلين است که در کلين مقاله ايگر ايد
تنها از روش بلمن جهت حل مسأله کنترل  يات مالياضير

ن مقاله ابتدا يدر ا يولاست  شدهاستفاده  ينه تصادفيبه
ن مسأله ياگيپونتره يو سپس با استفاده از قض يمدل قطع

   مورد نظر حل شده است.
نه يبه ک مدل کنترلِيبا استفاده از  مقالهن يدر واقع در ا

ن ييکه نرخ تع يطور همه مناسب بيب ن حقِييبا تع يتصادف
 ش فروشيک باشد، به افزايشده به نرخ متوسط بازار نزد

ک يه يش سرمايجه افزايو در نت هيرو يعقول، نه بم
مدل تابع  ۲ يم. در انتها با معرفيامه پرداختهيشرکت ب

مه داشت، يب  تقاضا که هر دو نسبت عکس با نرخ حقِ
که مقدار تابع  يطور هب است. بدست آمده يج مطلوبينتا

مه بدست آمده يبِ  د و حقِيهدف به حداقل مقدار خود رس
مه يب در هر دو حالت به حقِ يزيربرنامهدر طول مدت 

طور که در بخش  ن همانيهمچن متوسط بازار همگرا شد.
سک يشده با انتخاب ر ارائهملاحظه شد، در مدل  يقبل

 ي هيدارد به سرما يآن نرخ نزول يمناسب که منحن
م يشده توانست ارائهدر مدل  يعني ،ميديرس يصعود

ه دست يش سرمايسک و افزايهمواره به کاهش نرخ ر
  . ميباي
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