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خارجمی که  گروه    دانیم  یک  یک   Gقسمت  توسط 

، یک گروه است اگر و تنها اگر    G  از  𝐻  زیرگروه دلخواه

𝐻    از نرمال  زیرگروه  سال   [1]  2مارتی .  باشد  Gیک  در 
برای    ن کنگره ریاضیدانان اسکاندیناوی،در هشتمی  1934

ابرگروه مفهوم  بار  معرفی  اولین  را  داد  و  کرد  ها  نشان 

𝐺 ساختار خارج قسمتی H⁄ از   همیشه یک ابرگروه است.  
نظریه ابرساختارهای جبری در    به تدریجآن زمان به بعد  

های مختلفی در  ، و پیشرفتگسترش یافتسرتاسر جهان  
مراجع  زمینه رسید.  ثبت  به  آن  از  گوناگون    [ 1-7]های 

پیشرفت  از  اطلاع  برای  مناسبی  های صورت گرفته  منابع 
 باشند.در زمینه ابرساختارهای جبری می

کنید   و    𝑅فرض  ناتهی  مجموعه    𝑃∗(R)یک مجموعه 

 باشد. هر یک از توابع   𝑅های ناتهی  تمام زیرمجموعه
+∶ 𝑅 × 𝑅 ⟶ 𝑃∗(𝑅)  

∙ ∶ 𝑅 × 𝑅 ⟶ 𝑃∗(𝑅) 
روی   ابرعمل  یک  دو 𝑅 را  هر  برای  که  گویند، 

هر عنصر    𝑅از     𝐵و    𝐴زیرمجموعه   تحت    𝑅از    𝑥و 
 ها قرار می دهیم: این ابرعمل

𝐴 + 𝐵 = ⋃ 𝑎 + 𝑏𝑎∈𝐴,𝑏∈𝐵  
𝐴 + 𝑥 = 𝐴 + {𝑥}  

 شود(.بیان می " ∙" )که به طور مشابه برای ابرعمل 

ابرساختاری  :1-1تعریف   ابرحلقه  مانند   یک  جبری 

(𝑅 ,  است که در آن:  (∙,+

,𝑅)الف(   ابرعمل    (+ یعنی  است،  ابرگروه    +یک 

هر  شرکت𝑅 روی   برای  و  است  𝑥پذیر  ∈ 𝑅  داریم   

𝑥 + 𝑅 = 𝑅 = 𝑅 + 𝑥   اصل تکثیر(؛( 
-روی    ∙ابرگروه است، یعنی ابرعمل  نیم یک  (∙,𝑅)ب(  

 𝑅پذیر است؛ شرکت 

,𝑥ج( برای هر   𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅  

𝑥 ∙ (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 ∙ 𝑦 + 𝑥 ∙ 𝑧 
(𝑥 + 𝑦) ∙ 𝑧 = 𝑥 ∙ 𝑧 + 𝑦 ∙ 𝑧 

 (.  +نسبت به  ∙پذیری ابرعمل  )خاصیت پخش 

فوق،   تعریف  در  ,𝑅)اگر  نیم  (+ باشد،    یک  ابرگروه 

,𝑅)آنگاه   ابرحلقه گویند. را یک نیم (∙,+

 
2 F. Marty 

شده  دسته  انجام  مطالعات  و  تحقیقات  از  مناسبی  بندی 
[ صورت گرفته 4ها در مرجع ]روی انواع مختلف ابرحلقه

 توان به آن رجوع کرد. است که برای مطالعه جزئیات می
خارج نظریه ساختارهای  در  مهمی  نقش    قسمتی 

می بازی  جبری  تواند  می  آندلیل  .  کنندابرساختارهای 
خارج ساختارهای  که  باشد  میان  ارتباطی  قسمتی 

برقرار  و ساختارهای جبری معمولی  ابرساختارهای جبری 
کنند.   قسمتی  می  خارج  ساختار  از  استفاده  با  ارتباط  این 

هم رابطه  یک  وسیله  به  شده  قوی  تشکیل  منظم  ارزی 
 شود.  روی یک ابرساختار، برقرار می

روی یک ابرگروه    𝜌ارزی  یک رابطه هم  :2-1تعریف  

(𝑅, ,𝑎شود، اگر برای هر  یمنظم گفته م  (+ 𝑏, 𝑥 ∈

𝑅    که طوری  باشیم  𝑎𝜌𝑏به  داشته   ،(𝑎 +

𝑥) �̅� (𝑏 + 𝑥)    و(𝑥 + 𝑎) �̅� (𝑥 + 𝑏)  این که   ،
 یعنی:

{
∀𝑢 ∈ 𝑎 + 𝑥   ∃𝑣 ∈ 𝑏 + 𝑥 ;   𝑢𝜌𝑣
∀𝑡 ∈ 𝑏 + 𝑥   ∃𝑧 ∈ 𝑎 + 𝑥 ;   𝑡𝜌𝑧

 
 

برای   مشابه  طور  𝑥))به  + 𝑎) �̅� (𝑥 + 𝑏)  می -بیان 
 شود(.

این،   بر  روی  𝜌علاوه  گویند    𝑅  ابرگروه  را  قوی  منظم 

هر   برای  𝑢هرگاه  ∈ 𝑎 + 𝑥    هر برای  𝑣و  ∈ 𝑏 +

𝑥     باشیم صورت 𝑢𝜌𝑣داشته  به  حالت  این  در  که   ، 

(𝑎 + 𝑥) �̿� (𝑏 + 𝑥)  می داده  و  نمایش  شود 

𝑥)همچنین   + 𝑎) �̿� (𝑥 + 𝑏)  رابطه یک   .)

ابرحلقه  هم روی  ,𝑅)ارزی  گفته (∙,+ )قوی(   منظم 

دو  می هر  روی  هرگاه  ,𝑅)شود  منظم    (∙,𝑅)و    (+
 )قوی( باشد.

است که    γها رابطه  اولین نوع از این روابط روی ابرحلقه
وجیوک ابرحلقه    [6]در    3لیس  توسط  )نیم(  یک  روی 

(𝑅, هر    (∙,+ برای  زیر  ,𝑎به صورت  𝑏 ∈ 𝑅   تعریف
 شد:

𝑎𝛾𝑏 ⟺   ∃𝑛 ∈ ℕ, ∃𝑘1 , … , 𝑘𝑛 ∈ ℕ, 

   ∃𝑧𝑖1, … , 𝑧𝑖𝑘𝑖 ∈ 𝑅 (∀ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛); 

{𝑎, 𝑏} ⊆ ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1  
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 های کامل بخش-m کامل به وسیله -𝜺𝒎های  ای برای ابرحلقهمشخصه
 

   

𝛾  ها است  ای انعکاسی و تقارنی روی )نیم( ابرحلقهرابطه
که  است  شده  داده  نشان  نیست.  متعدی  لزوما  بستار  که 

∗𝛾  یعنی ،𝛾متعدی  = 𝛾 ∪ 𝛾 ∘ 𝛾 ∪ 𝛾 ∘ 𝛾 ∘ 𝛾 ∪ … 
 

)نیم( یک  روی  قوی  منظم  رابطه  ابرحلقه    کوچکترین 

(𝑅, 𝑅)است به طوری که    (∙,+ 𝛾∗⁄ یک   (⊙,⊕,

هر  برای  آنجا  در  که  است     )نیم(حلقه 

𝛾∗(𝑥), 𝛾∗(𝑦) ∈ 𝑅 𝛾∗⁄ :داریم 
𝛾∗(𝑥)⊕ 𝛾∗(𝑦) = {𝛾∗(𝑧) | 𝑧 ∈ 𝛾∗(𝑥) + 𝛾∗(𝑦)} 
𝛾∗(𝑥)⨀𝛾∗(𝑦) = {𝛾∗(𝑡) | 𝑡 ∈ 𝛾∗(𝑥) ⋅ 𝛾∗(𝑦)} 

 

𝑅در واقع ترکیب هر دو عنصر دلخواه از  
𝛾∗⁄   توسط⊕ 

است.    ⊙و   عضوی  تک  مجموعه  برای یک  واقع      در 
𝛾∗(𝑞), 𝛾∗(𝑝) ∈ 𝛾∗(𝑥) ⊕ 𝛾∗(𝑦)   داریم

 𝑝, 𝑞 ∈ 𝛾∗(𝑥) + 𝛾∗(𝑦)پس وجود دارند ،  𝑎, 𝑎′ ∈

𝛾∗(𝑥)         و𝑏, 𝑏′ ∈ 𝛾∗(𝑦)    که طوری  𝑝به  ∈

𝑎 + 𝑏   و𝑞 ∈ 𝑎′ + 𝑏′  با توجه به منظم قوی بودن .

𝑎)داریم    ∗𝛾رابطه   + 𝑏)𝛾∗̿̿ ̿(𝑎′ + 𝑏′)   نتیجه که 

دهد   یعنی    و  𝑝𝛾∗𝑞می  𝛾∗(𝑝)این  = 𝛾∗(𝑞) .
 توان نوشت: بنابراین، می

𝛾∗(𝑥)⊕ 𝛾∗(𝑦) = 𝛾∗(𝑧), ∀𝑧 ∈ 𝛾∗(𝑥) + 𝛾∗(𝑦) 
𝛾∗(𝑥)⨀𝛾∗(𝑦) = 𝛾∗(𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝛾∗(𝑥) ⋅ 𝛾∗(𝑦) 

 

یک رابطه اساسی روی )نیم( ابرحلقه   ∗𝛾از این رو، رابطه  

𝑅  و ،𝑅
𝛾∗⁄   را )نیم( حلقه اساسی بدست آمده توسط𝛾∗ 

ابرحلقه  روی  خواص  این  با  نیز  دیگری  روابط  ها گویند. 
آن با  آشنایی  برای  که  است  شده  بررسی  و  ها  مطالعه 

 رجوع کرد.  [9]و  [ 8]، [7]توان به مراجع می

روی   𝛾پس از آن، در راستای بررسی متعدی بودن رابطه  
ها  ک بخش کامل در ابرحلقه، مفهوم ی[10]ها در  ابرحلقه

 به صورت زیر تعریف شد:

ناتهی    :3-1تعریف   ابرحلقه   𝑀زیرمجموعه  از 

(𝑅,  شود هرگاهگفته می 𝑅یک بخش کامل از   (∙,+

𝑀 ∩ ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 ≠ ∅  
 

طبیعی   اعداد  همه  ,𝑛برای  𝑘1, … , 𝑘𝑛   عناصر و 

,𝑧𝑖1دلخواه   … , 𝑧𝑖𝑘𝑖    از𝑅    که 1به طوری  ≤ 𝑖 ≤

𝑛نتیجه دهد ، 

∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 ) ⊆ 𝑀.𝑛

𝑖=1  
 

ابرحلقه    بر  علاوه ,𝑅)این،  )]-𝑛را    (∙,+ [(  3کامل 
 گویند هرگاه 

𝛾(∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )) =  ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗

𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 .𝑛
𝑖=1  

 

 هایتوان دید که، هر مجموع متناهی از حاصل ضربمی

ابرحلقه   یک  عناصر  بخش  𝑅کامل  -𝑛متناهی  یک   ،

 است. 𝑅کامل از  

نگاه متفاوتی به مطالعه روابط اساسی  نویسندگان    [11]در  

رابطهمی  اند.داشته   هاابرحلقه  یرو  که  ای رابطه  ،𝛾 دانیم 
)نیم(  روی  است  اساسی  ها  کوچکترین ابرحلقه  یعنی   ،

)نیم( روی  قوی  منظم  استابرحلقه   رابطه  ساختار   ها  که 
  .حلقه است  تولید شده توسط آن یک )نیم(  خارج قسمتی

به دنبال آن بودند   از آن جهت است که  نگاه متفاوتاین  
هایی  ابرحلقه  تحت چه شرایطی و روی چه )نیم(تا بدانند  

تعریف کرد   𝛾  ای اساسی کوچکتر از رابطهتوان رابطهمی
ساختار   قسمتیکه  یک    تولید  خارج  آن  توسط  شده 

این سوال به  پاسخ  برای  باشد.  را    𝜀𝑚  رابطه   ،)نیم(حلقه 
 ها به صورت زیر تعریف کردند:ابرحلقهروی 

𝑚فرض کنید   ≥   (∙,+,𝑅)یک عدد دلخواه طبیعی و    2
,𝑎یک )نیم( ابرحلقه باشد. برای هر   𝑏 ∈ 𝑅  

𝑎𝜀𝑚𝑏 ⟺ ∃𝑛 ∈ ℕ, ∃𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅; 
 {𝑎, 𝑏} ⊆ ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 = 𝑧1

𝑚 +⋯+ 𝑧𝑛
𝑚  

𝑧𝑖که در آنجا  
𝑚 = 𝑧𝑖 ⋅⋅⋅  𝑧𝑖⏟    

𝑚

,𝑥)}  و   𝑥)|𝑥 ∈ 𝑅} ⊆ 𝜀𝑚 . 

می راحتی  دید  به  𝜀𝑚توان  ⊆ 𝛾    نتیجه در  𝜀𝑚و 
∗ ⊆

𝛾∗[( است  شده  داده  نشان  این  بر  علاوه  که  10.   )]

𝜀𝑚 ≠ 𝛾 هم 𝜀𝑚چنین  و 
∗ ≠ 𝛾∗  کنید فرض  حال   .

(𝑅, آن  ابرحلقه(∙,+ در  که  باشد  جابجایی    (∙,𝑅)ای 

زیرمجموعه برای همه  و  ,𝐵های  است  𝐴1, … , 𝐴𝑛    از

𝑅 :رابطه زیر برقرار باشد ، 
𝐵 ⊆ ∑ 𝐴𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1  ⟺ ∃𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑖  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛);  

  𝐵 ⊆ ∑ 𝑥𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1                (1)  
 

که  نشان    [11]در   شد  𝜀𝑚داده 
رابطه    ∗ کوچکترین 

ابرحلقههم )نیم(  روی  قوی  منظم  در  ارزی  صادق  های 
ط  اختار خارج قسمتی تولید شده توسس( است که  1شرط )

)نیم(  آن است.  یک  معمولی  رو،    حلقه  این  𝜀𝑚از 
یک    ∗

 هایی است.رابطه اساسی روی چنین ابرحلقه
 



مرتضی نوروزی
 

 

 

2- 𝒎- های کاملبخش 
یک   مفهوم  بخش،  این  یک -𝑚در  از  کامل  بخش 

می تعریف  را  با ابرحلقه  آن  ارتباط  و  تفاوت  و    کنیم 
ابرحلقهبخش روی  شده  تعریف  کامل  مورد  های  ها، 

 دهیم.بررسی قرار می
 

,𝑅)فرض کنید  :  1-2تعریف   یک )نیم(ابرحلقه    (∙,+

𝑚و   ≥ زیرمجموعه    2 باشد.  طبیعی  دلخواه  عدد  یک 

 شود هرگاه گفته می 𝑅بخش کامل از  𝑚یک  𝐴ناتهی  

𝐴 ∩ ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ≠ ∅  
  

𝑛برای هر  ∈ ℕ   و𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅نتیجه دهد ، 
 ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1  ⊆ 𝐴.  

 

ابرحلقه  :  2-2نتیجه   )نیم(  از یک  کامل    𝑅هر بخش 

دلخواه   طبیعی  عدد  هر  𝑚برای  ≥ بخش 𝑚یک    2

 است. 𝑅کامل از  

 با توجه به تعریف به وضوح برقرار است.  برهان. 

نتیجه   عکس  که  دهد  می  نشان  زیر  لزوما    2-2مثال 
 برقرار نیست.

𝑅ابرحلقه    نیم:  3-2مثال   = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}   تعریف

 شده به وسیله ابرعمل های زیر را در نظر بگیرید:
 

d c b a + 

{b, d} {b, d} {b, d} {b, c} a 

{b, d} {b, d} {b, d} {b, d} b 

{b, d} {b, d} {b, d} {b, d} c 

{b, d} {b, d} {b, d} {b, d} d 
 

d c b a ⋅ 
{b, d} {b, d} {b, d} {b, d} a 

{b, d} {b, d} {b, d} {b, d} b 

{b, d} {b, d} {b, d} {b, d} c 

{b, d} {b, d} {b, d} {b, d} d 
 

صورت این  𝐴  در  = {𝑎, 𝑏, 𝑑}    هر 𝑚برای  ≥ 2 

از  -𝑚یک   کامل  هر    𝑅بخش  برای  زیرا  𝑚است  ≥

,𝑧1و   𝑛، هر عدد طبیعی  2 … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅 :داریم 
∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 = {𝑏, 𝑑}.  

 

این می بر  ناتهی  علاوه  زیرمجموعه  یک   𝑅از    𝐴دانیم 

𝑥بخش کامل است اگر و تنها اگر   ∈ 𝐴    و𝑥𝛾𝑦    برای

𝑦هر   ∈ 𝑅    دهد 𝑦نتیجه  ∈ 𝐴 ،رو این  از   . 

 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑑}   از کامل  بخش  زیرا   نیست  𝑅یک 
𝐴b ∈    و𝑏𝛾𝑐   اما𝑐 ∉ 𝐴  . 

( مثال  ناتهی  3-2در  زیرمجموعه   )𝐵 = { 𝑏, 𝑐, 𝑑}  

𝑚است که برای هر    𝑅یک بخش کامل از   ≥ یک   2

𝑚- .بخش کامل نیز می باشد 
( نتیجه  عکس  از  حالتی  برقراری  زیر  2-2برای  در   ،)

را   [11]خودتوان -𝑚مفهوم و مثال هایی از ابرحلقه های  
 یادآوری می کنیم:

 

,𝑅)ابرحلقه  :  4-2تعریف   خودتوان -𝑚را    (∙,+

𝑚گوییم هرگاه عدد طبیعی ثابت   ≥ موجود باشد به    2

𝑥طوری که برای هر  ∈ 𝑅  داشته باشیم𝑥 ∈ 𝑥𝑚. 

𝑅روی مجموعه    :5-2مثال   = {0, 𝑎, 𝑏}  ابرعمل-

 های زیر را در نظر بگیرید:
 

b a 0 + 

{b} {a} {0} 0 

R {a, b} {a} a 

{a, b} R {b} b 
 

b a 0 ⋅ 
{0} {0} {0} 0 

R R {0} a 

R R {0} b 
 

2برای هر  ≤ 𝑚 ∈ ℕ داریم 

0𝑚 = 𝑎𝑚و           {0} = 𝑏𝑚 = 𝑅، 
رو   این  ,𝑅)از  هر    (⋅,+ 2برای  ≤ 𝑚 ∈ ℕ یک  ،

 خودتوان است.-𝑚ابرحلقه 

,𝑥برای هر : 6-2مثال  𝑦 ∈ ℤ  تعریف کنید ، 

𝒙⨁𝑦 = {𝑥, 𝑦, 𝑥 + 𝑦}    و𝑥⨀𝑦 = {𝑥𝑦}.    در

است.   (⨀,⨁,ℤ)این صورت   ابرحلقه  همچنین    یک 

1برای هر  ≠ 𝑥 ∈ ℤ  داریم 
𝑥 ∉ {𝑥𝑚} = 𝑥⨀ ⋅⋅⋅ ⨀𝑥⏟      

𝑚

 

رو،  این  هر    از  2برای  ≤ 𝑚 ∈ ℕ  ابرحلقه 
(ℤ,⨁,⨀)  ،𝑚- .خودتوان نیست 

کنید    :7-2قضیه   ابرحلقه    𝑅فرض  خودتوان -𝑚یک 

رابطه   در  که  می  (1)باشد  صورت،  صدق  این  در  کند. 

از  -𝑚یک    𝑅از    𝐴زیرمجموعه   کامل  است   𝑅بخش 

 باشد.  𝑅یک بخش کامل از   𝐴اگر و تنها اگر  



 

 های کامل بخش-m کامل به وسیله -𝜺𝒎های  ای برای ابرحلقهمشخصه
 

   

ببرهان:   توجه  نتیجه  با  یک  2-2ه  کامل  بخش  هر   ، 

𝑚-  کنید فرض  حال  است.  کامل  -𝑚یک    𝐴بخش 
باشد. همچنین فرض کنید برای اعداد    𝑅بخش کامل از  

,𝑛طبیعی   𝑘1, … , 𝑘𝑛    و عناصر دلخواه𝑧𝑖1, … , 𝑧𝑖𝑘𝑖 

که    𝑅از   طوری  1به  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛باشیم داشته   ، 

𝐴 ∩ ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 ≠ ∅ . 
 خودتوان است، داریم -𝑚یک ابرحلقه  𝑅از آنجایی که  

∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 ⊆ ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑚𝑘𝑖

𝑗=1 )𝑛
𝑖=1 ⊆ ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗

𝑘𝑖
𝑗=1 )

𝑚
𝑛
𝑖=1   

 

با توجه به رابطه   1، برای هر  (1)از این رو،  ≤ 𝑖 ≤

𝑛  عناصر𝑡𝑖 ∈ ∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 وجود دارند به طوری که 

∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 ⊆ ∑ 𝑡𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1  پس ، 

 𝐴 ∩ ∑ 𝑡𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ≠ چون  ∅ حال   .𝐴    یک𝑚-  بخش

∑کامل است، خواهیم داشت،   𝑡𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ⊆ 𝐴  ،بنابراین . 

∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 ⊆ ∑ 𝑡𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ⊆ 𝐴 ، 
 

است.   𝑅یک بخش کامل از   𝐴دهد که نتیجه می

 کامل-𝜺𝒎های ابرحلقه -3
ابرحلقه بخش،  این  و کام-𝜀𝑚های  در  شده  تعریف  ل 

کامل نشان داده -𝑛های  ها با ابرحلقهتفاوت و ارتباط آن

مفهوم  می از  استفاده  با  این،  بر  علاوه  -𝑚شوند. 
ها  ای برای این نوع از ابرحلقههای کامل، مشخصهبخش

 کنیم.میمعرفی 
کنید  :  1-3تعریف   2فرض  ≤ 𝑚 ∈ ℕ .

,𝑅))نیم(ابرحلقه   )نیم(ابرحلقه    (⋅,+ ل کام-𝜀𝑚را یک 

𝑛 گویند، هرگاه برای هر   ∈ ℕ   و  𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅   
 داشته باشیم  

𝜀𝑚(∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ) = ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 .  
 

)  (⋅,+,𝑅)ابرحلقه    نیم:  2-3مثال   در  3-2مثال  را   )

هر   برای  بگیرید.  2  نظر  ≤ 𝑚 ∈ ℕ    هر برای  و 

𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅    داریم∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 = {𝑏, 𝑑}  .

داریم   𝜀𝑚(𝑏)همچنین  = 𝜀𝑚(𝑑) = {𝑏, 𝑑}  از  .
رو،   ∑)𝜀𝑚این  𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 ) = {𝑏, 𝑑} = ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1  .

 ل است. کام-𝜀𝑚ابرحلقه یک نیم 𝑅بنابراین، 
 

ابرحلقه  :  3-3مثال   ,𝑅)برای  +,⋅)  ( مثال  ( 5-2در 

 داریم 

𝜀2(0
2 + 02) = 𝜀2(0) 

                = 𝑅 

                   ≠ {0} 
                            = 02 + 02 

نیست. علاوه بر این،    کامل-𝜀2یک ابرحلقه    𝑅بنابراین،  

ابرحلقه  می دید  هر    𝑅توان  3برای  ≤ 𝑚 ∈ ℕ    ،نیز

𝜀𝑚-ل نیست.کام 

𝑅قرار دهید  : 4-3مثال  = {0,  و تعریف کنید {1

𝑥 + 𝑦 = 𝑥 ⋅ 𝑦 = 𝑅 
هر   ,𝑥برای  𝑦 ∈ 𝑅  صورت این  در   .(𝑅, یک   (⋅,+

آنجا   در  که  است،  هر  ابرحلقه  2  برای  ≤ 𝑚 ∈ ℕ    و

,𝑧1برای هر  … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅  داریم 
𝜀𝑚(∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 ) = 𝑅 = ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1  

 .استل کام-𝑅  𝜀𝑚از این رو،  

,𝑅)اگر  :  5-3نتیجه   هر    (⋅,+ 𝑛برای  ∈ ℕ   یک

2کامل باشد، آنگاه برای هر  -𝑛)نیم(ابرحلقه   ≤ 𝑚 ∈

ℕ  ،𝑅 یک )نیم(ابرحلقه 𝜀𝑚-استل کام. 

,𝑅)فرض کنید    .برهان 𝑛برای هر    (⋅,+ ∈ ℕ   یک

باشد. -𝑛ابرحلقه   کنید    کامل  فرض  2حال  ≤ 𝑚 ∈

ℕ  و𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅 و  𝑥 ∈ 𝜀𝑚(∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 )  

𝑡پس   ∈ ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1    که طوری  به  دارد   وجود 

𝑥 ∈ 𝜀𝑚(𝑡)  حال از آنجایی که .𝜀𝑚 ⊆ 𝛾    و𝑅   یک

 کامل است داریم:-𝑛ابرحلقه 
𝑥 ∈ 𝜀𝑚(𝑡) ⊆ 𝛾(𝑡) ⊆ 𝛾 (∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1   

 

∑)𝜀𝑚بنابراین   𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ) ⊆ ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1.    طرفی از 

 انعکاسی است به وضوح  𝜀𝑚چون 
∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 ⊆ 𝜀𝑚(∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 ).  

 

,𝑧1 در نتیجه برای هر … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅 داریم 
𝜀𝑚(∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1  

 

 .استل کام-𝜀𝑚 یک ابرحلقه 𝑅و این یعنی  
( لزوما برقرار نیست. به مثال زیر توجه  5-3عکس نتیجه )

 کنید: 

,𝑅)ل  کام-𝜀𝑚ابرحلقه    نیم  :6-3مثال   مثال   (⋅,+

 توان دید که در آنجا می ( را در نظر بگیرید.3-2)
𝛾(𝑏) = {𝑏, 𝑐, 𝑑}   و𝛾(𝑐) = {𝑏, 𝑐} . 

 از این رو
𝛾(𝑎 + 𝑎) = 𝛾({𝑏, 𝑐}) 

                     = 𝛾(𝑏) ∪ 𝛾(𝑐) 



مرتضی نوروزی
 

 

 

                 = {𝑏, 𝑐, 𝑑} 
           ≠ {𝑏, 𝑐} 
         = 𝑎 + 𝑎 

 برای هر کامل نیست. علاوه بر این -𝑅 2و این یعنی  

 𝑛 ≥  دلخواه می توان دید که   3
∑ 𝑎𝑛
𝑖=1 = {𝑏, 𝑑} ≠ {𝑏, 𝑐, 𝑑} = 𝛾(∑ 𝑎𝑛

𝑖=1 ).   
 

هر    𝑅پس   𝑛برای  ∈ ℕ  نیم   کامل -𝑛ابرحلقه    یک 
 نیست.

2برای   ≤ 𝑚 ∈ ℕ    ابرحلقه𝑅    را𝑚-  قوی خودتوان 

هر   برای  هرگاه  𝑥گویند  ∈ 𝑅    باشیم {𝑥}داشته  =

𝑥𝑚می یادآوری  همچنین  ابرحلقه .  یک  روی  که  کنیم 

𝑚-  رابطه در  صادق  𝜀𝑚همواره    (1)خودتوان  = 𝛾  .
 از این رو: 

کنید  :  7-3قضیه   ابرحلقه    𝑅فرض  خودتوان -𝑚یک 

رابطه   در  اگر    (1)قوی صادق  این صورت  در   𝑅باشد. 

𝜀𝑚-طبیعی    لکام عدد  هر  برای  آنگاه  یک   𝑛باشد 

 ل نیز است. کام-𝑛ابرحلقه 

دلخواه   کنیدفرض    .برهان طبیعی  اعداد  برای 

𝑛, 𝑘1 , … , 𝑘𝑛    دلخواه عناصر  ,𝑧𝑖1و  … , 𝑧𝑖𝑘𝑖    از𝑅 
1به طوری که   ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 :داشته باشیم ، 

𝑥 ∈ 𝛾(∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )).𝑛

𝑖=1  
 

رو  این  𝑡  از  ∈ ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1   به دارد  وجود 

که   طوری 

𝑥 ∈ 𝛾(𝑡), 
 خودتوان قوی است، پس -𝑚یک ابرحلقه  𝑅حال چون 

∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 ⊆ ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )

𝑚
𝑛
𝑖=1  

 

رابطه   در  چون  می   (1)و  هر  صدق  برای  پس   𝑖کند، 

𝑡𝑖عناصر   ∈ ∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1  (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  دارند وجود   )

 به طوری که

∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 ⊆ ∑ 𝑡𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ,  
 

𝜀𝑚حال از آنجایی که   = 𝛾پس ، 
 𝑥 ∈ 𝛾(𝑡)  ⊆ 𝛾 (∑ 𝑡𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 )  

 = 𝜀𝑚(∑ 𝑡𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ) 
= ∑ 𝑡𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 −کامل است)  𝜀𝑚  𝑅) ⊆

∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )

𝑚
𝑛
𝑖=1 = ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗

𝑚𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1  

      = ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 ),𝑛

𝑖=1  

 بنابراین،

𝛾(∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗
𝑘𝑖
𝑗=1 )) ⊆ ∑ (∏ 𝑧𝑖𝑗

𝑚𝑘𝑖
𝑗=1 )𝑛

𝑖=1 .𝑛
𝑖=1  

 

بودن   انعکاسی  فوق    𝛾بنابر  شمولیت  عکس  وضوح  به 

 ل است. کام-𝑛یک ابرحلقه  𝑅برقرار است. از این رو،  

,𝑅)ابرحلقه  :8-3قضیه  +,⋅)  𝜀𝑚-ل است اگر و  کام

𝜀𝑚(𝑥)تنها اگر   = ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1  برای هر 𝑛 ∈ ℕ  و  

𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅    و برای هر𝑥 ∈ ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1. 

ل باشد. در این صورت  کام-𝑅  𝜀𝑚فرض کنید    .برهان

𝑛 برای   ∈ ℕ  ،𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅     و𝑥 ∈ ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 
 داریم:

𝜀𝑚(𝑥) ⊆ ⋃ 𝜀𝑚(𝑡)𝑡∈∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1
=

𝜀𝑚(∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ) = ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 .  
 

𝑦از طرفی اگر   ∈ ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1    آنگاه𝑥𝜀𝑚𝑦  که نتیجه

𝑦می دهد،   ∈ 𝜀𝑚(𝑥) ،بنابراین . 
𝜀𝑚(𝑥) = ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1   

 

کنید  برعکس،   𝜀𝑚(𝑥)فرض  = ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1،   برای

𝑥   هر ∈ ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1    که طوری  𝑛به  ∈ ℕ  و  

𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅:از این رو داریم . 
𝜀𝑚(∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 ) = ⋃ 𝜀𝑚(𝑥)𝑥∈∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1

= ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 .   
 

 ل است.  کام-𝜀𝑚یک ابرحلقه  𝑅بنابراین، 

ل بر اساس  کام-𝜀𝑚های  ای برای ابرحلقه  حال مشخصه
𝑚-کنیم:های کامل ارایه میبخش 

ل باشد، آنگاه  کام-𝜀𝑚  ابرحلقه یک 𝑅  اگر : 9-3قضیه 
∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1    هر 𝑛 برای  ∈ ℕ  و  𝑧1, … , 𝑧𝑛 ∈ 𝑅،   

 است.  𝑅بخش کامل از  -𝑚یک 

𝑡برای . برهان ∈ ℕ    و𝑥1, … , 𝑥𝑡 ∈ 𝑅   فرض کنید 
∑ 𝑥𝑖

𝑚𝑡
𝑖=1 ∩ ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1 ≠ ∅.  

 

رو،   این  𝑦از  ∈ ∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1  که طوری  به  دارد   وجود 
 𝑦 ∈ ∑ 𝑥𝑖

𝑚𝑡
𝑖=1  هر برای  حال   .𝑢 ∈ ∑ 𝑧𝑖

𝑚𝑛
𝑖=1   داریم

𝑢𝜀𝑚𝑦، ( نتیجه می8-3که بنابر قضیه )شود 
𝑢 ∈ 𝜀𝑚(𝑦) = ∑ 𝑥𝑖

𝑚𝑡
𝑖=1 .  

 

∑ پس، 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 ⊆ ∑ 𝑥𝑖
𝑚𝑡

𝑖=1  ،بنابراین  .∑ 𝑧𝑖
𝑚𝑛

𝑖=1 

 است.   𝑅بخش کامل از  -𝑚یک 
𝑅)ابرحلقه  :  10-3مثال   = {0, 1}, تعریف   (⋅,+

 شده به صورت زیر را در نظر بگیرید:



 

 های کامل بخش-m کامل به وسیله -𝜺𝒎های  ای برای ابرحلقهمشخصه
 

   

 

1 0 + 

R {0} 0 

{1} R 1 

 

1 0 ⋅ 
{0} {0} 0 

R {0} 1 
 

هر   2برای  ≤ 𝑚 ∈ ℕ    داریم∑ 0𝑚𝑛
𝑖=1 = که    {0}

 نیست زیرا  𝑅بخش کامل از  -𝑚یک 
∑ 1𝑚𝑛
𝑖=1 ∩ {0} = 𝑅 ∩ {0} = {0}  

𝑅ولی   ⊈ یک   𝑅(،  9-3از این رو، طبق قضیه )  .{0}

 نیست. لکام-𝜀𝑚ابرحلقه 

( می10-3مثال  نشان  چطور  (  که  های بخش-𝑚دهد 
-𝜀𝑚های  توانند ابزاری برای شناسایی ابرحلقهکامل می

 ل باشند.کام
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