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  چکیده

هاي مساوي و نامساوي  سازي چندهدفه استوار غیرمحدب/غیرهموار با محدودیت این مقاله به بررسی مسائل بهینه

کارگیري بعضی ابزارهاي پیشرفته آنالیز تغییراتی از قبیل اصل تخمین اکسترمال و  پردازد. ابتدا با به ن مینامعی

سازي چندهدفه  قاعده جمع فازي ضعیف براي زیردیفرانسیل فرشه، یک شرط بهینگی لازم فازي براي مسئله بهینه

گیري  آوریم. سپس با بهره سیل فرشه بدست میغیرمحدب/غیرهموار را بدون هرگونه محدودیت به مفهوم زیردیفران

هاي زیردیفرانسیل حدي  از شرط بهینگی لازم فازي بدست آمده، نسخه غیرهموار قاعده فرما و همچنین فرمول

هاي  براي یک خانواده نامتناهی از توابع غیرهموار، یک شرط بهینگی لازم برحسب زیردیفرانسیل حدي براي جواب

منظور نشان دادن این شرط براي یک  آوریم. بعلاوه، مثالی به سئله مورد نظر بدست میکاراي استوار ضعیف م

گردد. در نهایت، شرایط  هاي مساوي و نامساوي ارائه می سازي چندهدفه نامعین شامل محدودیت مسئله بهینه

فاهیم جدید تحدب هاي کاراي استوار این مسائل، با ارائه م هاي کاراي استوار ضعیف و جواب کافی براي جواب

 گیرد. یافته مورد بررسی قرار می تعمیم

  

هاي کاراي استوار ضعیف، شرایط بهینگی،  سازي چندهدفه استوار غیرهموار، جواب بهینه هاي کلیدي: واژه

  .یافته زیردیفرانسیل حدي، تحدب تعمیم

                                                 
 Email: oveisiha@sci.ikiu.ac.ir                                                                   دار مکاتبات:                           عهده. *

                                    

هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه - 1

سازي استوار به یکی از ساختارهاي معین و  بهینه

سازي تحت  عه مسائل بهینهقدرتمند براي مطال

. یک ]4-1[هاي با عدم قطعیت بدل شده است  داده

توان با قرین استوار  سازي نامعین را می مسئله بهینه

اي مرتبط ساخت که در مسئله  گونه خود به

هاي نامعین  سازي استوار اهداف و محدودیت بهینه

براي همه سناریوهاي درون مجموعه نامعین صدق 

سازي استوار مواردي را مورد  نهکنند. روش بهی

ها هیچ اطلاعات  دهد که در آن بررسی قرار می

ها نداشته باشیم. به  احتمالاتی در مورد عدم قطعیت

دلیل وجود  سازي به خصوص، اکثر مسائل بهینه

بینی  هاي غیرقابل پیش گیري، توسعه خطاهاي اندازه

هاي  آینده و نوسانات یا اختلالات، اغلب با داده

معین سروکار دارند و به دلیل توابع تصمیم نا

سازي مختلف دارند،  چندهدفه که معیارهاي بهینه

به اهداف متناقض بستگی دارند. بنابراین، 

سازي  سازي چندهدفه استوار در تئوري بهینه بهینه

از محبوبیت فراوان و در کاربرد از اهمیت بالایی 

 برخوردار است.

فه استوار توسط برانک سازي چندهد ایده اولیه بهینه

مورد پرسش قرار گرفت و سپس توسط دب و  ]5[

مورد مطالعه قرار گرفت. در اینجا، مفهوم  ]6[گوتا 

عنوان نوعی حساسیت در فضاي هدف  استوار به

مقابل اختلالات در فضاي تصمیم ارائه شد. مفاهیم 

سازي  مختلفی از استواري براي مسائل بهینه

  دید. ]12-7[توان در  چندهدفه نامعین را می

سازي چندهدفه  مسائل بهینه ]13[اخیراً، چونگ 

نامعین را با توابع غیرمحدب/غیرهموار مورد بررسی 

یافته را براي  قرار داد و مفهوم (اکیداً) تحدب تعمیم

ایجاد تئوري بهینگی و دوگانگی برحسب 

هاي پارتو استوار و  زیردیفرانسیل حدي براي جواب

استوار ضعیف معرفی نمود. چن  هاي پارتو جواب

شرایط لازم/کافی برحسب زیردیفرانسیل  ]14[

هاي کاراي استوار ضعیف و  کلارك براي جواب

سازي  هاي کاراي استوار سره مسئله بهینه جواب

هاي نامعین را مورد  چندهدفه غیرهموار با داده

ویر و - مطالعه قرار داد و مسئله دوگان نوع موند

بندي کرد و نتایج  ولف را فرمولمسئله دوگان نوع 

ها را تحت دوگانگی بین مسائل اولیه و دوگان آن

 یافته مورد بررسی قرار داد.فرضیات تحدب تعمیم

مندترین نتایج در این راستا، براي مسائل  قدرت

هاي نامساوي براي انواع  متناهی بعد با محدودیت

یافته مورد بررسی قرار  مختلف توابع محدب تعمیم

اند. هدف اصلی ما در این مقاله، بررسی مسئله  فتهگر

سازي چندهدفه غیرمحدب/غیرهموار با  بهینه

هاي نامساوي و مساوي در فضاي آسپلاند  محدودیت

)) تحت فرضیات UPطور خلاصه ( اختیاري (به

باشد. ابتدا، شرایط بهینگی لازم فازي  نما می محدب

سازي چندهدفه  را براي مسئله بهینه

ب/غیرهموار بدون محدودیت بدست غیرمحد

آوریم، سپس قضیه بهینگی لازم براي جواب  می

کارگیري  ) را با بهUPکاراي استوار ضعیف مسئله (

طور  کنیم. به شرایط فازي بدست آمده، ایجاد می

تر، ابزارهاي اصلی براي بدست آوردن این  دقیق

شرایط، اصل تخمین اکسترمال و قاعده جمع فازي 

باشند. در  می ]15[فرانسیل فرشه ضعیف زیردی

هاي کاراي استوار  ادامه، شرایط کافی براي جواب

اي را  هاي کاراي استوار چنین مسئله ضعیف و جواب

نما نوع  کارگیري مفاهیم جدیدي از توابع محدب با به

 نماییم. ) فراهم می2(نوع  1

  

 مفاهیم و تعاریف اولیه -2

تاندارد در حوزه هاي اس در این مقاله از نمادگذاري

شود. در سرتاسر مقاله،  آنالیز تغییراتی استفاده می

کار  که فضاي به همه فضاها آسپلاند هستند، مگر آن

||رفته مشخصاً ذکر شود. نرم این فضاها را با  . و  ||

و فضاي دوگان Xنگاشت دوگانگی بین فضاي
*X 

,را با  دهیم. نرم فضاي حاصلضرب نشان می

X Y صورت  به|| ( , ) ||: || || || ||x y x y  
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xشود که در آن تعریف می X وy Y  است و

*فضاي دوگان *X Y مجهز به نرم ماکسیم

* * * *|| ( , ) ||: max || ||,|| ||x y x y براي هر

* *x X و* *y Y است. نماد( , )XB x r 

xنمایانگر کره بسته با مرکزیت X  و شعاع

0r  است. همچنینXB و*X
B ترتیب کره  به

دهند. فرض  را نشان می X*و Xواحد بسته در

Xکنید مجموعه ناتهی  موجود باشد. 

ترتیب نشانگر  به intو co،clنمادهاي

غلاف محدب، بستار توپولوژیکی و درون توپولوژیکی

 هستند. مخروط دوگان مجموعه ،  

 * * *: | , 0,x X x x x         

 

nبراین، است. علاوه
 اي نامنفینشانگر اعضn 

براي : 1, 2,...n   باشد.  می  

F:مقدار نگاشت مجموعه X Y    را در

x  بسته نامند، اگر براي هر دنباله

{ }kx  که
kx x و هر دنباله{ }ky Y 

)که )k ky F x و
ky y  داشته باشیم

( )y F x.  

F:*مقدار براي یک نگاشت مجموعه X X ،

 Fاي کوراتوفسکی دنباله- حد بالایی/برونی پینلف

xکه وقتی x برحسب توپولوژي نرمX  و

  صورت  به X*توپولوژي ضعیف ستاره





* *

** * *

( ) : | andLimsup

with ( ) for all .

k
x x

w
k k k

F x x X x x

x x x F x k



   

  

 

  

  شود. تعریف می

Xفرض کنید  مجموعه موضعاً بسته در

x دین معنی که یک همسایگیباشد، بU از

x که وجود داشته باشد چنانclU  بسته

ˆباشد. مخروط نرمال فرشه ( ; )N x   و مخروط

)نرمال حدي/موردوخویچ ; )N x  به در

x  شوند که گونه تعریف می بدین  

)1 (
*

* * ,ˆ( ; ): | 0 ,lim sup
|| ||

x x

x x x
N x x X

x x


    
    

  

  

 
)2             (     ˆ( ; ) : ( ; ),Lim sup

x x

N x N x




    

 

xکه x جایگزینx x باx  .است

دهیم گاه قرار می ، آنxاگر

ˆ ( ; ) : ( ; ) :N x N x   .  

کنیم یادآوري می
1 2x    یک نقطه

در  2و 1هاي اکسترمال موضعی مجموعه

وجود  xاز Uاست، اگر یک همسایگی Xفضاي

0که براي هر طوري داشته باشد به   وجود

Xaداشته باشد B که 
1 2( ) .a U      

فضایی آسپلاند است، اصل  Xکه با توجه به این

را  ]20.2، قضیه 15[سترمال برقرار است (تقریب اک

ببینید)، بدین معنی که اگر
1 2x    یک

 2و 1هاي نقطه اکسترمال موضعی مجموعه

0گاه براي هر باشد، آن  وجود دارند
1

1 ( , )Xx B x  ،2
2 ( , )Xx B x   و

* *x X  با شرط*|| || 1x  که قسمی به  

)3        (      
* 1

1

2
2

ˆ( ( ; ) )

ˆ        ( ( ; ) ).

X

X

x N x B

N x B





  

  


  

 
یافته مقدار توسعه براي یک تابع حقیقی

: X دیفرانسیل حدي/ مورد ، تعاریف زیر 

domxدر دیفرانسیل فرشه یرخویچ و ز و  

 باشند: صورت زیر می به
* * *( ) : { | ( , 1)

                (( , ( ));epi )}

x x X x

N x x



 

    
 

  و
* * *ˆ ( ) : { | ( , 1)

ˆ                (( , ( ));epi )}.

x x X x

N x x



 

    
 



  132                               1401 آبانو  مهر، هشتمسی و هاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره / پژوهش و همکاران مریم سعادتی
 

 

 

| اگر ( )|x دهیم گاه قرار می ، آن

ˆ( ): ( ):x x   .  

ها  رابطه بین زیردیفرانسیل )، به2با استفاده ازرابطه (

  رسیم: شکل زیر می به

ˆ ( ) ( ), .x x x X       

  

f: مقدار براي یک نگاشت تک X Y و
* *y Y کنیم تعریف می  

* *, ( ) : , ( ) ,y f x y f x x X        

  

  نویسیم و می

 gph : ( , ) | ( ) .f x y X Y y f x     

  

وابط زیردیفرانسیل توابع اکنون نتایج مهمی از ر

  کنیم. ساز ارائه می عددي

  

*فرض کنید. 1.2لم  *y Y و:f X Y  یک

xتابع پیوسته لیپشیتس حول X :باشد. داریم  

  )]5.3، گزاره 16[(  )1(
* * * *ˆ , ( ) ( , )

ˆ                                 (( , ( ));gph ).

x y f x x y

N x f x f

    

  

  )]90.1، قضیه 15[(  )2(
* * * *, ( ) ( , )

                                 (( , ( ));gph ).

x y f x x y

N x f x f

    

  

نتیجه مهم بعدي، قاعده جمع براي زیردیفرانسیل 

  حدي است.

  

فرض کنید  )]36.3، قضیه 15[. (2.2 لم

:i X   ( 1,2,..., , 2)i n n  توابع نیم 

xپیوسته پایینی حول  X طور  باشند و همین

جز یکی از توابع پیوسته  ه بهفرض کنیم هم

xلیپشیتس حول X گاه داریم: باشند. آن  

1 2

1 2

( ... )( )

( ) ( ) ... ( ).

n

n

x

x x x

  

  

    

   
 

 
نتیجه دیگر، قاعده جمع فازي ضعیف براي 

  زیردیفرانسیل فرشه است.

  

i:فرض کنید) ]27.5،لم 17[. (3.2لم  X 

،1, 2i پیوسته پایینی حول ، توابع نیم

1 2dom domx    باشند. سپس براي هر

0  و*
1 2

ˆ ( )( )x x   وجود دارند ،

i Xx x B   و* ˆ ( )i i ix x که  طوري به

| ( ) ( ) |i i ix x    1 براي, 2i   و  
* * *

1 2 *.
X

x x x B    

هاي خاصی براي محاسبه  رو فرمول هاي پیش لم

زیردیفرانسیل حدي توابع ماکسیمم در فضاهاي 

عملگر زیردیفرانسیل  xکنند. نماد آسپلاند ارائه می

  دهد. را نشان می xحدي مربوط به مولفه

  

یک فضاي  Vفرض کنید) ]13[. (4.2لم 

باشد. همچنین   اي فشرده طور دنباله توپولوژیکی به

g:فرض کنید X V   یک تابع باشد

wکه براي هر طوري به V  ،ثابت(., )g w روي

X پیوسته لیپشیتس باشد و براي هرx X 

)ثابت،  ,.)g x رويV پیوسته بالایی باشد.  نیم

)فرض کنید ) : ( , )max
w V

x g x w


 اگر نگاشت .

  مقدار مجموعه
*( , ) ( , )xx w X V g x w X      

  

)در , )x v  براي هر( )v V x گاه  بسته باشد، آن

 مجموعه  cl co ( , ) | ( )x g x v v V x 
  

 ناتهی است و 

  ( ) cl co ( , ) | ( )xx g x v v V x   

  که

 ( ) | ( , ) ( ) .V x v V g x v x    
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لم زیر، زیردیفرانسیل حدي را براي ماکسیمم 

خانواده متناهی از توابع در فضاهاي آسپلاند 

  کند. اسبه میمح

  

فرض کنید ) ]46.3، قضیه 15[. (5.2لم 

:i X   ( 1,2,..., , 2)i n n   توابع

xپیوسته لیپشیتس حول  X  باشند. قرار

دهیم  می
{1,2,..., }

( ) : ( )max i
i n

x x 


گاه . آن 

( )

1 2

( ) ( ) |

               ( , ,..., ) ( )

{ ( )

}

i i
i I x

n

x x

x

  

  



  




 

 که

 ( ) : {1,2,..., } | ( ) ( )iI x i n x x     

و





1 2
1

( ) : ( , , ..., ) | 0, 1,

( ( ) ( )) 0 .

n

n i i
i

i i

x

x x

    

  



   

 



  

سرانجام، فرض کنید  : 1,2,...,I n و

 : 1,2,...,J m هاي اندیس باشند. فرض  مجموعه

f:کنید X Y مقدار  یک تابع برداري

Kلیپشیتس و Y  یک مخروط محدب، بسته و

)راسی ( ) {0}K K باشد. مسئله بهینه ( 

  گیریم: سازي چندهدفه زیر را در نظر می 

(P)

min ( )

s.t. ( ) 0, ,

( ) 0, ,

K

i

j

f x

g x i I

h x j J

 

 

 

 

ig:که  X  و:jh X  ها  محدودیت

کنند. این مسئله را در مواجهه با داده  را تعریف می

توان توسط مسئله  می ها عدم قطعیت در محدودیت

  سازي چندهدفه نامعین زیر نوشت: بهینه

min ( )

s.t. ( , ) 0, ,

( , ) 0, ,

K

i

j

f x

g x v i I

h x v j J

 

 

(UP)  

xکه X ،بردار متغیر تصمیمv V  بردار

طور  پارامتر عدم قطعیت از فضاي توپولوژیکی به

ig:و Vاي فشرده دنباله X V  و

:jh X V  باشند. توابع مفروض می  

یکی از ساختارهاي قدرتمند براي مطالعه مسئله 

(UP) باشد. این مسئله را  سازي استوار می بهینه

 کنیم: صورت زیر بیان می به

min ( )

s.t. ( , ) 0, , ,

( , ) 0, , .

K

i

j

f x

g x v v V i I

h x v v V j J

   

   

(RP)  

 
xبردار X جواب شدنی استوار براي مسئله  را

(UP)  گویند، اگر یک جواب شدنی براي مسئله

(RP) هاي شدنی استوار باشد. مجموعه جوابF 

 شود: صورت زیر تعریف می به (UP)براي مسئله 




: | ( , ) 0, ,

( , ) 0, , .

i

j

F x X g x v i I

h x v j J v V

   

   
 

  

xالف) بردار. 1.2تعریف  F ک جواب کاراي را ی  

نویسند  گویند و می (UP)استوار براي مسئله 

( )x S RP  اگر و تنها اگر  

( ) ( ) \{0}, .f x f x K x F     

 
xب) بردار F  را یک جواب کاراي استوار ضعیف

نویسند گویند و می (UP)براي مسئله 

( )wx S RP  تنها اگر اگر و 

( ) ( ) int , .f x f x K x F     

  

اکنون براي مهیاسازي شرایط بهینگی کافی براي 

هاي کاراي استوار  هاي کاراي استوار و جواب جواب

، یک مفهوم جدید از تحدب (UP)ضعیف مسئله 

 بریم. کار می به hوf،gیافته براي توابع تعمیم

  

xدر fالف). 2.2تعریف  X نما است،  محدب

xاگر براي هر X و*y K  :داشته باشیم 
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* *

* * *

, ( ) , ( )

( , 0, , ( )).

y f x y f x

z x x z y f x

     

      
 

  

xدر fب) X نما است، اگر براي  اکیداً محدب

}\هر }x X x و* \{0}y K  :داشته باشیم  
* *

* * *

, ( ) , ( )

( , 0, , ( )).

y f x y f x

z x x z y f x

     

       
 

  

xدر gج) X یافته است،  شبه محدب تعمیم

xاگر براي هر X وv V داشته باشیم:  
*

*

( , ) ( , ) ( , 0,

( , )), .

i i i

i x i

g x v g x v v x x

v g x v i I

     

   

  

xدر hد) X یافته است، اگر براي  آفین تعمیم

xهر X وu V داشته باشیم:  
*

*

( , ) ( , ) ( , 0,

( , ) ( )( , )), .

j j j

j x j x j

h x u h x u u x x

u h x u h x u j J

     

     

  

)الف) گوییم. 3.2تعریف  , , )f g h درx X 

ترتیب  به hو f،gاست، اگر 1نما نوع  محدب

یافته و آفین  نما، شبه محدب تعمیم  محدب

xه دریافت تعمیم X  .باشند  

)ب) گوییم , , )f g h درx X 2نما نوع  محدب 

نما، شبه   ترتیب اکیداً محدب به hو f،gاست، اگر

xیافته در و آفین تعمیمیافته  محدب تعمیم X 

  باشند.

  

چنین  3.2و تعریف  2.2از تعریف . 1.2ملاحظه 

)آید که اگر برمی , , )f g h درx X نما  محدب

)گاه باشد، آن 2نوع  , , )f g h  درx X 

است اما عکس آن لزوماً برقرار  1نما نوع  بمحد

  باشد. نمی

  در سرتاسر این مقاله، فرضیات زیر برقرارند:

xبراي بردار ثابت )1(آ X،g همین ترتیب (به

h نسبت به مولفه اول موضعاً و نسبت به مولفه (

باشد.  طور یکنواخت پیوسته لیپشیتس می دوم به

و یک ثابت مثبت xاز Uیعنی، یک همسایگی باز

 که طوري وجود دارند به  

|| ( , ) ( , )|| || ||g y w g z w y z    

  

y,براي همه z U وw V .برقرار باشد  

iبراي هر) 2(آ I همین ترتیب (بهj J تابع ،(

( , )iw V g x w  همین ترتیب (به

( , )jw V h x w پیوسته بالایی  ) نیم

xبراي هر U .است  

iبراي هر )3(آ I  وj J یک خانواده از ،

,مقدار توابع حقیقی :i X    و

, :j X   کنیم: صورت زیر تعریف می به  

( , ),max( ):

( )max( ):

ii w V

i
i I

g x wx

Xx









 




 

  

  و

| ( , )max( ) : |,

( ).max( ) :

jj w V

j
j J

h x wx

xx









 


  
 

i ن ترتیبهمی (بهjخوش تعریف است، زیرا (

ig همین ترتیب (بهjhپیوسته بالایی و ) نیمV 

 و  iبراین،  اي فشرده است. علاوه طور دنباله به

) توابع پیوسته لیپشیتس و jهمین ترتیب (به

 ]131، صفحه (H1)، 15[هستند () 1(آتحت فرض 

  را ببینید). ]290، صفحه 4[و 

iبراي هر )4(آ Iمقدار ، تابع مجموعه
*( , ) ( , )x ix w U V g x w X    در 

( , )x v براي هر( )iv V x بسته است که داریم

 ( ) | ( , ) ( )i i iV x v V g x v x   . 

jبراي هر )5(آ Jمقدار ، تابع مجموعه

*( , ) ( , )x jx w U V h x w X    در
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( , )x u  براي هر( )ju U x بسته است که داریم

 ( ) | | ( , ) | ( )j j jU x u V h x u x   . 

  

هاي شدنی  توجه داشته باشید که مجموعه جواب

  صورت زیر نوشت: توان به را می Fاستوار

)4(        





 

| ( , ) 0, ,

( , ) 0, ,

| ( ) 0, ( ) 0 .

i

j

F x X g x v i I

h x v j J v V

x X x x 

   

   

   

  

  

در باقی این بخش، شرط مقید به مفهوم استوار بیان 

-آوردن شرط کاروش کان شود که براي بدست  می

  تاکر به مفهوم استوار مورد نیاز است.

  

xفرض کنید. 4.2تعریف  F گوییم شرط مقید .

(CQ) در نقطهx برقرار است اگر وجود نداشته

0iباشد ،( )i I x0، وj ،j J که ،

ها صفر jها و حداقل یکی ازiحداقل یکی از

 که  طوري نباشند، به

  





( )

0 clco ( , )| ( )

      + clco ( , )

       ( )( , ) | .

x i i
i I x

j x j
j J

x j

g x v v V x
i

h x u

h x u u V









  



  







   

 

xبردار. 5.2تعریف  F  را گویند در شرط

(KKT) کند، اگر بردارهاي دق میاستوار ص
* \{0}y K  ،1 2: ( , ,..., ) n

n      ،

1 2: ( , ,..., ) m
m      و

iv V،i I ،

 که  وجود داشته باشند چنان

  





0 *, ( )

  clco ( , )| ( )

  cl co ( , )

   ( )( , ) |

max ( , ) ( , ) 0, .

i x i i
i I

j x j
j J

x j

i i i i iw V

y f x

g x v v V x

h x u

h x u u V

g x w g x v i I





 








 

   


 



  

   








 

  

 (CQ)توسط شرط مقید  (KKT)بنابراین، شرط 

  شود. مین میتض

  

  شرایط لازم و کافی استوار - 3

 هاي کاراي در این قسمت، شرط لازم براي جواب

گیري از قاعده  را با بهره (UP)استوار ضعیف مسئله 

تخمین اکسترمال، قاعده جمع فازي براي 

زیردیفرانسیل فرشه، نوع غیرهموار قاعده فرما و 

هاي حدي مورد  قاعده جمع براي زیردیفرانسل

را براي  کافی دهیم. همچنین شرط ی قرار میبررس

هاي کاراي استوار  استوار و جواب هاي کاراي جواب

نما مورد  ضعیف با در نظر گرفتن فرضیات تحدب

  دهیم. بحث قرار می

اولین قضیه، یک شرط لازم برحسب زیردیفرانسل 

هاي کاراي استوار ضعیف ایجاد  حدي براي جواب

ضیه، به شرط لازم فازي نماید. براي اثبات این ق می

هاي کاراي  به مفهوم زیردیفرانسیل فرشه براي جواب

  نیازمندیم. (UP)استوار ضعیف مسئله 

  

)فرض کنید .1.3قضیه  )wx S RPگاه براي  . آن

kهر   1وجود دارند 1
( , )k

Xx B x
k

 ،

2 1
( , )k

Xx B x
k

 ،3 1
( , )k

Xx B x
k

،*
ky K   

  

||* با || 1ky  وk  که طوري به  
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* 1 2

3
*

2 3

ˆ ˆ0 , ( ) ( )

1ˆ  ( ) ,

1
| ( ) ( ) | .

k k
k k

k
k X

k k
k k

y f x x

x B
k

x x
k

 

 

   

   

  

 

 

  

و  ]18[هاي موجود در  از بعضی تکنیک اثبات.

:دهیم بریم. قرار می بهره می ]19[ ( )y f x  و

 0با یک ثابت xحول fکنیم فرض می

براین، یک تابع   باشد. علاوه پیوسته لیپشیتس

صورت به X روي  مقدار  حقیقی

( ) : ( ) ( )x x x    کنیم و قرار  یف میتعر

 دهیم می 0 : | ( ) 0F x X x   از رابطه .

0Fبه وضوح داریم )4( Fکنیم  . ابتدا اثبات می

kکه براي هر   وجود دارند

1 0

1
( , )

3
k

Xx F B x
k

  ،1 1
( , )k

Xx B x
k

 ،

*
ky K  با*|| || 1ky  و*

1 0
ˆ ( ; )k

kx N x F 

  که  طوري به

)5  (      * 1 *
*

1ˆ0 , ( ) .
3

k
k k X

y f x x B
k

     

  

  هاي با در نظر گرفتن مجموعه

1 0: ( ),F y K     

 2 : ( , ( )) | ,x f x x F    

  

را ببینید) ]3.3، قضیه 18[کنیم ( مشاهده می

( , )x y یک نقطه اکسترمال موضعی مجموعه

 1 2,   .است  

0k با فرض  و  

1 1 1
min , ,

3 2(5 3 ) 6 (1 )(4 3 )
k

k k
 

  

 
 
   

 

 

فضاي  کارگیري اصل تخمین اکسترمال براي و با به

Xحاصلضرب Y  و با استفاده از روشی مشابه به

  رسیم. می )5 (، به رابطه]1.3 ، قضیه19[اثبات 

کنیم  اکنون فرض می
1

]0, [
3

k
k

  از تخمین .

را  ]49.8، لم 20[نرمال ( هاي فازي براي مخروط

شویم که براي ببینید) متوجه می
*

1 0
ˆ ( ; )k

kx N x F 0وk  وجود دارند

2 1( , )k k
X kx B x   وk  که  طوري به  

)6      (              

*
2 *

2

1ˆ ( ) ,
3

1
| ( ) | .

3

k
k k X

k
k k

x x B
k

x
k

 

  

  

 

 

 
)با توجه به اینکه ) : ( ) ( )x x x     و با

براي  3.2توجه به قاعده جمع فازي ضعیف در لم 

*شمول
2 *

1ˆ ( )( )
3

k
k k X

x x B
k

       و

0kبراي 2توان ، می
2( , )k k

X kx B x  و
3

2( , )k k
X kx B x   را چنان بدست آورد که  

)7(         

* 2 3

*

ˆ ˆ( ) ( )

2
    

3

k k
k k k

X

x x x

B
k

      


  

  و

)8 (   

2

3
2

1
| ( ) ( ) | ,

2 3

1
| ( ) ( ) | .

3

k k
k k k

k k
k k k

x x
k

x x
k

    

    


  


   


  

  

) به شمول موجود در 7) و (5( روابط با ترکیب

طور توجه کنید که  رسیم. همین قضیه می

2 1
( , )k

Xx B x
k

 زیرا ، 

2 2
2 2 1

1

|| || || || || ||

                || ||

k k k k k

k

x x x x x x

x x
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 و
1

1
( , )

3
k

Xx B x
k

طور مشابه داریم. به

3 1
( , )k

Xx B x
k

براي تکمیل اثبات کافی است . 

  ترکیب کنید. )8( ) را با نامساوي6نامساوي (

کارگیري نتیجه بدست آمده از قضیه قبلی،  با به

 لازم برحسب زیردیفرانسیل حدي را اکنون شرط

 (UP) مسئله هاي کاراي استوار ضعیف براي جواب

 کنیم. فراهم می

  

ig،iفرض کنید. 2.3قضیه  Iو ،jh،j J ،

صدق کنند. اگر )5(آتا  )1(آدر شرایط 

( )wx S RPاه وجود دارند بردارهايگ ، آن
*y K  ،1 2: ( , ,..., ) n

n     ،

1 2: ( , ,..., ) m
m      با شرط تساوي

*|| || || || || || 1y      وiv V ،i I ،

  که طوري به

)9(     

 





*0 , ( )

   clco ( , )| ( )

  clco ( , )

   ( )( , )| ,

max ( , ) ( , )

                           0, .

i
i I

x i i

xj j
j J

x j

i i i i iw V

y f x

g x v v V x

h x u

h x u u V

g x w g x v

i I





 





















  

 

 

  



 







   

 
صدق کند،  xدر (CQ)این، اگر شرط بر علاوه

*) با 9گاه رابطه ( آن 0y  .برقرار است  

)فرض کنید اثبات. )wx S RPکارگیري . با به 

1kxهاي ، دنباله1.3قضیه  x،2kx x،
3kx x،*

ky K با*|| || 1ky  ،k  ،
* * 1
1

ˆ , ( )k
k kx y f x  ،* 2

2
ˆ ( )k

k kx x    و
* 3
3

ˆ ( )k
k kx x   که  طوري وجود دارند به  

)10(
* * *
1 2 3 *

2 3

1
0 ,

( ) ( ) 0, .

k k k X

k k
k k

x x x B
k

x x k   

   

  

  

  

}دو حالت را براي دنباله توانیم اکنون می }k  در

  نظر بگیریم:

}فرض کنید حالت اول. }k دار است. بدون  کران

از دست دادن کلیت، فرض کنید
k
 


 که

k  براین، چون . علاوه*{ }ky K  اندار کر

اي  است، با استفاده از خاصیت فشردگی دنباله

دار دوگان  هاي کران ستاره در زیرمجموعه ضعیف

فضاهاي آسپلاند، داریم 
*

* *w

k
y y K که

*|| || 1y  وk  0. با فرض ثابت ،

، به نامساويx حول f لیپشیتس
* *
1|| || || ||k kx y   براي هر k 

 با انتخاب یک زیردنباله این، بر  رسیم. علاوه می

خواهیم داشت
** * *

1 1
w

kx x X   که 

k دنباله .*
2{ }kx نیز بنابر کرانداري{ }k 

کراندار است.  xحول لیپشیتس و پیوستگی

* توانیم بنابراین، می *
2x X را چنان بیابیم که

** * *
2 2

w
kx x X  کهk  .  پس از

) داریم 10(
** * * *

3 3 1 2:w
kx x x x     که

k  در شمول 1.2) و لم 1کارگیري ( . با به
* * 1
1

ˆ , ( )k
k kx y f x توان  ، رابطه زیر را می

  بدست آورد:

* * 1 1
1

ˆ( , ) (( , ( );gph ),

                                                .

k k
k kx y N x f x f

k N

 


  

  

kاگر  هاي  مخروط ، با استفاده از تعریف

  ) خواهیم داشت2) و (1نرمال در (
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* *
1( , ) (( , ( );gph )x y N x f x f   که با

 معادل است با  1.2) لم 2توجه به قسمت (

)11     (                        * *
1 , ( ).x y f x   

  

*طور مشابه خواهیم داشت به
2 ( )x x   و

*
3 ( )x x  آخر به همراه   ط شمول. رواب

*و با این فرض که )11رابطه ( * *
3 1 2:x x x    به

  گوید که ما می

)12   (          
*0 , ( ) ( )

  ( ).

y f x x

x

 

 

    

 
  

  

کارگیري فرمول زیردیفرانسیل حدي  اکنون با به

  خواهیم داشت: 5.2توابع ماکسیمم در لم 

)13 (

( )

1 2

( )

1 2

( ) ( ) |

                        ( , ,..., ) ( ) ,

( ) ( ) |

                         ( , ,..., ) ( ) ,

( )

}

{ ( )

}

{ i i
i I x

n

i i
j J x

n

x x

x

x x

x

  

  

  

  





   

 

   







  

  

 که

 ( ) : | ( ) ( ) ,iI x i I x x     

 ( ) : | ( ) ( ) ,jJ x j J x x J      




1 2( ) ( , ,..., )| 0,

            1, ( ( ) ( )) 0) ,

n i

i i i
i I

x

x x

   

   


  

  

 و




 

1 2

1 2

( ) ( , ,..., ) | 0, 1,

( ( ) ( )) 0

( , ,..., ) | 0, 1 .

m j j
j J

j j

m j j
j J

x

x x

    

  

    





   

 

  





 
  رسیم: به رابطه زیر می 4.2همچنین با استفاده از لم 

)14 (







( ) clco ( , )

                     | ( )     ,

( ) clco | ( , )

                       | ( )     ,

xi i

i

xj j

j

x g x v

v V x i I

x h x u

u U x j J















  

 

  

 




 

  

 که

 ( ) | ( , ) ( ) ,i i iV x v V g x v x    

 ( ) | | ( , ) | ( )j j jU x u V h x u x V   
 

  

  هاي و مجموعه

  cl co ( , ) | ( ) ,x i ig x v v V x   

  clco | ( , ) | |x jh x u u V   

 
و روابط  2.2از قاعده جمع در لم  ناتهی هستند.

 آید که ) چنین بر می14(–)12(

)15(

 

 

  



*

( )

1 2 n

0 , ( )

 clco ( , )|

  ( ) | ( , ,..., ) ( )

 clco | ( , )|

 | 0, 1

{ 

i x i
i I x

i

j x j
j J

j j
j J

y f x

g x v

v V x x

h x u u V

 

  

 

 







 

 

 

  

 







 

 

   

 
اي و با در نظر  با توجه به قاعده زنجیره براین، علاوه

  گرفتن رابطه زیر

1 1

| ( , ) | ( ( , ))x j x jh x u h x u



  

    

 
|براي زیردیفرانسیل تابع ترکیب ( , ) |jh x u )]15 ،

  را ببینید)، و همچنین با توجه به اینکه ]41.3قضیه 

( ( , )) | | ( ( , )

                         ( )( , ))

x j x j

x j

h x u h x u

h x u
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  داریم: )15( از رابطه

  

 

 




*

( )

1 2

0 , ( )

  clco ( , ) |

  ( ) ( , ,..., ) ( )

  clco ( , )

  ( )( , ) | |

  0, 1 .

i x i
i I x

i n

j x j
j J

x j

j j
j J

y f x

g x v

v V x x

h x u

h x u u V

 

  

 

 







 

 

 

 

  

 







 

  
 

  

بنابراین، وجود دارند بردارهاي

1 2: ( , ,..., ) ( )n x      1باi
i I




 

0iو   براي همه\ ( )i I I x و

1 2: ( , ,..., ) m
m       با  شرط تساوي

1j
j J




 که قسمی  به 



 



*0 , ( )

  clco ( , )

  | ( ) clco ( , )

   ( )( , ) | .

i x i
i I

i j x j
j J

x j

y f x

g x v

v V x h x u

h x u u V

 

 





 

 

  

  







 
  

  

:*شمول بالا را بر || || || || || ||y       

دهیم میکنیم، سپس قرار  تقسیم می
*

* :
y

y


،

:


 


 و:


 


 بنابراین وجود دارند .

y*بردارهاي K ،1 2( , ,..., ) n
n      

1و  2( , ,..., ) m
n       با شرط تساوي

*|| || || || || || 1y     که قسمی به  

)16 (



 



*0 , ( )

  clco ( , )

  | ( ) clco ( , )

  ( )( , ) | .

i x i
i I

i j x j
j J

x j

y f x

g x v

v V x h x u

h x u u V









 

 

  

  







 
 

  

اي  طوردنباله به Vاز طرف دیگر، با توجه به اینکه

که تابع فشرده است و با توجه به این

( , )iw V g x w  براي هرi Iپیوسته  ، نیم

ivتوانیم بالایی است، می V  را چنان انتخاب

)maxکنیم که , ) ( , ) ( )i i i iw V
g x v g x w x


  .

)این،  رب علاوه ) 0x  زیرا ( ) 0x  و
2 3( ) ( ) 0k k

k kx x      کهk  با توجه .

)به ) ( )i x x  براي همه( )i I x اریم:د 

( , ) ( )

                   [ ( )] 0,

i i i i i

i

g x v x

x


  










 

 

  

iیعنی براي همه I خواهیم داشت: 

( , ) ( , ) 0.maxi i i i i
w V

g x v g x w 


   

  

  رسیم. ) می9) به رابطه (16( از رابطه اخیر و رابطه

}اکنون فرض کنید حالت دوم. }k کران  بی

ولباشد. مشابه اثبات حالت اول، از شم

* 2
2

ˆ ( )k
k kx x   یابیم که  در می 

* 2 2
2

ˆ( , ) (( , ( )); gph )k k
k kx N x x     

  

kبراي هر بنابراین .  
*

2 22 ˆ( , 1) (( , ( )); gph ), .k kk

k

x
N x x k 
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kاگر    ) به شمول2و با توجه به رابطه ،(

(0, 1) (( , ( )); gph )N x x   رسیم که  می

0 معادل است با ( )xطور مشابه  . به

0 ( )xبنابراین .  

0 ( ) ( ).x x    

 
با فرآیندي همانند اثبات حالت اول، وجود دارند 

1بردارهاي  2: ( , ,..., ) \{0}n
n       و

1 2: ( , ,..., ) \{0}m
m      با|| || || || 1   

  که طوري به



 



0 clco ( , )

  | ( ) clco ( , )

   ( )( , ) | .

i x i
i I

i j x j
j J

x j

g x v

v V x h x u

h x u u V









 

  

  







  

  

ivتوانیم همچنین می V  را چنان انتخاب کنیم که

i براي هر Iداشته باشیم ،

( , ) ( ) ( ) 0i i i i i ig x v x x       زیرا ،

} دنباله }k کران است و بی
2 3( ( ) ( )) 0k k

k x x    که k   .

*) با فرض9بنابراین، رابطه ( : 0y K    برقرار

 خواهد بود.

در حالت  (CQ)در شرط  xسرانجام، فرض کنیم

) متوجه 9طور مستقیم از ( اول صدق نماید. به

*شویم می 0y در  ، که آخرین عبارت موجود

  کند. نماید و اثبات را کامل می قضیه را توجیه می

  

کاهش  ]3.3، قضیه 13[به  2.3قضیه . 1.3ملاحظه 

سازي با بعد متناهی  یابد که در آن مسئله بهینه می

براین، روش  باشد. علاوه و تحت قیدهاي نامساوي می

ما که شامل اصل تخمین اکسترمال، قاعده جمع 

رشه و همچنین فرمول فازي ضعیف زیردیفرانسیل ف

شمول براي زیردیفرانسیل حدي توابع ماکسیمم در 

  باشد، با روشی که در مقاله ذکر  فضاهاي آسپلاند می
  

 شده ارائه گردیده متفاوت است.

براي مسئله  2.3اکنون، مثالی در باب قضیه 

هاي  سازي چندهدفه نامعین با محدودیت بهینه

  کنیم. نامساوي و مساوي مطرح می

  

X:2فرض کنید . 1.3 مثال ،3:Y ،

: [ 1,1]V    3و:K   باشند. مسئله

 گیریم: سازي نامعین زیر را در نظر می بهینه





2
3(UP) min ( )| ( , ) ,

                     ( , ) 0 ,

f x g x v

h x v







 

  

f:که در آن X Y،1 2 3: ( , , )f f f f به ،

  صورت

1 1 2( ) 2 | 1|,f x x x    

2 2

1

1
( ) 3 2,

| | 1
f x x

x
  


 

3 2

1

1
( ) | 1| 1

| | 1
f x x

x
   


 

  

g:2تعریف شده است و X V  ،

1 2: ( , )g g gصورت  ، به  

 2
1 2 1 1

2 1 2

              

( , ) | | max , 2

3 | |,

( , ) 3 | | 2

g x v v x x x

v

g x v x v x

 



   

 

  

  تعریف شده است.

h:همچنین فرض کنید X V  صورت  به

1 2( , ) | | ( 1)h x v v x x   .تعریف شده باشد

  توانیم به راحتی بررسی کنیم که می

 


 

2
2 1 1

2
1 2 1

| | max ,2 3| | 0

| 0 and | | 3

v x x x v

v V

x x x x

  

  

    

 



 141                                                                                         هدفه استوار سازي چند بهینگی غیرهموار براي مسائل بهینه
 

   

1و به دلیل اینکه  0x :خواهیم داشت ، 

 

 
1 2

2
1 2 1

3 | | 2 0

| 0 and | | 3 2 .

x v x v V

x x x x

      

    
 

  

)براین، واضح است که محدودیت علاوه , ) 0h x v  

vبراي همه V2، تساوي 1 1x x  
را  

هاي شدنی استوار  گاه، مجموعه جواب دهد. آن می

  برابر است با

 2
1 2 1| 0 and 1F x x x x     

  

) دید. فرض کنید1توان در شکل ( که آن را می

: (0,1)x F شیم. اگر در نظر داشته با

2 1 1x x  گاه براي همه ، آنx F :داریم 

1

3
1

1

1

1

3

1
( ) ( ) 3 1 int ,

| | 1

1
1

| | 1

x

f x f x x
x

x
x



 
 
 
 

     
 

 
  
  

  

  

یک جواب کاراي استوار ضعیف xبدین معنی که

  است. همچنین توجه داشته باشید که  (UP)مسئله 

1 1

2

( ) max ( , )

         max( 3 | |) 0,

w V

w V

x g x w

w w








  
 

2 2( ) max ( , )

         max( 2) 1.

w V

w V

x g x w

w








   
 

  

 بنابراین داریم

 1 2( ) max ( ), ( ) 0,x x x     

1 2( ) {0},  ( ) {1}.V x V x   

  

  

  بعد از محاسبات، به

1( ) { 2} [ 1,1],f x      

2 ( ) [ 1,1] { 3},f x       

3

1 1
( ) [ , ] { 1,1}

2 2
f x      

  

  رسیم. همچنین خواهیم داشت: می

  

)17 (                  

 

 

1

2

cl co ( , 0)

         [1, 2] {0},

cl co ( , 1)

         [ 3,3] {1}

x

x

g x v

g x v

 


 


 
   

  

 و

)18(

  

cl co ( , ) ( )( , )

| ( , )| .

x xh x v h x v

v V v v v V

  

  

 
  

  

 از طرف دیگر، از

  ( ) 1,2 | ( ) ( ) {1}iI x i x x      

  

توان متوجه شد که  ) می18) و (17و از روابط ( 

کند. پس، وجود  صدق می xدر  (CQ)شرط 

*دارند  3
+

1 1 2
, ,

4 4 4

T

y
 
   
 

 ،21
,0

4

T

 

 
  
 

و  

1

4



   با*|| || || || || || 1y     که  طوري به  

2 0 01 1 2
0

3 14 4 4 2 2

1 0 11 1
  0 ,

0 1 14 4

   
        

    
     
     

 

  

max و ( , ) 0i i
w V

g x w


 1,2 برايi .  



  142                               1401 آبانو  مهر، هشتمسی و هاي نوین در ریاضی/ سال هشتم، شماره / پژوهش و همکاران مریم سعادتی
 

 

 

  
  )1شکل (

  

هاي  براي جواب (KKT)قضیه زیر شرایط کافی 

هاي کاراي استوار ضعیف از  کاراي استوار و جواب

  نماید. را مهیا می (UP)مسئله 

  

xفرض کنید .3.3قضیه  F  در شرط(KKT) 

 استوار صدق نماید. 

) )  اگر1( , , )f g h در نقطهx1نما نوع  محدب 

)گاه  باشد، آن )wx S RP .  

) )  اگر2( , , )f g h در نقطهx 2نما نوع  محدب 

)گاه  باشد، آن )x S RP . 

xفرض کنید .اثبات F  در شرط(KKT) 

استوار صدق کند. بنابراین وجود دارند بردارهاي
* \{0}y K  ،* *, ( )z y f x  ،0i ،

  * cl co ( , ) | ( )i x i ig x v v V x   ،  i I،  

  * clco ( , ) ( )( , ) |j x j x ju h x u h x u u V      و

0j ،j Jکه قسمی ، به  

)19(              * * *0 ,i i j j
i I j J

z u  
 

     

)20  (         max ( , ) 0, .i iw V

g x w i I


  

  

) از فرض خلف بهره 1در ابتدا، براي اثبات قسمت (

)بریم. فرض کنید می )wx S RPپس .x̂ F 

)ˆ که وجود دارد  ) ( ) intf x f x K   این .

*بدین معنی است که ˆ, ( ) ( ) 0y f x f x    

که  به این را ببینید). با توجه ]21.3، لم 21[(

( , , )f g h درx است، داریم: 1نما نوع محدب  

)21             (                    * ˆ, 0.z x x     

  

 ) داریم:19از رابطه ( x̂از طرف دیگر، براي بردار

)22  (

* *

*

ˆ ˆ0 , ,

ˆ, .

i i
i I

j j
j J

z x x x x

u x x

 







        

  




  

  

 ) خواهیم داشت:22) و (21از روابط (
* *ˆ ˆ, , 0.i i j j

i I j J

x x u x x  
 

        

  

  گیریم: در ادامه، دو حالت زیر را در نظر می

0iکنیم  می فرض  حالت اول. I  وجود دارد

*که  طوري به

0 0
ˆ, 0i i x x   از آنجا که .

  *

0 0 0
clco ( , ) | ( )i x i ig x v v V x     پس وجود

رد دنباله دا  *
00 0

{ } co ( , ) | ( )i k x i ig x v v V x    

*که   *

0 0
limi i k
k

 


که  . بنابراین، با توجه به این

0
0i  ،0k  که طوري وجود دارد به  

)23   (                         *

0 0
ˆ, 0.i k x x     
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ه شمولاز طرفی دیگر، از آنجا ک

  0

*

0 0 0
co ( , ) | ( )i k x i ig x v v V x   

 
برقرار 

است پس وجود دارند بردارهاي

 *

0 0
( , ) | ( )p x i ig x v v x    0وp  

با 
1

1
s

p
p




،1, 2, ...p s ،sطوري ، به 

*که  *

0 0
1

s

i k p p
p

  


 ابطه اخیر با . با ترکیب ر

) خواهیم داشت23رابطه (

*

1

ˆ, 0
s

p p
p

x x 


   توانیم . بنابراین، می

 0 1,2,...,p s  را چنان انتخاب کنیم که داشته

 باشیم

)24    (                          
0

* ˆ, 0,p x x     

  

 و
0 0

( )i iv V x ه را چنان انتخاب کنیم ک

0 0 0

* ( , )p x i iv g x vبه این دلیل که ،

 
0 0 0

* ( , ) | ( )p x i ig x v v x    حال، با .

) 1نما نوع  اعمال تعریف محدب , , )f g h) 24، از (

 داریم:

)25  (                   
0 0 0 0

ˆ( , ) ( , ).i i i ig x v g x v  

 از آنجا که
0 0

( )i iv V x
 

خواهیم داشت

0 0 0
( , ) max ( , )i i i

w V
g x v g x w


 همراه  که به

 دهد ) نتیجه می20(
0 0 0

( , ) 0i i ig x v  از رابطه .

آید که  ) چنین برمی25اخیر و رابطه (

0 0 0
ˆ( , ) 0i i ig x v بنابراین ، 

0 0
ˆ( , ) 0i ig x v  

x̂ که با F .در تناقض است 

0jکنیم فرض می حالت دوم. J  وجود دارد که

0 0

* ˆ, 0j ju x x    مشابه حالت اول .

  توانیم  می




0 0 0

0

*

0

co ( , )

         ( )( , ) | ,    ,

j l x j

x j

u h x u

h x u u V l

 

   

 
 

 
0 0

* ( , ) ( )( , ) |q x j x ju h x u h x u u V      

 
0qو   ،1,2,...,q t ،t را چنان ،

 که طوري بهاننتخاب کنیم 

0 0

* ˆ, 0,j lu x x    

0 0

* *

1

,
t

j l q q
q

u u


  

  

*که نامساوي 

1

ˆ, 0
t

q q
q

u x x


     را بدست

دهد. در نتیجه، وجود دارند برداهاي

 
0 0 0

* ( , ) ( )( , ) |q x j x ju h x u h x u u V     که ،

 0 1,2,...,q t و همچنین
0j

u V،0j  ،

 که  قسمی به

)26       (                       
0

* ˆ, 0,qu x x   

0 0 0 0 0

* ( , ) ( )( , ).q x j j x j ju h x u h x u    

 
x این، چون بر  علاوه F داریم 

0 0
( , ) 0j jh x u کارگیري تعریف  . اکنون با به

) 1نما نوع  محدب , , )f g h درx) 26، از رابطه (

یابیم  می در
0 0 0 0

ˆ( , ) ( , ) 0j j j jh x u h x u   که

x̂با این حقیقت که F باشد و  در تناقض می

  شود. ) کامل می1گونه اثبات قسمت ( بدین

توان اثبات  ) می1) را نیز مشابه قسمت (2قسمت (

)نمود. اگر  )x S RPگاه  ، آنx̂ F  وجود دارد

)ˆ که ) ( ) \ {0}f x f x K  بنابراین داریم .

x̂ x و* ˆ, ( ) ( ) 0y f x f x    اکنون، با .

) 2نما نوع  استفاده از تعریف محدب , , )f g h  در

xرسیم. ، به نتیجه می 

، فوراً شرایط کافی زیر 1.2و ملاحظه  3.3از قضیه 

 آید. بدست می

 

xفرض کنید. 4.3قضیه  F  در شرط(KKT) 

)استوار صدق نماید و  , , )f g h درxنما  محدب  
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)گاه  باشد، آن 1نوع  )x S RP.  

 

) ]2.3، قضیه 4[قضایاي ( 3.3قضیه . 2.3ملاحظه 

بخشد که در  ) را بهبود می] 11.3، قضیه 19[و (

پذیر و  طور پیوسته مشتق ترتیب به ها توابع به آن

سازي با بعد  یافته و مسئله بهینه محدب تعمیم

باشد. ما  هاي نامساوي می متناهی و تحت محدودیت

به  (UP)ا براي مسئله ر (KKT)شرایط کافی 

سازي  نما و براي مسئله بهینه مفهوم محدب

هاي نامساوي و   نامتناهی بعد و تحت محدودیت

  مساوي ایجاد نمودیم.
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