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  چکیده

باشد. قانون تغییر رنگ، رنگ یک رأس  ܩنشان دهنده مجموعه رئوس با رنگ سیاه (اولیه) گراف  ܵفرض کنید 
یک مجموعه  ܵباشد. مجموعه  vتنها همسایه سفید رأس سیاه  	uسفید را به سیاه تبدیل می کند اگر رأس سفید 

ر رنگ، رنگ تمامی رئوس به سیاه تغییر کنند. است هرگاه بعد از تعداد متناهی اعمال قانون تغیی ܩتحمیلی صفر 
نامند. در این مقاله عدد  ي تحمیلی صفر با کمترین عضو را عدد تحمیلی صفر گراف می تعداد اعضاي یک مجموعه

کنیم. به ویژه به ازاي برخی  ها با ساختار مایسیلیسکی را بررسی می تحمیلی صفر و ماکسیمم پوچی برخی گراف
دهیم عدد تحمیلی صفر گراف با ماکسیمم پوچی آن برابر است. همچنین عدد  اختار نشان میها با این س گراف

رأس را  4هاي همبند با حداقل  و گراف(௡ܥ)ߤ ، (௡ܭ)ߤي مایسیلیسکی  ها تحمیلی صفر و ماکسیمم پوچی گراف
  ایم. محاسبه کرده

  
 .م رتبه، گراف مایسیلیسکی، ماکسیمم پوچی، مینیمصفر عدد تحمیلی هاي کلیدي: واژه
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  مقدمه -1
ܩ فرض کنید  = (ܸ,  2گرافی ساده با حداقل (ܧ

ݒرأس باشد. براي هر رأس ∈ همسایگی باز این   ܸ
   :کنیم می فو تعرینشان داده  (ݒ)ܰீ رأس را با

(ݒ)ܰீ = ,ݑ}|ݑ} {ݒ ∈   .{ܧ
  

، به [ݒ]ܰீ همچنین همسایگی بسته یک رأس،
[ݒ]ܰீ  صورت = {ݒ} ∪ 	 شود.  تعریف می(ݒ)ܰீ
 Gي گراف  براي ماکسیمم درجه (ܩ)Δنماد 

رود.  ي آن به کار می براي مینیمم درجه  (G)	δو
را به ترتیب n هاي کامل، دور و مسیر از مرتبه  گراف

௡ܥ	وبا نماد 	,  یک گراف دو .دهیم نشان می  ௡ܲ	௡ܭ
݊رافی با ، گ௡,௠ܭ بخشی کامل، + رأس است  ݉

(௡,௠ܭ)ܸ که  = ଵܸ ∪ ଶܸ ݑو دو رأس	و	با هم  ݒ
݅ مجاورند اگر و تنها اگر  ≠ ݑو ݆ ∈ ௜ܸ  ݒو ∈ ௝ܸ 

,݅به طوري که  ݆ ∈ نشان ௡ܨ . گراف ساده {1,2}
2݊دهنده گرافی با  + یال است که  3݊رأس و  1

 اگر ید.   آ مثلث در یک رأس بدست می ݊از اتصال 
S ⊆ 	V  آنگاه، زیر گراف القایی روي	S،< 	ܵ > ،

هاي و یالS گرافی است با مجموعه رئوس 
൛{ݑ, ,ݑห{ݒ ݒ ∈ ܵ, ,ݑ} {ݒ ∈ را یک  Gگراف . ൟܧ

گراف دو مسیر موازي گوییم هرگاه از دو مسیر 
القایی مستقل تشکیل شده باشد به طوري که این 

هاي  یال را پوشش دهند و Gي رئوس  دو مسیر همه
ها خط راست باشند نه منحنی)  بین دو مسیر (یال

  .متقاطع نباشند
௜ܩگراف  ℎ	اجتماع  = ( ௜ܸ , ݅ ،(௜ܧ = 1,… , ℎ را ،

⋃	به صورت  ௜௛ܩ
௜ୀଵ = ൫⋃ ௜ܸ

௛
௜ୀଵ , ⋃ ௜௛ܧ

௜ୀଵ ൯	 
	V	کنیم. فرض کنید  تعریف می = 	 …,ଵݒ} ,  	{௡ݒ

ܩمجموعه رئوس گراف  = (ܸ, باشد. ساختار  (ܧ
گرافی است با  ،G ،µ(G)مایسیلیسکی گراف 

V مجموعه رئوس  ∪ ܸᇱ ∪ {w}ي که مجموعه
ܸᇱ = ,ᇱଵݒ} ᇱଶݒ , …		 , را یک کپی از  {ᇱ௡ݒ

1نامیم و براي هر  می ܸي  مجموعه ≤ ݅ ≤ ݊ ،

ریم. گی در نظر می ௜ݒرا رأس متناظر با  ௜ᇱݒراس 
  هاي این گراف عبارتند از: ي یال همچنین مجموعه

൯(ܩ)ߤ൫ܧ = (ܩ)ܧ ∪  

൝൛ݒ௜ᇱ, ௝ൟอݒ
൛ݒ௜ , ௝ൟݒ ∈ ,(ܩ)ܧ 1 ≤ ݅ ≤ ݊

, ݅ ≠ ݆
ൡ  

∪ ൛{ݒ௜ᇱ, ௜ᇱݒห{ݓ ∈ ܸᇱ, 1 ≤ ݅ ≤ ݊ൟ.  
  

݊ هاي متقارن  ي ماتریس ي همه مجموعه × را با ݊
Aدهیم. براي  نشان می ௡(ℝ)ܵنماد  ∈ ܵ௡(ℝ) 

 (ܣ)࣡را که با نماد  ܣگراف متناظر با ماتریس 
,1,2} دهیم گرافی است با رئوس نشان می … , n		} 

,ቄ{i هاي و یال j}	|	ܽ௜௝ ≠ 0	, 1 ≤ i, j ≤ nቅ   . 
݊ هاي متقارن  ي ماتریس ي همه مجموعه × را که ݊

 نشان (ܣ)ܵشود را با نماد  می Gها برابر  گراف آن
 دهیم.  می

(ܩ)ܵ = ܣ} ∈ ܵ௡(ܩ)|࣡(ܣ) =   .{ܩ
  

را به ترتیب G ماکسیمم پوچی و مینیمم رتبه گراف 
  نشان داده و به صورت(ܩ)ݎ݉ و (ܩ)ܯ با نماد 

(ܩ)ܯ = ܣ|(ܣ)݈݈ݑ݊}ݔܽ݉ ∈   {(ܣ)ܵ
(ܩ)ݎ݉ = ܣ|(ܣ)݇݊ܽݎ}݊݅݉ ∈    {(ܣ)ܵ

  
س در یک فرض کنید براي هر رأ .کنیم تعریف می

گراف بتوان دو رنگ سیاه و سفید در نظر گرفت. 
تنها رأس  ݑکند که اگر  قانون تغییر رنگ بیان می

باشد، آنگاه این رأس  ݒسفید مجاور با راس سیاه 
کند. در این صورت اصطلاحاً  را سیاه می ݑرنگ 

 کند. فرض کنیدرا تحمیل می ݑرأس  ݒگوئیم  می
ܵ = …,ଵݒ} , اي از رئوس سیاه گراف  جموعهم {௞ݒ

G  باشد. اگر با اعمال قانون تغییر رنگ تمام رئوس
ي  را یک مجموعهS شود، آنگاه  سیاهG گراف 

نامیم. تعداد اعضاي یک میG تحمیلی صفر گراف 
ي تحمیلی صفر با کمترین عضو را عدد  مجموعه

نشان  (ܩ)ܼنامیده و با نماد  تحمیلی صفر گراف
  دهیم. می
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توسط  2008تحمیلی صفر اولین بار در سال عدد 
مطرح شد که در آن از پارامتر عدد   AIMگروه

تحمیلی استفاده کرده و کرانی براي ماکسیمم 
همچنین در این  .[5]ها بدست آوردند پوچی گراف
ها عدد  ها ارائه شد که در آناي از گراف مقاله خانواده

سوال تحمیلی صفر و ماکسیمم پوچی برابرند و این 
ها دو پارامتر  مطرح شد که در کدام خانواده از گراف

عدد تحمیلی صفر و ماکسیمم پوچی با هم برابرند؟ 
ها برخی از محققین خانواده زیادي در طول این سال

، [14] ها با این ویژگی را معرفی کردند از گراف
  .]17[و   [16]،[15]،  [6]، [13]، [8]،[11]

مقاله عدد تحمیلی صفر  به دنبال این مطالب در این
ها باساختار  و ماکسیمم پوچی برخی گراف

ایم. در واقع  مایسیلیسکی را مورد بررسی قرار داده
  هاي ایم که ماکسیمم پوچی گراف نشان داده

,	ଵ,௡ିଵ൯ܭ൫ߤ	و	ℓ,௥,௞൯ܩ൫ߤ )ߤ ௡ܲ)	, ℓ,௥,௞ܩ 	,    ௡ܨ
  

  ها با هم برابرند.  و عدد تحمیلی آن
  
  قضایاي مقدماتی -2

 2گرافی با حداقل  ܩ کنید فرض[7]  .1- 2 قضیه
(ܩ)	ߜ.در این صورت باشد،	رأس 	≤     (ܩ)	ܼ	

  
گرافی همبند از  Gفرض کنید  [9] .2-2قضیه 
nمرتبه  ≥   :باشد در این صورت 	2

  

(ܩ)ܼ = 	ܩ.اگر و تنها اگر  (ܽ)	1 ≅ 	 ௡ܲ   
(ܩ)ܼ = ݊ − ܩ.اگر و تنها اگر (ܾ)	1 ≅    ௡ܭ

  
گراف ساده  یکܩ فرض کنید  [13] .3-2 قضیه

(ܩ)ܼ باشد. در این صورت  =  ܩاگر و تنها اگر 2
  .یک گراف دو مسیر موازي باشد

 
 ݒگراف و  یکܩ فرض کنید  [13]. 4- 2 قضیه

  :رأسی از آن باشد در این صورت
−1		 ≤ –(ܩ)	ܼ	 	ܩ)	ܼ	 ∖ ({ݒ}	 ≤ 1   

  
یک راس برشی ݒ فرض کنید  [13]. 5- 2 قضیه
,	Vଵو ܩ گراف  … , V୩ هاي  مؤلفه مجموعه رئوس

ܩهمبندي گراف  ∖ باشند. اگر  {ݒ}
௜ܩ =< ௜ܸ ∪   ، آنگاه:{ݒ}

(ܩ)ܼ ≥ 	1 − ݇ + ∑ ௞(௜ܩ)ܼ
௜ୀଵ    

  
ܩاگر  [10]. 6- 2 قضیه = ⋃ ௜௛ܩ

௜ୀଵ:آنگاه ،  
(ܩ)ݎ݉ 	≤ 	∑ ௛(௜ܩ)ݎ݉

௜ୀଵ    
  

  داریم: ܩ براي هر گراف[5]  .7- 2 قضیه
(ܩ)ܯ ≤   .(ܩ)ܼ

  
یک گراف ساده ܩ فرض کنید [9]  .8- 2 قضیه
(ܩ)ܯباشد. = یک گراف دو  	ܩ اگر و تنها اگر  2

  .) باشد1( هاي شکلیکی از گراف Gمسیر موازي یا 
  
  
  
  
  
  
  

سیر به طول دلخواه که ممکن و نفطه چین نشان دهنده یک م 2خط پر نشان دهنده یک مسیر به طول حداقل : 1شکل 
  است وجود نداشته باشد.
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 وܩ رأسی از گراف ܽ فرض کنید  .9-2 لم
ܻي مجموعه = ,ଵݕ} … , تمام رئوس درجه  {௧ݕ

ݐباشد. اگر ܽ یک مجاور با  ≥ یک مجموعه  ܺو  2
ܺ ، آنگاه باشدܩ تحمیلی صفر  ∩ زیر ܻ

ݐي مجموعه −  یک ܼعضوي دارد. بویژه اگر   1
ي تحمیلی صفر با کمترین عضو براي  مجموعه

ܽآنگاه  باشدܩ گراف  ∉ ܼ .  
  

 متعلق بهܻ از ௝ݕ	و	௜ݕ فرض کنید دو رأس  :اثبات
هستند، لذا  1از درجه  ௝ݕ و௜ݕ نباشند. چون  ܺ

 ها را تحمیل کند رأس  تواند آن تنها رأسی که می
 ه تمام اعضاي که این امکان ندارد. در نتیج استܽ
قرار دارند. حال فرض کنید ܺ جز یک رأس در  بهܻ
 یک مجموعه تحمیلی صفر مینیمم گراف  ܼ
تواند توسط هر  میܽ باشد. دراین صورت رأس ܩ

ܺرأس از ∩  تحمیل شود.  ܻ
ي تحمیلی صفر با کمترین عضو  مجموعه ܼچون 

ܽاست، پس ∉   . به این ترتیب حکم ثابت  	ܼ
  شود.می
  
  حکام اصلی  ا -3

(ࡳ)ࢆ هایی با ویژگی گراف بخش اول: =

  .(ࡳ)ࡹ
݊اگر  .1-1-3 قضیه ≥   ، آنگاه	1

  

(௡ܨ)ܼ = (௡ܨ)ܯ = ݊ + 1  .   
 

مجاور  ௡ܨ با تمام رئوس ܽرأس  فرض کنید :اثبات
,	௜ଵݒو	ܽ امین مثلث آن -݅هاي باشد و رأس  ௜ଶݒ

ܩشود که  باشند. ملاحظه می = ⋃ ଷ௡ܭ
ଵبر . بنا

 داریم: 6-2 قضیه
(௡ܨ)ݎ݉ ≤ (ଷܭ)ݎ݉	݊ = ݊       )1(  
 

  بنابراین
(௡ܨ)ܯ ≥ 2݊ + 1 − ݊ = ݊ + 1.  

  
௜ଶ|1ݒ}حال فرض کنید رئوس  ≤ ݅ ≤ سفید و  {݊

ي رئوس سیاه باشند. در این صورت به ازاي هر  بقیه
1 ≤ ݅ ≤ کند.  را تحمیل می௜ଶݒ راس ௜ଵݒ ، راس ݊
ܺ بنابراین  = ௜ଵ|1ݒ} ≤ ݅ ≤ ݊} ∪ یک {ܽ}

  است و در نتیجه  ௡ܨي تحمیلی صفر گراف  مجموعه
(௡ܨ)ܼ ≤ |ܺ| = ݊ + 1.  

  
  ) حکم ثابت است.1، و رابطه (7- 2 از قضیه
کنیم  تعریف می ݊را گرافی از مرتبه ℓ,௥,௞ܩ گراف 

݇که در آن ≥ 0  ،ℓ, ݎ ≥ 2، ݊ = ℓ + ݎ +
2݇ + ℓ,௥,௞൯ܩ൫ܸو  	2 = ܸ ∪ ܷ ∪ܹ ∪
{ܽ, >به طوري که  {ܾ ܹ ∪ {ܽ} >≅ ، ௞ܨ

< ܷ ∪ {ܾ} >≅ >و  ଵ,ℓܭ ܸ ∪ {ܽ, ܾ} >≅
 را ببینید). 2(شکل  ଵ,௥ାଵܭ

  
  
  
  
  
  
  
  

  
  2شکل 
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݇ اگر  .2- 1-3 قضیه ≥ 0، ℓ, ݎ ≥ و 2
݊ = ℓ + ݎ + 2݇ +   ، آنگاه2

ܼ൫ܩℓ,௥,௞൯ = ℓ,௥,௞൯ܩ൫ܯ = ݊ − ݇ − 4.  
  

را  ℓ,௥,௞ܩت گراف . براي سادگی در روند اثبااثبات
 نامیم. بنابراین می ܩ

ܩ = ଵ,ℓାଵܭ ∪ ଵ,௥ܭ ∪   .ଷܭ	݇
  

ଵ,௥൯ܭ൫ݎ݉توان دید به راحتی می =  قضیه . بنابر 2
 :، داریم2-6

(ܩ)ݎ݉ ≤ ଵ,ℓାଵ൯ܭ൫ݎ݉ ଵ,௥൯ܭ൫ݎ݉+ +
(ଷܭ	݇)ݎ݉ = 4 + ݇  

  
(ܩ)ܯبنابراین  ≥ ݊ − (݇ +  . فرض کنید(4

ܥ = ௥ݒ} , ,ℓݑ ܽ, ܾ} ∪ ௜ଶ|1ݓ} ≤ ݅ ≤ ي  مجموعه {݇
ي رئوس گراف سیاه باشند. در  رئوس سفید و بقیه

توسط  ܾرأس  ଵݒ،توسط رأس  ܽاین صورت رأس 
به ترتیب ℓݑ و ௥ݒ و به دنبال آن رئوس ଵݑ رأس 

شوند. همچنین به ازاي هر تحمیل میܾ  وܽ توسط 
1 ≤ ݅ ≤ کند.  را تحمیل می  ௜ଶݓأسر1݅ݓ ، ݇

ܸبنابراین  ∖ ي تحمیلی صفر براي  یک مجموعه ܥ
  است. در نتیجهܩ گراف 

(ܩ)ܼ ≤ ݊ − ݇ − 4 .  
  

 کند.  برهان را تکمیل می، 7-2 قضیه
در ادامه، عدد تحمیلی صفر و ماکسیمم پوچی 
ساختار مایسیلیسکی چند گراف را مورد بررسی قرار 

براي برخی از آنها تساوي دهیم  دهیم و نشان می می
(ܩ)ܼ =   برقرار است.  (ܩ)ܯ

ي بعدي عدد تحمیلی صفر و ماکسیم در قضیه
کنیم.  را محاسبه می௡ܲ پوچی ساختار مایسیلیسکی 

)ߤ	، آنگاه n=2اگر  ଶܲ) ≅ و در نتیجه ହܥ
Z൫μ(Pଶ)൯ = Z(Cହ) = (௡ܥ)ܯو  2 =

)ߤ൫ܯ ௡ܲ)൯ = دهیم  ان میي بعد نش . در قضیه2
݊به ازاي  ≥ عدد تحمیلی صفر و ماکسیمم  3

  با هم برابرند.  ௡ܲپوچی ساختار مایسیلیسکی 

 آنگاه ، n ≥3گر ا .3-1-3 قضیه
)ߤ)ܯ ௡ܲ)) = )ߤ)ܼ ௡ܲ)) = 3  

  
ي تحمیلی صفر  یک مجموعه Zفرض کنید  .اثبات

)ߤگراف  ௡ܲ)  با کمترین عضو باشد. چون
)μ)ߜ ௡ܲ)) = 2پس  2 ≤ )ߤ)ܼ ௡ܲ)).  

)൫μܼ فرض کنید ௡ܲ)൯ = دو حالت زیر را 		2	
  داریم:

	ݓحالت اول: ∈ . در این صورت  ܼ	
	ܼ	 = 	 ଵᇱݒ} 	, ܼ یا {ݓ = ௡ᇱݒ} , بدون کاستن  	{ݓ

	ܼاز کلیت فرض کنید  = 	 ଵᇱݒ} , در این صورت  {ݓ
ଵᇱݒ را تحمیل ଶݒ	تنها رأس سفید مجاور خود یعنی  	
بیش از یک 	ଶݒ و  ݓ، رئوس  n≥3چون .کند می

رأس سفید مجاور با خود دارند. لذا عمل تحمیل 
    .شود که تناقض است متوقف می

	ݓ. حالت دوم: ∉ ܼدر این صورت  ܼ	 ⊆ ܸ ،
ܼ ⊆ ܸᇱ یا ܼ ⊆ ܸ ∩ ܸᇱ .اگر	،ܼ ⊆ ܸ ∩ ܸᇱ  آنگاه

ܼدر بهترین حالت = ቄݒଵᇱ ଵᇱݒدر این صورت  .ଶቅݒ،	 	 
هر یک  ଶݒو ݓ کند. چون  تحمیل می راݓ رأس 

حداقل دو رأس سفید مجاور با خود دارند لذا عمل 
ܼشود. اگر تحمیل کامل نمی ⊆ (به طور   ܸ

ܼمشابه ⊆ ܸᇱ  ( آنگاه در بهترین حالت تنها یک
شود.  رأس تحمیل شده و عملیات متوقف می

لی صفر براي این گراف ي تحمیِ مجموعهܼ بنابراین 
)μ)ܼنتیجه  نیست و در ௡ܲ)) 	> حال فرض  .2	

ܺ کنید رئوس  = 	 ,ଵݒ} ଵᇱݒ , ي  و بقیه سیاه{ݓ
تنها ଵᇱݒ در این صورت  .رئوس گراف سفید باشند

کند.  را تحمیل می ଶݒرأس سفید مجاور خود یعنی 
را تحمیل  ଶᇱݒتنها رأس سفید مجاور خود یعنی ଵݒ	
ଶᇱݒ گ ابتدابر قانون تغییر رنبنا .کند می و  ଷݒ رأس 

و به همین  کند را تحمیل می ଷᇱݒرأس ଶݒ سپس 
 شوند. از این رو ي رئوس گراف سیاه می ترتیب همه

)ߤي تحمیلی صفر براي  مجموعه یک ܺ ௡ܲ)  .است
)μ)ܼبنابراین ௡ܲ)) 	≤  و در نتیجه  3	

)ߤ)ܼ ௡ܲ)) = ، 7-2 بنابر قضیه . از طرفی3
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)ߤ)ܯ ௡ܲ)) ≤ یک µ(P୬) ، 3-2 ي . بنابر قضیه3
گراف دو مسیر موازي نیست. و از این رو طبق 

)ߤ൫ܯ، 8-2 ي قضیه ௡ܲ)൯ 	≥ و در نتیجه . 3
)ߤ)ܯ ௡ܲ)) = )ߤ)ܯ. بنابراین 3 ௡ܲ)) =
)ߤ)ܼ ௡ܲ)) = 3.  

  
	݊اگر .4-1-3 قضیه ≥   آنگاه  3	

ܼ ቀμ൫ܭଵ,௡ିଵ൯ቁ = 	Mቀμ൫Kଵ,௡ିଵ൯ቁ =
	2n	– 	3.  

  
رأس متناظر  ′ܽرأس جامع و  ܽ. فرض کنید اثبات

ماتریسی باشد که  ܤآن باشد. همچنین فرض کنید 
با تغییر  μ(Kଵ,௡ିଵ)از ماتریس مجاورت گراف 

ي قطر  ، درایه1به ′ܽ ي قطر اصلی متناظر با  درایه
ي واقع در سطر  و درایه 1به ݓ متناظر با اصلی 

ي آن  و ترانهاده	ݓ و ستون متناظر با 	′ܽ  متناظر با
بدست آمده باشد. در این صورت  	1−به عدد 

B ∈ S(μ൫Kଵ,௡ିଵ൯)	 چون براي هر .
݅ = 1	, … , ݊ − (	ଵݒ	)ܰ داریم:  1 = و (	௜ݒ	)ܰ

(	ଵݑ	)ܰ = . لذا (	௜ݑ	)ܰ (ܤ)	݈݈ݑ݊ 	≥
	2݊	– ௔ᇱܴ.از طرفی داریم  		4	 + ܴ௪ = ܴ௔ 
(ܤ)	݈݈ݑ݊ بنابراین  	≥ 	2݊	–  و در نتیجه3	

((ଵ,௡ିଵܭ)μ)ܯ ≥ 2݊ − 3	 .  
  حال فرض کنید

ܺ	 = ௜ᇱݒ} , ௜|1ݒ ≤ ݅ ≤ ݊ − 2} ∪    {ݓ}
  

ي رئوس سفید  و بقیه	μ൫Kଵ,௡ିଵ൯	  رئوس سیاه
ଵᇱݒ سفید مجاور باتنها رأس ܽ باشند. چون  است،  

 	ଵݒ	از طرف دیگر کند.  را تحمیل می ܽرأس ଵᇱݒ لذا 
را تحمیل  ᇱܽتنها رأس سفید مجاور خود یعنی د

 و ᇱܽتوسط  ௡ିଵݒشود که  کند. ملاحظه می می
 یکܺ شوند. بنابراین  تحمیل می ܽتوسط  ௡ିଵᇱݒ

 ଵ,௡ିଵ൯ܭμ൫ رافي تحمیلی صفر براي گ مجموعه
  است. در نتیجه

ܼ ቀμ൫Kଵ,௡ିଵ൯ቁ ≤ |ܺ| = 2n − 3 .  

  ، داریم:7-2 با توجه به قضیه
2݊ − 3 ≤ ܯ ቀ൫Kଵ,௡ିଵ൯ቁ ≤
Z(μ(ܭଵ,௡ିଵ)) = 2n − 3 . 

  
  شود. به این ترتیب اثبات کامل می

  
,ℓاگر  .5-1-3 قضیه ݎ ≥ ݇ و 2 ≥ ، آنگاه 0
  داریم: 

ܼ ቀμ൫ܩℓ,௥,௞൯ቁ = ܯ	 ቀμ൫ܩℓ,௥,௞൯ቁ   
= 2ℓ	 + 	ݎ2	 + ݇	– 	3		  

  
در ℓ,௥,௞ܩ را  ܩ. براي راحتی در روند اثبات اثبات

  فرض کنید. گیریم نظر می
ܣ = ௜ݒ} , ௜ᇱ|1ݒ ≤ ݅ ≤ ݎ − 1}  
ܤ = ௜ݑ} , ௜ᇱ|1ݑ ≤ ݅ ≤ ℓ − 1}  
ܧ = ௜ଵᇱݓ} |1 ≤ ݅ ≤ ݇}   

  
	ܺ	 به طوري که  = ܣ	 ∪ 	ܤ ∪ ܧ ∪ رئوس {ݓ}

ي رئوس سفید باشند. در  و بقیهµ(G) اف سیاه گر
 ܾتنها رأس سفید مجاور خود رأس  ଵᇱݑاین صورت 

به همین ترتیب بنابر قانون تغییر  کند. را تحمیل می
 	ℓ،ܽᇱݑرأس  ᇱܾ،  ܽرأس ଵᇱݒ، ᇱܾرأس  ଵݑرنگ، 

کند. همچنین  را تحمیل میℓᇱݑ رأس  ܾو  ଵݒ	رأس
1 براي هر  ≤ ݅ ≤  رأس ௜ଶݓ،  2݅ݓرأس ௜ଵᇱݓ، ݇

در  کند. را تحمیل می௜ଶᇱݓ رأس  ௜ଵݓ و رأس ௜ଵݓ
௥ݒنهایت رئوس  و ܽ به ترتیب توسط رئوس  ௥ᇱݒ	و	

ܽᇱ ي تحمیلی  مجموعه یکܺ شوند. لذا  تحمیل می
 و لذا  است μ(G)صفر 

((ܩ)ߤ)ܼ ≤ 	2ℓ	 + 	ݎ2	 + 	݇	– 	3 .  
  

  ، داریم: 7-2 بنا به قضیه
M(μ(G)) ≤ 2ℓ + ݎ2 + ݇ − . حال فرض 	3

هاي قطر  ماتریسی باشد که از تغییر درایهܤ کنید 
ݐݍݓ بامتناظر (ܩ)ߤ اصلی ماتریس مجاورت 

ᇱ به  
ݐ  براي هر 	1− = 1,… , ݍ و 	݇ = ي  و داریه1,2

به ݓ متناظر با  (ܩ)ߤقطر اصلی ماتریس مجاورت 
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 بدست آمده باشد. در این صورت 2−
ܴ௔ᇱ + 	ܴ௕ᇲ+	ܴ௪ = 	ܴ௔ + 	ܴ௕  است. همچنین

݆به ازاي هر = 2,… , ℓ   ݅و = 2,… ,   داریم: ݎ
ఓܰ(ீ)(ݒଵᇱ ) = ఓܰ(ீ)(ݒ௜ᇱ)	  ،   
ఓܰ(ீ)(ݒଵ) = ఓܰ(ீ)(ݒ௜)	   ،   

ఓܰ(ீ)(ݑଵ) = ఓܰ(ீ)൫ݑ௝൯ و  
ఓܰ(ீ)(ݑଵᇱ ) = ఓܰ(ீ)൫	ݑ௝ᇱ൯   .  

  
1توان دید به ازاي هر  به راحتی می ≤ ݅ ≤ ݇،  

−ܴ௪೔భ + ܴ௪೔మ = −ܴ௪ᇱ೔భ	+	ܴ௪ᇱ೔మ .  
  

  بنابراین
(ܤ)݈݈ݑ݊ ≥ 2ℓ + ݎ2 + ݇ − 3.  

  
  از آنجا که

ܤ ∈ ܵ(μ(ܩ))  
2ℓ + ݎ2 + ݇ − 3 ≤    ((ܩ)ߤ)ܯ

  
  ، داریم:7- 2 بنابر قضیه

2ℓ + 2r + k − 3 ≤   ൯(ܩ)ߤ൫ܯ
≤ ((ܩ)ߤ)ܼ ≤ 2ℓ + ݎ2 + ݇ − 3   

  
   و بدین ترتیب برهان کامل است.

  
در برخی از  (ࡳ)ࡹو (ࡳ)ࢆ بخش دوم: محاسبه 

 ها با ساختار مایسیلیسکی گراف
	ܩ،  اگر .1,2,3قضیه ≅ ൯(ܩ)൫μܼ آنگاه௡ܨ	 =

	݊	 + ݊ و 3 + 1 ≤ ൯(ܩ)ߤ൫ܯ ≤ ݊ + 3 .  
,ܽ}: فرض کنید اثبات ,௜ଵݒ امین  ݅−رئوس  {௜ଶݒ
௜ଵᇱݒو به ترتیب   ௡ܨمثلث , ௜ଶᇱݒ دو کپی متناظر با  	

,௜ଵݒ باشند. مجموعه  (௡ܨ)ߤدر گراف  ௜ଶݒ
ܺ = ௜ଵᇱݒ} |1 ≤ ݅ ≤ ݊} ∪ ,ݓ,ܽ} ଵଶᇱݒ را سیاه  {

ا سفید در نظر ر (௡ܨ)ߤي رئوس گراف و بقیه
1 بگیرید. براي هر  ≤ ݅ ≤ تنها رأس  ௜ଶݒرأس 		݊
را  ௜ଶݒرأس  ௜ଵᇱݒاست. لذا  ௜ଵᇱݒسفید مجاور با 

تنها رأس سفید مجاور  ଵଵݒکند. رأس تحمیل می

کند.  را تحمیل می ଵଵݒرأس  ଵଶᇱݒاست پس  ଵଶᇱݒبا 
است.  ଵଵݒمجاور با تنها رأس سفید  ᇱܽهمچنین 
کند. حال را تحمیل می ᇱܽرأس  ଵଵݒبنابراین 

2براي هر  شود که ملاحظه می ≤ ݅ ≤  ௜ଵݒ، ݊
௜ଶᇱݒو ௜ଶݒتوسط رأس سیاه  تحمیل   ௜ଵݒتوسط  

ي تحمیلی صفر  یک مجموعه ܺشوند. در نتیجه  می
൯(௡ܨ)ߤ൫ܼاست. از این رو  (௡ܨ)ߤبراي  ≤ |ܺ| =
݊ + 3 .  

ي تحمیلی صفر با  یک مجموعه ܼحال فرض کنید 
دهیم که  باشد. نشان می (௡ܨ)ߤکمترین عضو براي 

|ܼ|اگر  = ݊ + رسیم. به  آنگاه به تناقض می ،2
1ازاي  ≤ ݅ ≤ را به صورت  ௜ܣ، مجموعه ݊

௜ܣ = ,௜ଵݒ} ,௜ଶݒ ௜ଵᇱݒ , ௜ଶᇱݒ اگر  کنیم. تعریف می {
ܼ،داشته باشیم  ݅براي هر  ∩ ௜ܣ = آنگاه هیچ  ∅
را تحمیل کند. ௜ܣ تواند رئوس نمی (௡ܨ)ߤرأسی در 

1بنابراین براي هر  ≤ ݅ ≤ ݊ ،|ܼ ∩ |௜ܣ ≥ . از 1
|ܼ|این رو  ≥ ,ܽ} . اگر ݊ {ݓ ∩ ܼ = ، آنگاه هر ∅
حداقل با دو رأس سفید، مجاور است  (௡ܨ)ߤرأس 

تناقض دارد. پس ܼ ي تحمیلی بودن  که با مجموعه
ห൛ܼ ∩ ൟห{ݓ,ܽ} ≥ . سه حالت زیر را بررسی 1

  کنیم:  می
,ܽ}فرض کنید  حالت اول) {ݓ ⊂ . در این ܼ

ᇱܽصورت چون  ∉ |ܼ|،		پس	ܼ = ݊ + و  2
|ܼ ∩ |௜ܣ = تواند فقط می ᇱܽ. واضح است که 1

 ܸتحمیل شود. اما هر رأس  ܸی از رئوس توسط یک
 ᇱܽحداقل با دو رأس سفید مجاور است. بنابراین 

  شود که تناقض است.  توسط هیچ رأسی تحمیل نمی
ܽفرض کنید  حالت دوم) ∈ ݓو  ܼ ∉ ܼ 

ᇱܽو ∉ ܽیا   ܼ ∉ ݓو  ܼ ∈ ᇱܽو  ܼ ∉ . چون ܼ
|ܼ| = ݊ + 1 ، دقیقأ یک 2 ≤ ݅ ≤ وجود دارد ݊

ܼ|که  ايبه گونه ∩ |௜ܣ = . از آنجا که فقط 2
ي عمل تحمیل  توانند شروع کننده می ܷرئوس 

  باشند، خواهیم داشت: 
ܼ ∩ ௜ܣ = ,௜ଵ′ݒ} ,௜ଶ′ݒ}	یا	{௜ଶݒ   {௜ଵݒ
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ܼبدون کاستن از کلیت فرض کنید  ∩ ௜ܣ =
,௜ଵ′ݒ} تنها رأس سفید  ݓ	یا	ܽ. در این صورت {௜ଶݒ

شود.  تحمیل می		است که توسط آن ௜ଵ′ݒبا  مجاور
هر دو سیاه هستند مشابه حالت  	ݓ	و	ܽحال چون 

)1 (ܽᇱ شود که  توسط هیچ رأسی تحمیل نمی
  تناقض است. 
ܽ حالت سوم) ∈ ݓو  	ܼ ∉ ᇱܽو  ܼ ∈ یا  ܼ

ܽ ∉ ݓو  ܼ ∈ ᇱܽو  ܼ ∈ . در این صورت براي ܼ
1هر  ≤ ݅ ≤ ܼ|، داریم ݊ ∩ |௜ܣ = در نتیجه  .1

با حداقل دو رأس سفید مجاور است که  ܼهر رأس 
گیرد و این تناقض است.  عمل تحمیل صورت نمی

൯(௡ܨ)ߤ൫ܼبنابراین  ≥ ݊ + و در نتیجه  3
ܼ൫ߤ(ܨ௡)൯ = ݊ + 3.  

൯(ܩ)ߤ൫ܯ: داریم ،7- 2 بنابر قضیه ≤ ݊ + 3.  
هاي  باشد که از تغییر درایه ماتریسیܤ فرض کنید 

2ᇱ݅ݒی مربوط به قطر اصل  بهݓ و ᇱܽ ها و  	ᇱ௜ଵݒ	و
در ماتریس مجاورت بدست آمده باشد. در این  1−

ܤ	صورت  ∈ ܵ൫ߤ(ܨ௡)൯ اگر . ܴ௫ نشان دهنده
باشد،  ܤدر ماتریس  ݔسطر متناظر با رأس 

௔ᇲܴآنگاه + ܴ௪ = ܴ௔   1و براي هر ≤ ݅ ≤ ݊ ،
  :داریم

−ܴ௩ᇱ೔ + ܴ௩ᇱ೔శభ = −ܴ௩೔ + ܴ௩೔శభ  . 
  

(ܤ)݈݈ݑ݊ در نتیجه 	≥ 	݊	 + رو  . از این1
((ܩ)ߤ)ܯ ≥ ݊ +   داریم:  7-2 . بنا بر قضیه1

݊ + 1 ≤ ((௡ܨ)ߤ)ܯ ≤ ((௡ܨ)ߤ)ܼ ≤ ݊ + 3.  
  

گراف همبند از  یکܩ فرض کنید  .2- 2- 3 قضیه
݊ي  مرتبه ≥  باشد. در این صورت 4

ܼ൫(ܩ)ߤ൯ ≤ 2݊ − 3 .  
,ܽ} ابتدا فرض کنید  اثبات. ܾ, ,ݔ {ݕ ⊆  به(ܩ)ܸ

,ܽ}طوري که  ,ݔ} و  {ܾ باشند. ܩ هایی از  یال{ݕ
,ܽ}همچنین فرض کنید رئوس  ܾ, ᇱݔ , در  {ᇱݕ

ي رئوس سیاه باشند. در این  سفید و بقیه (ܩ)ߤ
 ܽو  ᇱܽتنها رأس سفید مجاور با  ܾصورت چون 

است پس توسط این  ᇱܾرأس سفید مجاور با  تنها
تنها  ݔکنید که  شوند. ملاحظه می رئوس تحمیل می

کند.  را تحمیل می ᇱݕرأس سفید مجاور خود یعنی 
شود. از این رو  تحمیل می ݓتوسط  ᇱݔدر نهایت 

ي تحمیلی  ي تعریف شده یک مجموعه مجموعه
൯(ܩ)ߤ൫ܼاست. در نتیجه  (ܩ)ߤصفر گراف  ≤
2݊ − 3 .  

دو رأس مجاور با هم باشند  ܾ	و	ܽحال فرض کنید 
(ܩ)ܸبه طوري که زیر گراف القایی روي  ∖ {ܽ, ܾ} 

  صورت یالی نداشته باشد. در این
(ܩ)ܸ = ீܰ(ܽ) ∪ ீܰ(ܾ) .  

  
degܽاگر  = degیا  1 ܾ = ، آنگاه 1

ܩ ≅ ൯(ܩ)ߤ൫ܼ، 4-1-3 . بنابر قضیهଵ,௡ିଵܭ =
2݊ − degܽ. پس فرض کنید 3 ≥ و  2

deg ܾ ≥ ݊. چون 2 ≥  ݀		وܿ، پس رئوسی مانند 4
 ܾبا  ݀و  ܽبا  ܿوجود دارند به طوري که  ܩدر 

,ܾ}مجاور است. فرض کنید رئوس  ݀, ܽᇱ, ܿᇱ}  سفید
 ݀سیاه باشند. چون  (ܩ)ߤي رئوس گراف  و بقیه

رأس سفید  تنها 	ܾ،ᇱܾتنها رأس سفید مجاور با 
، استܽ  تنها رأس سفید مجاور باᇱܿ و  ᇱ݀مجاور با 

,ܽ}پس این رئوس توسط  ܾᇱ, ݀ᇱ} شوند  تحمیل می
شود. از این رو  تحمیل می ݓتوسط  ᇱܽو در نهایت 

ي تحمیلی صفر گراف  ي فوق یک مجموعه مجموعه
൯(ܩ)ߤ൫ܼاست و لذا  (ܩ)ߤ ≤ 2݊ − 3 .  

  
 آنگاه  n≥4اگر .3-2-3 قضیه

ܼ൫μ(ܭ௡)൯ = 	2݊	– 	3  
  

صفر  ي تحمیلی یک مجموعه Z فرض کنید اثبات.
با کمترین عضو باشد. تنها رئوسی که (௡ܭ)ߤ گراف 

را تحمیل کنند عبارتند از ܸ توانند رئوس  می
سفید باشند،  ܸ. حال اگر سه رأس از ᇱܸو ܸ رئوس 

سه رأس سفید و هر حداقل با دو  ܸآنگاه هر رأس 
حداقل با دو رأس سفید مجاور است. در  ᇱܸرأس 
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حداکثر  ܸشود. پس  نتیجه عمل تحمیل متوقف می
  n−2ي زیرمجموعه دو رأس سفید دارد. از این رو

 وجود دارد به طوري که Vاز  ܣ عضوي مانند 
	ܣ ⊆ تنها رئوسی هستند  ܸو رئوس  ݓرأس  ܼ	

را تحمیل کنند. حال اگر سه  ᇱܸتوانند رئوس  که می
حداقل با سه رآس  ݓسفید باشند، آنگاه  ᇱܸرأس از 

حداقل با دو رأس سفید مجاور  ܸسفید و هر رأس 
تواند ادامه یابد.  است. در نتیجه عمل تحمیل نمی

حداکثر دو رأس سفید دارد. از این رو   ᇱܸبنابراین
 ᇱܸ از Bي مانند  عضو  n−2ي یک زیرمجموعه

در B⊆Z. طوري که موجود است به
|ܼ|نتیجه ≥ 2݊ − ܼاگر .  4 = ܣ ∪  ݓ، آنگاه ܤ

   شود. بنابراین  توسط هیچ رأسی تحمیل نمی
|ܼ| ≥ ܣ| ∪ |ܤ + 1 = 2݊ − 3 .  

  
|ܼ| ، داریم2-2- 3 بنابر 	≤ 	2݊	–  از این رو .3	

((௡ܭ)ߤ)ܼ = 2݊ − 3. 
 

,ܾفرض کنید  .4- 2- 3 قضیه  دو رأس از گراف ܽ
݊ طوري که باشند بهܩ رأسی و همبند  ݊ ≥  و4

ܩ = ீܰ[ܽ] = و زیر گراف القایی روي  [ܾ]ܰீ
(ܩ)ܸ ∖ {ܽ,  یالی نداشته باشد. در این صورت {ܾ

ܼ൫(ܩ)ߤ൯ = 2݊ − 2݊و  3 − 4 ≤
൯(ܩ)ߤ൫ܯ ≤ 2݊ − 3. 

൯(ܩ)ߤ൫ܼ، داریم 2-2-3 بنابر قضیهاثبات.  ≤
2݊ − ൯(ܩ)ߤ൫ܼ. حال فرض کنید 3 ≤ 2݊ − 4 

با  (ܩ)ߤي تحمیلی صفر از  یک مجموعه ܺو 
 5حداقل (ܩ)ߤ کمترین عضو باشد. در این صورت 

رأس سفید دارد. همچنین فرض کنید 
ܸ ∖ {ܽ, ܾ} = ଵܸ  ܸوᇱ ∖ {ܽᇱ, ܾᇱ} = ଵܸ

ᇱ ) شکل
را ببینید). در این صورت تنها رئوسی که  3

,	ܾرا تحمیل کنند، رئوس  ଵܸتوانند رئوس  می ܽ 
ܽᇱ,  ܾیاᇱ  هستند. از این رو اگرଵܸ  شامل دو رأس

گیرد که  ، آنگاه عمل تحمیل صورت نمیسفید باشد
حداکثر یک رأس سفید دارد.  ଵܸتناقض است. پس 

ଵܸطور مشابه به
ᇱ  .نیز حداکثر یک رأس سفید دارد

یک رأس سفید داشته باشد.  دقیقاً ଵܸفرض کنید 
,ܾاگر  هر دو سفید باشند، آنگاه توسط هیچ  ܽ

 ᇱܾو  	ᇱܽاگر  شوند. به طور مشابه رأسی تحمیل نمی
نیز سفید باشند، آنگاه هیچ رأسی آنها را تحمیل 

رأس سفید دارد،  5حداقل  (ܩ)ߤکند. چون  نمی
توان دید هیچ نیز سفید است. به آسانی می ݓپس 

تواند عمل تحمیل را شروع کند که  نمی ܺرأسی از 
سیاه  ଵܸتناقض است. حال فرض کنید تمام رئوس 

,	ܽاین صورت  باشند. در توانند هر دو سفید  می ܾ
,ᇱܽ}| باشند و در نتیجه ܾᇱ} ∩ ܺ| ≥ . چون 1

ݓرأس سفید دارد، پس  5حداقل  (ܩ)ߤ ∉ ܺ .
کنید که هر رأس سیاه حداقل با  حال مشاهده می

دو رأس سفید مجاور است. از این رو عمل تحمیل 
گیرد که تناقض است. بنابراین  صورت نمی

ܼ൫(ܩ)ߤ൯ = 2݊ − 3 . 

  
  
  
  
  
  
  
 

گر مجاور است. خط پر به این : خط چین به این معنی است که هر رأس از یک مجموعه با یک رأس از مجموعه ي دی3 شکل
  ي دیگر مجاور است. ي رئوس از مجموعه معنی است که هر رأس از یک مجموعه با همه

ଵܸ ݓ
ᇱ 

ܽᇱ				ܾᇱ ܽ − ܾ 

ଵܸ 
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ماتریسی  ܤبراي اثبات قسمت دوم فرض کنید 
هاي قطر اصلی متناظر با  باشد که از تغییر درایه

,ݓ	رئوس  ܽᇱ, ܾᇱ 1−به  (ܩ)ߤدر ماتریس مجاورت 
  حاصل شده است. چون

ఓܰ(ீ)(ݒଵ) = ఓܰ(ீ)(ݒ௜) و   

ఓܰ(ீ)(ݑଵ) = ఓܰ(ீ)(ݑ௜)  
(2 ≤ ݅ ≤ ݊ − 2)   

  پس
(ܤ)݈݈ݑ݊ ≥ 2݊ − 6 . 

  
௔ܴ−شود که  ملاحظه می + ܴ௕ = −ܴ௔ᇲ + ܴ௕ᇲ 

௔ܴو  = ܴ௔ᇲ + ܴ௪ (ܤ)݈݈ݑ݊. از این رو ≥
2݊ −  . بنابراین4

2݊ − 4 ≤ (ܤ)݈݈ݑ݊ ≤   . ((ܩ)ߤ)ܯ
  

2݊، 7-2 بنا بر قضیه − 4 ≤ ൯(ܩ)ߤ൫ܯ ≤
((ܩ)ߤ)ܼ = 2݊ −   کند. م را ثابت می. این حک3

  
((௡ܥ)μ)ܼ آنگاه  n≥4اگر .5,2,3قضیه 	= و  	5	

3 همچنین ≤ ((௡ܥ)ߤ)ܯ ≤ 5 .  
توجه داشته باشید که در روند اثبات این  .اثبات

  گیرد.  صورت می݊ ي  ها به پیمانه قضیه تمامی جمع
ܺفرض کنید  = ,	ଵݒ} ,	ଶݒ ଵᇱݒ , ଶᇱݒ 	, رئوس  {ݓ

ي رئوس سفید باشند. تنها  و بقیهµ(C୬) سیاه 
 ௡ݒ	است. پس ௡ݒ	 رأس  ଵᇱݒرأس سفید مجاور با 

ଵᇱݒتوسط تنها رأس سفید ଶᇱݒ شود.  تحمیل می  
کند. تنها رأس  را تحمیل می	ଷݒ مجاور خود یعنی 
  ଶݒ	است. بنابراینଷᇱݒ رأس  ،ଶݒسفید مجاور با 

ଷᇱݒرأس تنها رأس سفید  ଷᇱݒکند.  را تحمیل می  
 طور مشابهکند. به را تحمیل می 	ସݒمجاور خود،

2براي  ≤ ݐ ≤ ݊ − تنها رأس سفید  ௧ᇱݒ، ابتدا 1
تنها  ௧ାଵݒو سپس  ௧ାଵݒمجاور خود یعنی رأس 

 ௧ݒو همچنین  ௧ାଶᇱݒرأس سفید مجاور خود یعنی 
௧ାଵᇱݒ نیز بدین ترتیب تمام  کند. را تحمیل می 

ي  یک مجموعهX شوند. لذا  رئوس تحمیل می
 :است و در نتیجهµ(C୬) تحمیلی صفر 

.ܼ(μ(ܥ௡)) 	≤ یک ܼ حال فرض کنید  5	
عضو  4با  µ(C୬)ي تحمیلی صفر گراف  مجموعه

1	 دانیم براي هر می باشد. ≤ ݅ ≤ 	݊	،݀݁݃ఓ(ீ)
௩೔ = 4 

௜ିଵᇱݒبا دو رأس  دقیقاً ௜ݒ و مجاور  ᇱܸاز  ௜ାଵᇱݒ		و	
ܼ| است بنابراین ∩ ܸ| ≤ . از این رو با بررسی 	3

  رسیم: دو حالت زیر به تناقض می
  

	ݓفرض کنید حالت اول:  ∉ در این صورت  ܼ	
|ܼ ∩ ܸ| ∈ ܼ|. فرض کنید {2,3} ∩ ܸ| = . در 3

است.  ܸ شامل سه رأس متوالی از ܼاین صورت 
هاي یکسانی دارند  ویژگی ௡ܥهاي چون رأس

  .کرد توان فرض می
ܼ ∩ ܸ = ,ଵݒ} ,ଶݒ   . {ଷݒ

  
ܼدر نتیجه  ∩ ܸᇱ = ଵᇱݒ} ܼیا  { ∩ ܸᇱ = ଷᇱݒ} } .

ܼکنید  بدون کاستن از کلیت فرض ∩ ܸᇱ = ଵᇱݒ} } .
 کند.میرا تحمیل ଷᇱݒ	 راس  ଶݒدر این صورت 

ଷᇱݒشود که رئوس سیاه ملاحظه می ଵᇱݒ	و	 , هر  ଵݒ
کدام با دو رأس سفید مجاورند. به این ترتیب عمل 

  شود که تناقض است. پس تحمیل متوقف می
|ܼ	 ∩ 	ܸ	| = |ܼ	 ∩	ܸᇱ| = 2.  

  
ܼ فرض کنید  ∩ ܸ = ൛ݒ௜ , ܼ و௝ൟݒ ∩ ܸᇱ =

ℓᇱݒ} , ௞ᇱݒ ل تحمیل یکی از ي عم . اگر شروع کننده{
 باشد، آنگاه  ௜ݒبه عنوان مثال ௝ݒ	یا௜ݒرئوس 

݇ = ݅ + 1	،	ℓ = ݅ − ݆و  1 ∈ {݅ − 1, ݅ + 1} .
݆فرض کنید  = ݅ + تنها  ௜ିଵݒدر این صورت  1

را  ௜ିଵݒرأس  ௜ݒاست، پس  ௜ݒرأس سفید مجاور 
شود که رئوس سیاه  کند. ملاحظه میتحمیل می
,		௜ାଵݒ ᇱ		௜ିଵݒ , ௜ିଵݒ , هر کدام حداقل با دو  ௜ାଵᇱݒ

رأس سفید مجاورند، لذا عمل تحمیل متوقف 
شود که تناقض است. پس فرض کنید شروع  می

به  ௞ᇱݒو  ℓᇱݒي عمل تحمیل یکی از رئوس  کننده
باشد. در این صورت  ௞ᇱݒعنوان مثال 

{݅, ݆} = {݇ − 1, ݇ + 1} .  
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 ௞ᇱݒاست، لذا  ௞ᇱݒتنها رأس سفید مجاور با  ݓپس 
و  ௞ିଵݒ، ݓکند. چون رئوس  را تحمیل می wرأس 
هر کدام حداقل دو رأس سفید مجاور دارند،  ௞ାଵݒ
ي بعدي عمل تحمیل است. در  شروع کننده ℓᇱݒپس 

ℓᇱݒ این صورت ∈ ௞ାଵᇱݒ} , ௞ିଶᇱݒ از . بدون کاستن {
ℓᇱݒکلیت فرض کنید  = ݊. اگر ௞ିଶᇱݒ = ، آنگاه 4

هر رأس سیاه یا همسایه سفید ندارد یا حداقل با دو 
݊ رأس سفید مجاور است. اگر  ≥  ௞ିଶᇱݒآنگاه 5

کند. هر کدام از رئوس را تحمیل می ௞ିଷݒرأس 
سیاه یا همسایه سفید ندارند یا حداقل با دو رأس 

در نتیجه عمل تحمیل ادامه  سفید مجاورند.
ي  یابد که تناقض است. بنابراین هر مجموعه نمی

تواند یک  نمی (௡ܥ)ߤاز رئوس ݓ چهار عضوي فاقد 
  ي تحمیلی صفر این گراف باشد. مجموعه

  
	࢝ فرض کنیدحالت دوم:  ∈ ، در این صورت ࢆ	

|ܼ ∩ ܸ| ∈ ܼ. فرض کنید {1,2} ∩ ܸᇱ =  و {௜ᇱݒ}
ܼ ∩ ܸ = ,ℓݒ} یا  ௜ିଵݒ. لذا یکی از دو رأس {௧ݒ

,ℓݒ}متعلق به  ௜ାଵݒ هستند. فرض کنید  {௧ݒ
ℓݒ = را  	௜ାଵݒ	 رأس ௜ᇱݒ. در این صورت ௜ିଵݒ
شود که هر رأس سیاه  کند. ملاحظه می تحمیل می

یا همسایه سفید ندارد یا حداقل با دو  (௡ܥ)ߤدر 
مجاور است. بنابراین عمل تحمیل  رأس سفید
ܼشود. فرض کنید  متوقف می ∩ ܸ = و  {௜ݒ}

ܼ ∩ ܸᇱ = ௧ᇱݒ} , . واضح است که شروع کننده {ℓᇱݒ
هستند. ℓᇱݒ یا  ௧ᇱݒعمل تحمیل یکی از دو رأس 

شروع کننده عمل تحمیل باشد. در  ௧ᇱݒفرض کنید 
 این صورت

௜ݒ ∈ ఓܰ(஼೙)(ݒ௧
ᇱ) = ,ݓ} ௧ିଵݒ ,  . {௧ାଵݒ

  
݅فرض کنید  = ݐ −  رأس ௧ᇱݒ. در این صورت 1

ℓᇱݒکند. به طور مشابه اگر را تحمیل می ௧ାଵݒ   
رأس  ℓᇱݒشروع کننده عمل تحمیل باشد، آنگاه 

هر دو شروع  ௧ᇱݒو  ℓᇱݒکند. اگر  را تحمیل می ℓାଵݒ
ℓي عمل تحمیل باشند آنگاه  هکنند = ݅ + و  1

ݐ = ݅ − یا  (ܩ)ߤ. به هر حال هر رأس سیاه 1
ي سفید  همسایه سفید ندارد یا حداقل دو همسایه

از این رو هر  شود. دارد که عمل تحمیل متوقف می
که شامل  (௡ܥ)ߤي چهار عضوي از رئوس  مجموعه

 (௡ܥ)ߤي تحمیلی صفر گراف  باشد یک مجموعه ݓ
((௡ܥ)ߤ)ܼنیست. در نتیجه  ≥ به علاوه طبق . 5

  :، داریم8-2 و 7-2 قضایاي
3 ≤ ((௡ܥ)ߤ)ܯ ≤ 5  

  
رسد  ، به نظر می4-2-3 و 2-2-3 بنابر قضایاي

  حدس زیر قابل اثبات باشد: 
݊ي یک گراف از مرتبه ܩفرض کنید  حدس: ≥ 4 

ܤو  = {ܽ ∈ |(ܩ)ܸ deg ܽ = ݊ − . در این {1
൯(ܩ)ߤ൫ܼصورت  = 2݊ − اگر و تنها اگر زیر  3

گراف القایی  گراف کامل و زیر ܤگراف القایی روي 
(ܩ)ܸروي  ∖   فاقد یال باشد. ܤ
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