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توان بورل از رده دو و رده حداقل سه را معرفی  جایی و پوچ هاي متادوري ناجابه گروه -2در این مقاله ابتدا 
Gگروه دو مولدي متناهی مانند - 2ت یک صور ها را به هاي این گروه کنیم. سپس، تمامی نمایش می   طوري تعریف
و  ها آن هاي چنین، مرکزسازها، اندازه شده را پوشش دهد. هم هاي معرفی بندي کنیم که همه حالات ممکن رده می

Gگروه  بردارهاي نوع مزدوج  آمده،  دست وان کاربرد مستقیمی از نتایج بهعن آوریم. سرانجام به را به دست می
Gامین درجه جابجایی  n-هاي دقیقی براي فرمول  گیریم اندازه تمام مرکز دهیم. در پایان، نتیجه می ارائه می 

  ها یکسان است. ن درجه جابجایی آنامی n-آبلی وهاي متادوري نا گروه -2سازهاي 
  
  

 بردار نوع مزدوج، درجه جابجایی، گروه متادوري. هاي کلیدي: واژه
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  مقدمه -1
هاي مزدوج در  ها، اهمیت کلاس در مطالعه گروه

توجهی دارد.  هاي متناهی نقش قابل ساختار گروه
نتایج جالبی در مورد رابطه بین بردارهاي نوع 

توانی آن گروه،  و پوچ Gمزدوج گروه متناهی
پذیري هاي مزدوج و حلهاي کلاس طور اندازه همین
G آمده است دست  به[ , , ]1 2 چنین، تأثیر  . هم3

هاي توان اول،  هاي مزدوج بر روي گروه اندازه کلاس
ته است. در گرف مطالعه قرار در چند تحقیق مورد

اینجا قصد نداریم همه کارهاي انجام شده را ذکر 
تواند براي مطالعه بیشتر به  کنیم ولی خواننده می

]منابع  , , ]4 5 عنوان نمونه،  مراجعه نماید. به 6
اشرفی در مطالعه مرکزسازهاي متمایز بعضی از 

 6هاي با  هاي متناهی، ساختار تعدادي از گروه گروه
]مرکزساز مجزا را مورد بررسی قرار داده است ]7 .

 اخیراً عرفانیان و همکاران، با استفاده از مرکز
سازهاي یک گروه متناهی، احتمال جابجایی یک 

را با سایر اعضاي آن گروه،  nعنصر تصادفی با توان 
]محاسبه کرده است ]8.  

) ، نمادGبراي هر گروه متناهی )nP G  براي
جایی آن گروه استفاده،  امین درجه جابهn-نمایش 

  شود صورت زیر تعریف می به
( ) |{( , ) : ,  , }| .

| |
n n

nP G a b a b ba a b G
G

  2
1  

  
  ش داده شودصورت زیر نمای تواند به این عبارت می

( ) ( ) | ( ) |,
| |

mp
n m Gp g G
P G P G C g

G 
  2

1  

  
{}  که در آن  0m  و( )

mp
GC g  مرکزساز

mpg است. محاسبه در ( )nP G  از این نظر
اهمیت دارد که این فرمول تعمیم حالت خاص

 m 0 با عنوان درجه جابجایی گروهG با نمایش
( ) ( )1P G P G  است که توسط تعدادي از

]محققین مورد مطالعه و ارزیابی قرارگرفته است ]9. 

در تحقیقات اخیر، عرفانیان و همکاران، همچنین 
امین درجه جابجایی یک n-یک فرمول صریح براي

-pاند  مولدي از کلاس دو به دست آورده2-گروه
[ ]10.  

هاي متناهی و  گروه2-ابتدا تمامی در این مقاله
ضمن به شوند. سپس،  بندي می جایی دسته ناجابه

ها، بردارهاي نوع  دست آوردن مرکزسازهاي این گروه
سرانجام،  .شوندها نیز محاسبه می مزدوج آن

n-عنوان کاربردي مستقیم از نتایج حاصل شده،  به
  شود.ها معرفی می امین درجه جابجایی این کلاس

  
  نیازچند تعریف و لم مورد -2

نتیجه را روي مرکزسازهاي  در این بخش چند لم و
پردازیم. از ارائه و به اثبات آنها می Gاعضا گروه 

هاي  این نتایج براي بعضی از محاسبات در بخش
  شود. بعدي استفاده می

xبراي هر  Gنماد ،Gx  نمایش کلاس مزدوج
|و  xشامل  |Gx  که اندیسx در G  نامیده

طور از نماد  است. همین Gx شود طول می
[ , ] bb a bab a a a   1 1  bو  aجاگر جابهبراي  1

  شود. استفاده می
 

: تعریف 1  nیک عدد اول و pفرض کنید  2
) یک عدد صحیح مثبت باشد. عدد )pe n 

شود. به عبارتی نامیده می nدر  pترین توان بزرگ
( )e npp n ولی( ) |e npp n1.  

  
: تعریف 2 یک گروه باشد، مجموعه  Gاگر 2

هاي مزدوج این گروه که با هاي کلاس همه طول
ctv( )G شود، بردار نوع مزدوج مایش داده مینG

  شود. نامیده می
 

: تعریف 3 متادوري است هرگاه  Gگروه2
باشد  Nیک زیرگروه دوري و نرمال شامل
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G/قسمت  که گروه خارج طوري به N  نیز دوري
  باشد.
صورت زیر نمایش داده  به Gگروه متادوري p-یک
  شود: می

, | ,  

 , ,  ( . )

p p p

b r

G a b a b a

a a

   
   

 

1
1 2

 

  
rکه در آن  p   ,و  1 , ,     اعداد
]اند صحیح مثبت r. در حالتی که 3[ p   1 

را از نوع منفی و در حالت  G باشد گروه
r p     نامیم. آن را گروه از نوع مثبت می 1
)معادله  G شده  در گروه توصیف . )1 بط زیر ، روا2

  براي اثبات نتایج پیش رو مورد استفاده قرار 
  گیرند.می

.
ji j s t i sr j ta b a b a b   

  
  طور، تساوي زیر را خواهیم داشت: همین

( )( )( )

     ( . )

j k ji j k i r r kj

kjri j kjr

a b a b

a b

 









11

1
1 2 2

 

  
,که در آن  ,  ,i s p j t p    1   علاوه . به1

( )( ) .
s t t ji j a b r i s sr ja b a b   

  
iبنابراین، مرکزساز عضو ja b ازG :برابر است با  

( )

{ : ,  ,

( ) ( )}    ( . )

i j
G
s t

p
j t t

C a b

a b s p t p

s r r i r

 





   

  

1 1

1 1 3 2

 

  
هاي متادوري نا  گروهp-بندي  بر کلاسدر اینجا بنا
توانند  هاي کلاس دو و بیشتر می گروه-2آبلی بورل، 

هاي زیر  به پنج خانواده غیر همریخت با نمایش
]بندي شوند دسته ]11.  

 

:قضیه  4   گروه 2- یک Gفرض کنید  2
  

جایی متادوري از کلاس دو باشد. در این  ناجابه
از زیر، موسوم به گروه کواترنیون   با گروه Gصورت
  یک ریخت است. 8مرتبه 

(i)    G a, b | a ,  b [b,a] a .    4 2 21  
  

:قضیه  5 یک گروه از نوع  Gفرض کنید  2
 Gمنفی باکلاس حداقل سه باشد. در این صورت 

  ریخت است:هاي زیر یک دقیقاً با یکی از گروه
b(ii)    G a, b | a b ,  a a ,

     2 2 11  
  

.که در آن  3  
b(iii)  G a,b| a , b a , a a ,  

      
12 2 2 11  

  
.که در آن  3  

b(iv)  G a, b | a b ,  a a ,
      2 2 11  

  
که در آن  .و 3 1  

b

(v)     G a, b | a ,  b a

 ,a a ,

  



  

 

12 2 2

1
1  

  
که در آن  .و 3 1  

شده   هاي متادوري ارائهگروه-2براي اختصار، تمام 
4.هاي در قضیه 5.و 2 صورت زیر  توان به را می 2

  نمایش داد
bG a,b|a , b a , a a      ( . )

       2 2 2 11 42  
  

 که در آن  3،,  و  یک عدد صحیح
  مثبت است.

هاي  بندي گروه این گروه، همه حالات ممکن کلاس
4.هايذکرشده در قضیه 5.و 2 دهد.  را پوشش می 2
آبلی هاي نا گروه2-بندي  کلاس در این مقاله از
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)متناهی متادوري بورل با ساختار معادله  . )4 2 
  کنیم. استفاده می

  
  اندازه مرکزسازها و بردارهاي نوع مزدوج  -3

در این بخش، فرمول دقیقی براي اندازه 
هاي  گروه-2مرکزسازهاي یک عضو دلخواه از 

Gمتادوري   دله معا( . )4 آوریم.  را به دست می 2
هاي هر کلاس  چنین مجموعه اندازه در این روند هم

)ctvمزدوج،  )G کنیم. را محاسبه می  
  

1قضیه  گروه متادوري -2یک  Ɠفرض کنید  :3
bGبا نمایش a,b|a , b a , a a

        2 2 2 11 
i این صورت براي هر باشد. در ja b G:داریم ،  
iالف) اگر  j a b Z(G)آنگاهi j

G| C ( ) |a b  2.  
iب) اگر  ja b Z(G) وj زوج باشد، آنگاه

i j
G. | C ( ) |a b  12  

i ج) اگر ja b Z(G) و j فرد باشد، آنگاه
i j

G. | C ( ) |a b  12  
Z(G)واضح است که اثبات: a ,b


  

12 . با 2
  توان نشان داد: محاسبه مستقیم می

i j i
G G

i

i

C ( ) C ( )a b a

a,b ,   a Z(G)

a,b ,   a Z(G).




  

  

2

2  

  
iکنیم فرض می j

Gx C ( )a b   ، در این صورت2
i i j j i j j ix x x x,a a b b a b b a   2 2 2 2  

  
یک عنصر مرکزي است. برعکس، حالتی را  jb2زیرا

iگیریم که  در نظر می
Gx C ( )aخواهیم داشت ،  

i j i j i j ix x x x.a b a b a b a  2 2 2  
  

iبنابراین، j i
G G.C ( ) C ( )a b a2 حال اگر ia Z(G) 

i آنگاه هر عنصر
GC ( )a صورت تواند به میm na b 

دو عدد صحیح  nو  mنمایش داده شود که در آن
iاند، پس 

GC ( ) a, ba   .  اگرia Z(G) و
s t i

GC ( )a b a طه آنگاه از رابba a و با  1
انجام محاسبات ساده تساوي 

ts t i s i( ) t s i ta b a a b a b   1 شود. حاصل می
  بنابراین،

ts i( ) i s (mod  )   1 2  
  
داریم kاین رو براي هر  از

ti(( ) ) k  1 1 باشد  یک عدد زوج t. اگر2
k داریم iآنگاه براي هر  0بنابراین ،

i
G.C (a ) a, b  2 اگرt  فرد باشد آنگاه عدد

iکه طوري وجود دارد به kصحیحی مانند k 2 2 ،
i پس k  شود  . ازاینجا نتیجه می12

ia Z(G)  که یک تناقض است. اکنون، اندازه
iمرکزساز عضو ja b2 از گروهGکنیم.  را حساب می

با استفاده از محاسبات بالا، در حالتی که
ia Z(G) ،:تساوي زیر برقرار است  

i j i
G G| C ( | | C ( ) | | a,b |

| a | | b |

| a | | b |

a b ) a

.                 .
 




   

    


    

 

2

2

2

1
12 2 2

2

 

 
iaگرا Z(G) ،آنگاه  

i j i
G GC ( ) | C ( ) | | a,b |

| a | | b |
| a | | b |

a b | a

.                 .
 




   

    


    

 
2 2 2

2

 

 
  بنابراین،

i j
i j

G i j
C ( )

,   a b Z(G)
| a b |

,   a b Z(G).





 




1 2
2

2
2
2
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از طرف دیگر، با انجام محاسبات مشابه، تساوي زیر 
توان به  را می Gطور اندازه مرکزسازهاي و همین

  دست آورد. بنابراین،
i i

i j i
G G

i
C ( ) C ( )

a ,a b ,  a Z(G)
a b a b

a ,b ,  a Z(G).

 



 

  

   

12
2 1

12
 

  
حال با توجه به معادلات فوق، مرتبه مرکزساز عضو

i ja b2 از گروه G برابر است با
i j

G. | C ( ) |a b  2 1 از این رو، براي هر عضو  12
iدلخواه ja b از گروهG آنکه درi  1 و  2
j  1  ، اندازه مرکز ساز آن برابر است با2

i j

i j i j
G

i j

| C ( ) |

,      a b Z(G)

a b ,    a b Z(G),    j even  

,        a b Z(G),   j odd.



 





 
 
 

2 1 1

1

2
2
2

 

 
  .اثبات همان چیزي که خواسته شد

 نتیجه زیر، مجموعه بردارهاي نوع مزدوج گروه در
G  را با استفاده از اندازه مرکزسازهاي این گروه که

1در قضیه    کنیمایم محاسبه میبه دست آورده 3
  

2نتیجه گروه متادوري - 2یک  G: فرض کنید3
  با نمایش

bG a,b | a ,  b a ,  a a ,
        2 2 2 11  

  
 ري کهباشد طو  ، در این صورت2

.ctv(G) { , , } 11 2 2  
1قضیه :اثبات ،2دهد که مقادیر نشان می 3
12 و 12 هاي  هاي ممکن اندازه حالت

 Ɠهستند. با تقسیم مرتبه  Ɠمرکزساز اعضا گروه 
بر اندازه مرکزسازهاي این گروه، به  2یعنی

  رسیم.  می ctv(G)مجموعه 
  
4--nهاي جابجایی گروه امین درجهG  

  هاي  گروه-2امین درجه جابجایی n-در این بخش،
  

کنیم. قبل از ارائه قضیه  را محاسبه می Gمتادوري
)اصلی )2 صورت   است چند قضیه و لم بهلازم  ،4

  زیر بیان و اثبات شوند.
  

1قضیه  متادوري   گروه- 2یک  G: فرض کنید4
n متناهی باشد. در این صورت mP (G) P (G)

2
که  

mnدر آن n 2 که طوري به gcd( ,n) 2 1.  
باشد. k2یک گروه از نماي Gفرض کنید اثبات: 

mاگر  k  آنگاهm n[a,b]  2 nPو  1 (G)  . در 1
m حالتی که k ،باشد m n[a,b] 2  بهn  بستگی

m ندارد یعنی
[a,b] 2 -2. این حالت به خاطر 1

nاست؛ بنابراین Gگروه بودن  mP (G) P (G)
2

 .  
1. اساس لمبر 3،nP (G) صورت زیر  تواند به می

  نوشته شود
m

n m G
g G

P (G) P (G) | C (g ) |
| G | 

   2
22

1  

  
mک عدد صحیح نامنفی ویmکه در آن

GC (g )2 
mمرکزساز 

g2  درG .است  
  

2لم    : فرض کنید4
p p p b rG a,b | a ,  b a ,  a a ,
  

     1  
  

rکه در آن  p 1وpیک عدد فرد اول یا
.  2 اگرmi j i j pm m ( )a b a bآنگاه ،  

p m p

p m p

e (i ) e (i) m             ( ) 

e (j ) e ( j) m.         ( )

 

 

1
2

  

  
)از معادله  اثبات: . )2  داریم 2

mm j (p ) j mi j i j p i( r r p jm m

mp jri mj p jr

( )a b a b a b

                               a b .

 






 



11

1
1
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این واقعیت که
mp j

p m p j
re (i ) e (i )
r





1
1

  کند، ایجاب می
mp j j

p m p p p

m
p p p

p

e (i ) e (i) e ( r ) e ( r )

          e (i) e (p j) ( e (j))

          e (i) m.

    

   

 

1 1
 

  
   آید.به دست می که نتیجه

  
3هنتیج گروه  - 2یک  G: فرض کنید 4

bGمتادوري با نمایش a,b|a , b a , a a
       2 2 2 11 

و   miباشد. اگر 2 j i jm m ( )a b a b ، آنگاه 2
m

m

e (i ) e (i) m           ( ) 
e ( j ) e ( j) m.          ( )

 
 

2 2

2 2

3
4

  

  
  واضح است.اثبات: 

3نتیجه دهد که تساوي  نشان می 3
n e (n)P (G) P (G) 22

  ینا برقرار است؛ بنابراین، از 
mnپس تساوي  گیریم که در آن  را در نظر می 2

.m 0  
توان به  هاي فوق و قضیه زیر می ا توجه به بحثب

گروه -2امین درجه جابجایی n فرمولی دقیق براي
G  برحسب پارامترهاي  وm یافت.  دست  
  

2قضیه  گروه  -2یک  G: فرض کنید 4
 صورت  لی بهآبمتادوري نا

bG a,b | a ,  b a ,  a a
        2 2 2 11  

  
mباشد که در آن  0 و    در این صورت ، 2

m mP (G) .   12
3 1
4 2

 

  
  کنیم. ابتدا تساوي زیر را اثبات میاثبات: 

m jmi j
m mi j

( )
b ,  j odd

a b
a b , j even.






2
2

2 2
 

  
2با توجه به لم    داریم: 3

mm j ( ) j mi j i( r r j( )a b a b
 

2 12 1 2  
m jri mj jr     a b .






21
21  

  
ba طور با توجه به رابطه همین a فرد  j اگر ،1

mباشد آنگاه  m mi j j j( ) ( )a b a b b 2 0 2  jو اگر  2
 زوج باشد داریم:

m m m mi j i( ) j i j( )a b a b a b  2 1 1 1 2 2 2 . 
  

1از محاسبات فوق و قضیه نتایج زیر به دست  3
  آیند:می

m
i jm m

G m
C ( )

,              j even, | i 
| a b |

,  j odd or ( j even, |i). 

  

  





1 1

1
2 2

2 2
 

در این  G امین درجه جابجایی گروهn-بنابراین،
  حالت برابر است با

i jm m
m G

i ja b G

m

m

m

C ( )P (G) | a b |

          [ ( )

                               ( ) ]

        .

 


    
 

   

 



   

  

 

2 22

1 1 1
2 2

1 1 1

1

1
2

1 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2
3 1
4 2

 

  
5نتیجه گروه متادوري  - G، 2: فرض کنید4

2آبلی قضیه نا باشد، در این صورت درجه  4
  برابر است با Gجابجایی 

P(G) .


  1
1 3
4 2
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1  با توجه به قضیهاثبات:  4 و قضیه 3 ، در 4
m حالتی که 0:داریم 

i jm m
G

i j i j i ja b Z(G) a b Z(G) a b Z(G)
j  even j odd

C ( )

P(G)
 P(G)

| a b |

[ ( ) )]

.

 
  

       
 





 
 

   
  
 

       

 

  

1

2 2

1 1 1 1 1
2 2

1

1
2

1 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2
1 3
4 2

 
   اثبات همان چیزي که خواستیم.

 
6مثال mهاي : با در نظر گرفتن حالت4  و 2
  2ر قضیه د 4  -2امین درجه جابجایی 4-،4
اند از  عبارت D32و  Q32هاي متادوري  گروه

 P (D ) P (Q ) 4 32 4 32
7
8

طور با اعمال  همین. 
 مقدار  و با توجه به نتیجه  Gگروه -2در 2
5 و D8 هاي متادوري ، درجه جابجایی گروه4
Q8 ،برابر خواهند شد. درواقع P (D ) P(Q ) 1 8 1 8

5
8

.  
 
  نتایج -5

 -2مزدوج  نوع هايدر این مقاله، مرکزسازها و بردار
اند،  شده  آبلی و متناهی محاسبههاي متادوري نا گروه

طور احتمال جابجایی عناصر دلخواه با توان  همین
n  با هر عنصر از گروهG گرفته  مطالعه قرار مورد

است. در آخر، درجه جابجایی چند گروه خاص 
آمده   دست ستقیمی از نتایج بهعنوان کاربرد م به

همچنین نشان داده  مورد ارزیابی قرارگرفته است.
هاي متادوري ارائه شده در  گروه- 2شد، اندازه همه 

این درجه دي بورل با هم برابرند. علاوه بربنرده
ها نیز داراي فرمول یکسانی  جابجایی این گروه

  هستند.
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