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  . مقدمه1
چندگانه مبحث -چندگانه و فضاهاي نرم- نظریه نرم

تابعی است. این نظریه  تقریباً جدیدي در آنالیز
توسط دیلز و پولیاکف معرفی شد. این نظریه، شبیه 
اما متفاوت با نظریه فضاهاي عملگري موجود است. 
با توجه به این که فضاهاي عملگري ارتباط بین 

کنند،  فضاها را میسر می- 2Lدار و فضاهاي نرم
طراحی شد چندگانه براي این -نظریه فضاهاي نرم

فضاها، براي-pLکه فضاهاي نرمدار را به 1,p  
  فضاها مربوط کند.-1Lو به طور خاص به 

ها و ابزارهاي موجود در این نظریه به شکل  تکنیک
)وسیعی در شناسایی انژکتیو بودن )pL G به عنوان

1( )L G-  مدول براي یک گروه موضعاً فشرده به کار
را ببینید. دیلز و همکارانش ثابت کردند  ]1رفت، [

)که  )pL G  1به عنوان( )L G- مدول چپ باناخ
پذیر باشد.  میانگین Gانژکتیو است اگر و تنها اگر

 ها، از مبحث نرم نویسندگان در خلال برهان
چندگانه بهره جستند و این نظریه را توسیع دادند. 
رامسدن در رساله دکتري خویش، ساختاري را که 

شود،  گونه خوانده می-pچندگانه-فضاهاي نرم
1براي p   ] معرفی وي 3و  2معرفی کرد .[

بخشد. از این  ساختار دیلز و پولیاکف را تعمیم می
پذیري که نظریه براي تعریف جدیدي از میانگین

(1, )p هاي موضعاً فشرده  پذیري گروه میانگین
  ].4شود، بهره گرفته شده است [ نامیده می

چندگانه براي بررسی رفتارهاي -نظریه نرم
ها روي جبرهاي گروهی مناسب  ولهمانستگی مد

است. افق هندسه فضاهاي باناخ نوري در نظریه 
کند و به  عملگرهاي به طور مطلق جمعی پرتاب می

هاي باناخ و تجزیه فضاهاي  نتایجی در مورد شبکه
  شود. باناخ منجر می

ترین ابزار این مقاله  تکنیک تجزیه فضاهاي باناخ مهم
  است.

  فضاها را - 1Lچندگانه-نرمدیلز و پولیاکف ساختار 
  

به آن  1.2 ] را ببینید، که در بخش4ارایه دادند. [
هاي متعددي روي  چندگانه-پردازیم. ساختار نرم می

1L- فضاها موجود است. علاوه بر این، ایشان ثابت
 کردند که قضیه نمایش عام براي فضاهاي نرم

 دهد نرم انه موجود است، که نشان میچندگ
ساختار جامع براي همه ، 1Lچندگانه از نوع 

  چندگانه است.-فضاهاي نرم
)1در این مقاله به جبرهاي گروهی )L G جبرهاي ،

)فوریه )A G و فوریه اشتیل یس( )B G  روي گروه
)جبر فوریه  پردازیم. میGموضعاً فشرده )A G 

توسط ایمارد معرفی  Gبراي گروه موضعاً فشرده 
 G]. براي گروه موضعاً فشرده آبلی 5شده است [

)1طولپایی از تبدیل فوریه یکریختی  )L G به روي
( )A Gکه در آن ،G  دوگان پونتریاگینG  ،است

کند. جبر گروهی دیگر، جبر فوریه اشتیل  فراهم می
 Gیس است که براي گروه موضعاً فشرده آبلی 

تبدیل فوریه اشتیل یس آن را به صورت طولپا با
( )M Gهاي مختلط منظم بورل روي  ، جبر اندازه
Gهاي  کند. در این مقاله، براي گروه ، یکریخت می

اي روي  چندگانه-موضعا فشرده خاصی، ساختار نرم
( )A G  و( )B G کنیم که در حالت  معرفی می
استاندارد چندگانه -هاي آبلی بر ساختار نرم  گروه
1( )L G  و( )M G .مقاله حاضر به  منطبق است

و  1صورت زیر سازمان یافته است. در بخش 
چندگانه و  هاي آن مروري بر نظریه نرم زیربخش

شده آن انجام خواهیم داد. در  برخی نتایج شناخته
هاي موضعاً فشرده  پذیري گروه شرط تجزیه 2بخش 

داراي این  Gدهیم اگر  کنیم. نشان می را معرفی می
)خاصیت باشد، آن گاه  )B G  و لذا( )A G داراي 

اي است که حالت آبلی را  چندگانه ساختار نرم
هاي فشرده  دهد. ثابت خواهیم کرد گروه تعمیم می

هاي  نگاشت 3داراي این خاصیت هستند و در بخش 
چندگانه کراندار روي جبرهاي فوریه به طور مختصر 

  خواهد شد.مطالعه 
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 چندگانه-فضاهاي نرم .1.1
کلی  ه تعریف و برخی خواصیدر این بخش به ارا

پردازیم. در نمادگذاري و  چندگانه می-فضاهاي نرم
  کنیم. ] پیروي می4علائم از [

  
یک فضاي برداري  E کنیم فرض می .1.1تعریف 
 فضاي برداري nE. منظور ازnباشد و

E E   .براي جایگشتاست  از n  نماد  
)nS کنیم  ) تعریف می  

(1) ( ) 1( ) ( , , ), ( , , ) n
n nA x x x x x x E       

  
)براي ) n

i   کنیم تعریف می  

 
  

,1}مجموعه , }n را با n دهیم. ان مینش  
  

)فرض کنید .2.1تعریف , . )E دار  یک فضاي نرم
روي nچندگانه از مرتبه -. یک نرمnباشد و

{ : }kE k عبارت است از یک دنباله  
   . . : nk k

k   
  

یک نرم  kE، رويnk به طوري که براي هر
xباشد و براي هر E،

1
x x ) تا 1و شرایط (

2nو nk) ذیل روي هر 4(  .برقرار باشد  
kxو kS براي هر )1( E داریم 
,1 براي اعداد مختلط )2( ,k  وkx E 

 داریم

 ( ) max
k

ik ki
M x x 





 

 
,1براي هر )3( ,kx x ازE داریم 

   1 1 1 1 1
, , , 0 , , .k kk k

x x x x  
   

 
,1 براي هر )4( ,kx x ازE داریم 

-1-1-2-1

1-2-1

||),,...,(||
=||),,,...,(||

kkk

kkkk

xxx
xxxx

 

  
گوییم  در این حالت، می  , . :k

nkE k  
است. یک نرم  n چندگانه از مرتبه-یک فضاي نرم

} چندگانه روي : }kE k یک دنباله
   . . :k k k   است، به طوري که براي

n،هر  . : nk
k چندگانه از -یک نرم

گوییم که باشد. در این حالت می nمرتبه 
  , . :n

n
E n چندگانه -یک فضاي نرم

  است.
چندگانه و-فضاهاي نرم F و E فرض کنیم

:T E F  یک نگاشت خطی باشد. در این
  صورت

))(),...,((=),...,(

,→:

11

)(

nn
n

nnn

xTxTxxT

FET
 

 
n-امین بسطT .است  
  

، Fو  Eچندگانه -براي فضاهاي نرم .3.1تعریف 
T:نگاشت خطی  E F کراندار خوانده - چندگانه

  شود، هرگاه می
( )

1

: .sup n
mb

n

T T


    

  
1اگر 

mb
T  گوییم  میT انقباضی و -چندگانه

nاگر براي هر    ،( )nT  ،طولپایی باشد
  طولپایی است. - چندگانه Tگوییم  می

چندگانه به وسیله یک نرم -دار همچنین فضاهاي نرم
روي یک فضاي ضرب تانسوري نیز شناسایی 

شوند. از قضیه ذیل به طور مستقیم در این مقاله  می
براي ذکر در اینجا به قدر کنیم، اما  استفاده نمی

  کافی زیباست.

1( ) ( ) , ( , , ) n
i i nM x x x x x E   
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یک  Eفرض کنیم  )]6: 3 .4قضیه [( .4.1قضیه 
دار باشد. در این صورت یک تناظر  فضاي نرم

و  Eچندگانه روي -هاي نرم  دوسویی بین خانواده
0Cي روي ها نرم-0C  خانواده E .برقرار است  

فرض کنیم   , . :n
n

E n  یک فضاي
kچندگانه، -دار نرم    1و{ , , }kE E  یک

باشد. در این صورت  Eخانواده از زیرفضاهاي بسته 
1{ , , }kE E متعامد در   یک خانوادهE  نامیده

,1شود، هرگاه براي هر افراز  می , jS S  ازk  از
 هاي متناهی داشته باشیم مجموعه

,ଵݔ)‖ … , ௞)‖௞ݔ = …,ଵݕ)‖ ,   ௞)‖௝ݕ
ଵݔ ∈ …,ଵܧ , ଵݔ ∈   ଵܧ

  
jiکه در آن براي    ،{ , }i r iy x r S  .

}1مجموعه  , , }kx x  از اعضايE  متعامد نامیده
}1شود، هرگاه خانواده  می , , }kx x    از

  باشد. Eمتعامد در   زیرفضاها یک خانواده
  

فرض کنیم  .5.1تعریف   , . :n
n

E n 
kچندگانه، -دار یک فضاي نرم    و

1{ , , }kE E  یک خانواده از زیرفضاهاي خطی
باشند، به طوري که  Eبسته 

1 kE E E    یک تجزیه به صورت جمع
مستقیم باشد. در این صورت تجزیه را یک تجزیه 

}1نامیم، هرگاه  متعامد می , , }kE E  یک خانواده
  متعامد باشند.

  
فرض کنیم  .6.1تعریف   , . :n

nE n  یک
1چندگانه و -دار فضاي نرم kE E E   

باشد. در این صورت  Eیم از یک تجزیه جمع مستق
  نامیم، هرگاه تجزیه را کوچک می

,ଵݔଵ݌‖ … , ‖(௞ݔ௞݌ ≤ ,ଵݔ)‖ … ,   ,௞)‖௞ݔ

,1که در آن براي  ,i k  ،i ix E  وip 
  است. iEبه روي  Eتصویر طبیعی از 

  
)فرض کنیم  .7.1 تعریف , . )E دار  یک فضاي نرم

1و  kE E E    یک تجزیه جمع مستقیم
باشد. در این صورت تجزیه را هرمیتی  Eاز 
,1ي هر نامیم، اگر برا می ,i n  ،1i   و

ix E داشته باشیم  
1 1 1 .k k kx x x x        

  
)فرض کنیم  .8.1تعریف  , . )E دار  یک فضاي نرم

 Eم هاي جمع مستقی از تجزیه ي  باشد. خانواده
شود،  بسته نامیده می را در نظر بگیرید. خانواده 
nهرگاه شرایط ذیل براي هر    :برقرار باشد  

  برايnS   1و kE E   داشته
(1)باشیم،  ( )nE E    ؛ 

  3برايn   1و 2F F F   و
1 nE E     ،داشته باشیم
3 nF E E    ؛ 

  هاي بدیهی باشد.  ي تجزیه شامل همه
شود، هرگاه براي یک  ي بدیهی نامیده می تجزیه

kj   ،jE E. 
تري را در  تواند اطلاعات کامل مند می علاقه  خواننده

  ] بیابد.4[ مورد مبحث تعامد در
چندگانه -دار یک قضیه نمایش عام براي فضاهاي نرم

 دهد ساختار نرم موجود است. این قضیه نشان می
ست، ] تشریح شده ا2اي، که در [ چندگانه مشبکه

  داراي خاصیت جامع است.
  

فرض کنیم  ])6و   3 .9 ([قضیه .9.1 قضیه
  , . :n

nE n چندگانه - دار یک فضاي نرم
و  Xاي  باشد. در این صورت فضاي باناخ مشبکه
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J:یک نگاشت نشاندن  E X  چنان موجود
nاست که براي هر    داریم  

1 1( , , ) ( , , ) ,
L

n nn n
Jx Jx x x   

  
که در آن  . L

n
اي  چندگانه مشبکه-نمایشگر نرم 

  است. Xروي 
  
  چندگانه-جبر فوریه و نرم .2

یک گروه موضعاً فشرده باشد.  Gفرض کنیم 
-1Lریه به نوعی صورت غیر جابجایی جبرهاي فو

جبرها هستند. در این بخش به مطالعه جبرهاي 
چندگانه -دار فوریه از منظرگاه فضاهاي نرم

شده حالت   مندیم، به نوعی که نتایج شناخته علاقه
یک گروه  Gآبلی را تعمیم بخشیم. فرض کنیم 

دوگان پونتریاگین آن  Gفشرده آبلی و موضعاً 
)1باشد. تبدیل گلفند روي  )L G را در نظر بگیرید  

1
0: ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) .L G C G f f a ad       

 
شود،  این نگاشت که تبدیل فوریه خوانده می

یک و با برد چگال است. تصویر تبدیل  به  نگاشتی یک
  بگیریدفوریه را در نظر 

. 1{ : ( )}f f L G  
  

  تعریف کنید

1( )
: .

L G
f f  

  
با این نرم تصویر تبدیل فوریه یک فضاي باناخ است. 

اي و نرم بالا  بررسی این که این فضا با ضرب نقطه
یک جبر باناخ است، راحت است. این جبر باناخ، جبر 

)فوریه نامیده و با  )AG شود. نمایش داده می  
)به زودي تعریف  )AG  براي گروه موضعاً فشرده

  غیرآبلی را نیز یادآوري خواهیم کرد.
  

  چندگانه-ساختار نرم .1.2
)فرض کنید  , )  یک فضاي اندازه باشد. ساختار

)1اي براي  شده  چندگانه شناخته-نرم )L   موجود
کنیم. براي  است. در ادامه به آن اشاره می

روي  Xrنرم  ، نیماز  Xپذیر  زیرمجموعه اندازه
1( )L   را به صورت  

( )X
X

r f f   

  
nریم. براي گی در نظر می    و افراز
 1, ,XnX X  پذیر  هاي اندازه از زیرمجموعه

  1و( )if L   1به ازاي, ,i n   قرار
  دهیم می

 
1

1

1 1

1

( , , ) ( ) ( )
n

n

X n X X n

n
X X

r f f r f r f

f f

  

   
 

  

  
  کنیم و در نهایت تعریف می
 1 1( , , ) sup ( , , ) ,n X nn X

f f r f f   
  

پذیر از  روي همه افرازهاي اندازه که در آن سوپریمم
X چندگانه - شود. این تعریف ساختار نرم گرفته می

)1استاندارد  )L  شود. نامیده می  
)1حال براي  , , )nf f  در( )nAG  1اعضايg،...،

ng  در1( )L G یابیم که براي  اي می را به گونه
1, ,i n  ،ˆi if g در این صورت تعریف .

  کنیم می
( )

1 1( , , ) : ( , , ) .
AG

n nn n
f f g g   

  
)ف با این تعری )AG چندگانه -دار نیز یک فضاي نرم
  خواهد بود.

)براي تعریف  )AG  و( )B G که  درحالیG  یک
  ] را ببینید.7گروه موضعاً فشرده دلخواه است، [
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گانه را چند-در ادامه در حالتی خاص ساختار نرم
یس در حالت  اشتیل- براي جبرهاي فوریه و فوریه

  کنیم. ه مییکلی ارا
یک گروه موضعاً فشرده دلخواه  Gکنیم  فرض می

ارزي)  هاي هم را مجموعه همه (کلاس Gباشد. 
در نظر  Gهاي یکانی پیوسته از گروه  نمایش

Gبگیرید. براي هر    ،  نمایشگر فضاي
  است. هر نمایش یکانی هیلبرت متناظر 

: ( )G B     
  

)1یک نمایش ناتبهگون روي  )L G با تعریف  
( ) ( ) ,f f x x dx   

  
کند. سمت راست انتگرال بوخنر به معناي  القاء می

  ضعیف است.
1Gحال براي هر مجموعه    کنیم تعریف می  

1
1

: sup ( )f f






  

  
)که در آن  )f  نمایشگر نرم عملگري( )f  در
( )   است. نگاشت

1
f f


 نرم  یک نیم

)1روي فضاي برداري  )L G  است. منظور از
1

N 
)1در  fهمه توابع  )L G  است به طوري که براي هر

1    داشته باشیم( ) 0f  حال براي هر .

1

1( )L Gf
N

 کنیم تعریف می  

1

1: ( )f f f L G


   
  

)1نمایشگر کلاس  fکه در آن  )f L G  در

1

1( )L G
N

ن نرم در شرط دانیم ای ]  می7است. از [ 

  جبري صادق است.-C*نرمِ 

سازي  کامل
1

1( )L G
N

با این نرم را با  
1

* ( )C G 

1دهیم. براي  نمایش می G   سازي  این کامل
)*با  )C G شود که  نمایش داده می*C- جبر

نامیده  Gگروهی پر روي گروه موضعاً فشرده 
] فضاي باناخ 7شود. بنا بر [ می

1
( )B G  را دوگان

1

* ( )C G کنیم و براي  تعریف می
1
( )u B G 

  داریم

11

1

( )
( ), 1
sup ( ) ( ) .

B G
f L G f

u f x u x dx



 

  

  
1Gبراي هر زیرمجموعه    ،

1
  را اشتراك

)*در  1در  هاي  هسته همه نمایش )C G 
؛ 1,15کنیم. در این صورت بنا بر [گزاره  معرفی می

7 [-همریختی پوشاي  

1

* *: ( ) ( ), ,C G C G f f    
  

با هسته 
1
 .موجود است  

اعضاي یک افراز  n، ... و 1کنیم  حال فرض می
جبرهاي - C*باشد.  Gاز 

1

* ( )C G و ... ،
* ( )
n

C G .را در نظر بگیرید  
در این صورت بنا بر تساوي 

i j i j     
شت ، نگاGاز  jو  iهاي  براي زیرمجموعه

  نشاندن طبیعی زیر را داریم
* *

0
1

( ) ( ).
i

n

i
C G c C G


    

نامیم  تراز می را هم Gاز  و  هاي  زیرمجموعه
هرگاه     در این صورت براي هر .
1( )f L G  داریمf f

 
  و*( )C G  و

*( )C G ] 7با هم یکریخت هستند.[  
G] براي هر 7؛ 24.1بر [بنا   زیرمجموعه  
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ناپذیر یکانی  هاي تحویل (نمایش Ĝبسته یکتایی از 
تراز  هم ) چنان موجود است که با G( هاز گرو

*است و همچنین  *
ˆ( ) ( )GC G C G.  

  
خاصیت  Gالف) گوییم گروه  .1.2تعریف 

پذیري دارد هرگاه براي هر افراز دلخواه  تجزیه
1{ ,..., }n   ازĜ داشته باشیم  

iso
* *

0
1

( ) ( ).
i

n

i
C G c C G


    

  
پذیري وابسته به  خاصیت تجزیه Gب) گوییم گروه 

Ĝ   دارد هرگاه براي هر افراز دلخواه
1{ ,..., }n   از داشته باشیم  

iso
* *

0
1

( ) ( ).
i

n

i
C G c C G 


    

  
در  nu، ... و  1uکنیم در این حالت فرض می

( )B G  وip  تصویر پوشاي( )B G  به روي
( )
i

B G  1براي, ,i n  .باشد  
  کنیم تعریف می

1 1 1 ( )
( , , ) sup ,n n nn BG
u u pu p u   

  
 Ĝکه در آن سوپریمم روي همه افرازهاي بسته از 

  گیرد. صورت می
)بررسی این که این تجزیه جمع مستقیم از  )B G 

دهد  ل نشان میهرمیتی است، آسان است. قضیه ذی
چندگانه روي - ها یک ساختار نرم این خانواده از نرم

( )B G کند. تعریف می  
  

فرض کنیم  ])4؛  7.4([قضیه  .2.2قضیه 
( ; . )E دار و  یک فضاي نرم

  1, ,, , :nK E E A
     یک خانواده

nباشد. براي  Eهاي هرمیتی  بسته از تجزیه   
,1و  , nx x Eدهیم ، قرار می  

ห|ݔଵ,… , ௡|ห௡ݔ =  
sup
௔  ∈஺

.+ଵݔଵ,ఈ݌||} . . ;||௡ݔ௡ೌ,ఈ݌+ ݊௔ = ݊}.  

  
 در این صورت  , . :n

nE n  یک فضاي
نسبت به این  Kچندگانه است و هر عضو -دار منر

  است. Eچندگانه یک تجزیه متعامد از -نرم
داراي  Gبنا بر قضیه بالا، اگر گروه موضعاً فشرده 

پذیري باشد، با تعریفی که پیش از  خاصیت تجزیه
))ه شد یاین ارا ( ) , . ), )n

n
B G n    یک فضاي

شده نسبت  چندگانه است و هر تجزیه معرفی-دار نرم
)چندگانه یک تجزیه متعامد از -به این نرم )B G 

چندگانه را ساختار استاندارد - نرماست. این ساختار 
)نامیم. از آنجا که  می )AG  آل) بسته  (ایدهزیرفضاي
( )B G توان این ساختار را بر  است. می( )AG  نیز

  ].4القاء نمود [
داراي خاصیت  Gبا استدلال مشابهی اگر 

Ĝپذیري وابسته به  تجزیه   داشته باشد، آن
)اخ گاه فضاي بان )B G چندگانه -داراي ساختار نرم

  استاندارد خواهد بود.
  

یک گروه موضعاً  Gفرض کنیم  .3.2قضیه 
داراي خاصیت  Gفشرده باشد. در این صورت 

Ĝپذیري است، اگر و تنها اگر براي هر  تجزیه  ،
داشته  پذیري وابسته به  خاصیت تجزیه Gگروه 
  باشد.

کفایت واضح است. براي اثبات لزوم، فرض  :برهان
Ĝپذیري و  داراي خاصیت تجزیه Gکنیم    و

1  و ... ،n   اعضاي یک افراز ازĜ  باشد. بنا بر
  فرض

iso
* *

0
1

( ) ( ).
i

n

i

C G c C G


    
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  حال با اعمال خارج قسمت بر طرفین خواهیم داشت

*
0iso *

* 1

iso

iso *

0
iso

1
iso

*
0

iso
1

( )
( )

( )

( )

( )

i

i

i

n

i

n

i
n

i

C C G
C G

C G

C G
C

C C G


 








 

 




 
 

 


 







 

  

  
  شود.  و برهان کامل می

  
یک گروه موضعاً فشرده  Gفرض کنیم  .4.2 قضیه

یک زیرگروه نرمال و بسته آن باشد. اگر  Hو 
( )B G چندگانه استاندارد باشد، -داراي ساختار نرم

)آن گاه  )G
HB .نیز چنین است  

اي برهان. همریختی طبیعی پیوسته و پوش
: GG

H
   را در نظر بگیرید. در این صورت

G]، براي هر 7؛ 2. 26و 3بنا بر [نتیجه 
H  

uنگاشت  u    یک یکریختی طولپا از
( )G
HB  به( )B G  کند، که در آن  القاء می

   مجموعه همه  ها به ازاي  
  برهان کامل است. 3.2است. حال بنا بر قضیه 

هاي آبلی فشرده داراي  بررسی این که همه گروه
پذیري هستند، آسان است؛ زیرا بنا  خاصیت تجزیه

با گروه دوگان  Gبلی ] براي گروه فشرده و آ6بر [
Ĝو  Ĝپونتریاگین گسسته   داریم  

iso iso
*

0 0( ) ( ) ( ).C G C C     
  

)شده در بالا براي  مایلیم ساختار معرفی )AG  را در
جبرهاي متناظر بررسی -1Lحالت گروه آبلی براي 

، 1uیک گروه فشرده و آبلی و Gکنیم. فرض کنیم 
)در  nu... و  )B G  باشند و فرض کنیم

 1, , nX X  یک افراز ازĜ  باشد. در این

)ˆدر  n، ... و 1]، 5صورت بنا بر [ )M G  چنان
niموجودند که براي     داریمˆi iu  حال .

 داریم
,ଵݑ)௑భ,…,௑೙ݎ … , (௡ݑ =
௙∈௅భ(ீ),ฮ௙መ⎸ೣభฮ݌ݑݏ ஸଵ|∫ |݂(ଵݑ)ଵ݌ +⋯+

௙∈௅భ(ீ),ฮ௙መ⎸ೣ೙ฮ݌ݑݏ ஸଵ|∫ |݂(௡ݑ)௡݌ =

௙∈௅భ(ீ),ฮ௙መ⎸ೣభฮ݌ݑݏ ஸଵ ቚ∫ መ݂݀ఓ೛భ(ೠభ)ቚ + ⋯+

௙∈௅భ(ீ),ฮ௙መ⎸ೣ೙ฮ݌ݑݏ ஸଵ ቚ∫ መ݂݀ఓ೛೙(ೠ೙)ቚ =

ቛߤ௣భ(௨భ)⎸௑భ
ቛ
ఓ(௫భ)

+⋯+

ቛߤ௣೙(௨೙)⎸௑೙
ቛ
ఓ(௫೙)

  

  
چندگانه بین این دو ساختار -بنابراین یک طولپایی

در این حالت وجود دارد. همچنین در این حالت به 
پذیري افرازها که در  از اندازه Ĝه بودن دلیل گسست

چندگانه داراي اهمیت است، -تعریف ساختار نرم
  مطمئن هستیم.

  
پذیري  هاي فشرده خاصیت تجزیه گروه .5.2قضیه 
  دارند.

یک گروه فشرده باشد در  Gفرض کنیم  :برهان
از بعد  Gناپذیر  تحویل هاي این صورت همه نمایش

Gمتناهی هستند. فرض کنیم    از بعدn 
)باشد. در این صورت  )G  1و( ( ))L G  داراي

nبستار عملگري ضعیف یکسان در 
  .هستند

)وایل بسط خطی -همچنین بنا بر قضیه پیتر )G 
nبا 

  یکسان است. دلیل این حقیقت را در ذیل
  کنیم. ارایه می

)براي نمایش یکانی  ),   از گروه موضعاً فشرده 
G و ,u v  تابع , ( ) ( ) , ,u v x x u v  

خوانده  تابع اعضاي ماتریسی وابسته به نمایش 
شود. فضاي خطی تولیدشده توسط توابع اعضاي  می

هیم و د نمایش می را با  ماتریسی نمایش 
کنیم  تعریف می

ˆ[ ] G




 


  بنابر قضیه پیتر .
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فشرده  Gدانیم اگر  می]، 7؛  5,12قضیه  [وایل، 
)زیرجبر -یک * باشد، آن گاه  )C G  است که

1براي  p   در( )pL G  .چگال است
همچنین در این حالت بنا برقضیه تعامدي شور 

 ارز  براي هر دو نمایش غیر هم]، 5؛  5,8قضیه [
و    درĜ  2با ضرب داخلی القائی از ( )L G ،
  و  .متعامد هستند  

دانیم  می 
. .* 1( ) ( ) ( )C G L G      که در آن

، نمایش  بستار در نرم فضاي عملگري متناظر
   چون  شود. گرفته می ناپذیر  تحویل

است پس جابجا گر آن ضریب ثابتی از عملگر 
همانی است و لذا جابجاگر دوم آن     .است

از بعد متناهی است، لذا بردش با توپولوژي  اما 
عملگري ضعیف و لذا با توپولوژي نرم بسته است.  

  :بنابراین داریم

1( ) ( ( )) .
iso iso

n
iso iso

C G L G
     

  
هاي یکانی  نمایش nو ... و  1همچنین اگر 

1دلخواه باشند، آن گاه براي  n     

 داریم
1

,
j

n

j
  



  و مجموع بالا لزوماً مستقیم

تدلال بالا، نیست. بنابراین در این حالت مشابه اس
برابر با  0ناپذیر  اگر عدد تکرار نمایش تحویل

0
k 

باشد، آن گاه 
0

* ( )C G  با
00 nk

   یکریخت
خواهد بود که در آن منظور از 

00 nk
   عبارت

Tهاي به فرم ماتریس است از همه T  براي

0nT


 حال فرض کنیم .G   در این
  صورت

0

0

1

1

( ) ( ( ) )

( ( ) )

.

i s o

i s o
ci s o

i s o
ci s o

n
i s o

C G L G

k L G




 


 

 













 

 

  

 

یکریختی آخر به این دلیل است که ضریب تاثیري 
افراز دلخواه حال براي هر  ندارد. 0cدر نرم 
1{ , , }n   ازGداریم ،  

 1
( ) ( ) ( ).

n

iso iso

n
iso isoG

C G C G C G
  



  


       

  
یک گروه موضعاً فشرده  Gفرض کنیم  .6.2مثال 

یک زیرگروه  Hپذیري و  و داراي خاصیت تجزیه
Gد به نحوي که بسته و نرمال آن باش

H
یک گروه  

هاي مرکزي از این  فشرده باشد (به عنوان مثال گروه
ریختی طبیعی  دسته اند). با در نظر گرفتن هم

:پوشاي  GG
H

   و  3نتیجه [و با استفاده از
G، براي هر ]7و  2,26

H
    نگاشت

u u    یکریختی طولپاي از( )GB
H  به

( )B G  کند. را القاء می  

}1حال فرض کنیم  , , }n   یک افراز ازG
H

 
  باشد، در این صورت







1

1
1

1

( ) ( )

( )

( )

i

i

G
H

i

i

GB G B
H

GB
H

B G












  

  








 

  
پذیري  داراي خاصیت تجزیه Gدر این حالت 

Gوابسته به 
H

  است و بنابراین ( )
G
H

B G


 

  چندگانه است.- داراي ساختار نرم
  

داراي خاصیت  Gفرض کنیم  .7.2 قضیه
,1پذیري و  تجزیه ,nx x اعضاي ( )AG  .باشد

)همچنین فرض کنیم  . , )
n
n    و

max
( . , )

n
n   چندگانه -به ترتیب نمایشگر نرم

)ماکسیمم بر پایه  استاندارد و )AG .باشند  
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  در این صورت 
max

1 1 1( , , ) sup ( ( ), , ( ))n n nn n
x x p x p x 

 
)ها نمایشگر تصویر طبیعی از ipکه در آن  )B G  به

ام در جمع مستقیم متناظر با - iروي مؤلفه 
گیري روي همه  هستند و سوپریمم Gافرازهاي 

)هاي ممکن از  تجزیه )B G شود. گرفته می  
,1براي  ]24و  33.3قضیه [بنا بر  :برهان ,kx x 

)در  )AG دانیم می 
,ଵݔ)‖ … , ௞)‖௞௠௔௫ݔ =
∑൛ห݌ݑݏ ,௝ݔ〉 ௝〉௞ߣ

௝ୀଵ ห, ,ଵߣ … , ௞ߣ ∈
,(ܩ)ܸܰ …,ଵߣ)ଵ,௞ߤ , (௞ߣ ≤ 1ൟ   

  
  که در آن

1, 1 [1]
1

( , , ) sup , , ( ) .
n

n k j
j

x x AG   


          


 
,1حال فرض کنیم  ,np p شده در  تصاویر معرفی
,1صورت قضیه و  ,n   در( )VN G  باشند به

,1طوري که  1( , , ) 1n n     به وضوح در این
,1حالت براي  ,i n   ،1i داریم .  

1 1

1

1

1 1 ( )

1

, ,

( , , ) .

n n

j j j j j j
j j

n

j j j
j
n

j j
j

n n B G

n n

p x p x

p x

p x

p x p x

x x

 



 











  



 








 

  
  لذا

max
1 1 1sup ( , , ) ( , , )n n nn n
p x p x x x 

 
هاي ممکن از  که در آن سوپریمم روي همه تجزیه

( )B G و  ]2و 4.7قضیه [شود. با کمک  اخذ می
توان نشان داد که هر تجزیه  محاسبه کوچکی می

)نه چندگا- متعامد نسبت به ساختار نرم )B G ،
چندگانه ماکسیمم کوچک - نسبت به ساختار نرم

 است. بنابراین داریم
,ଵݔଵ݌)‖ … , (ீ)௡)‖஻ݔ௡݌ ≤
,(ଵݔ)ଵ݌)‖ … , ௡௠௔௫‖((௡ݔ)௡݌ ≤
,ଵݔ)‖ … ,   ௡)‖௡ݔ

  
چندگانه استاندارد -و بنا بر تعریف ساختار نرم

( )B G شود.  تساوي حاصل می  
  
کراندار روي جبرهاي - هاي چندگانه نگاشت .3

  فوریه
هاي موضعاً  ] براي گروه2و  6,34 بنا بر [نتیجه
  داریم Hو  Gفشرده و آبلی 

1 1 1 1( ( ), ( )) ( ( ), ( )),rL G L H B L G L H   
  

1که در آن  1( ( ), ( ))rB L G L H شبکه باناخ شامل ،
)1هاي خطی منظم از  همه نگاشت )L G  1بر( )L H 

است. براي کسب اطلاعات بیشتر در مورد 
] را ببینید. 8هاي منظم، [ هاي باناخ و نگاشت مشبکه

 ناخ با ساختار نرمجبرهاي با-1Lدر رابطه بالا، 
  اند. چندگانه استاندارد مشبکه اي در نظر گرفته شده

در این بخش، قصد داریم رابطه بالا را در حالت 
ناآبلی مورد مطالعه قرار دهیم. همان گونه که قبلاً 

جبرها در حالت -1Lهم ذکر کردیم، تعمیم طبیعی 
دانیم جبرهاي  یناآبلی، جبرهاي فوریه هستند. م

فوریه مشبکه باناخ نیستند، مگر در حالتی که گروه 
)ها آبلی باشد؛ زیرا اگر  زمینه آن )AG ،مشبکه باشد

در این صورت دوگان آن نیز چنین است. در حالی 
-C*] 9اي در [ شده که بنا بر قضیه شناخته

هستند اگر و تنها اگر  جبرهاي باناخ مشبکه
)جابجایی باشند، بنابراین در این حالت  )VN G  باید

gجابجایی باشد. براي هر  G همریختی ،

( )
: ( )g

f f g
AG


   را در نظر بگیرید که به( )VN G 

)متعلق است. بنابراین براي  )VN G  جابجایی باید  
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  داشته باشیم

1 2 1 2 2 1 1 2, , .g g g g g g g g G        
  

)از آنجا که  )AG  نقاطg کند، باید  را جدا می
1داشته باشیم  2 2 1g g g g  و بنابراینG  آبلی

  است.
اي به مقوله فضاهاي عملگري  مه، تا اندازهدر ادا

 70هاي  نیازمندیم که این نظریه در اواسط سال
هاي استینسبرگ و آرویسون  میلادي، پس از مثال

به وسیله  1988معرفی و در کنگره ریاضی سال 
  ه شد.یافراس ارا

توان به عنوان زیرفضاي  هر فضاي عملگري را می
)بسته -نرم )B H ،*C-هاي خطی و  جبر نگاشت

دانست [قضیه   Hکراندار، روي یک فضاي هیلبرت 
  ].3؛ 35.2

فرض کنیم،  2Hو  1Hبراي فضاهاي هیلبرت 
( )i iE B H ،21وi  .فضاهاي عملگري باشند ،

1نگاشت خطی  2: E E  کاملاً مثبت خوانده ،
  شود هرگاه می

( )
1

)
2

( ( ) ( ), ([ ]) ( ): n
n n ij ij

n E E x x         
  

nبراي هر    مثبت باشد؛ به این معنی که ،
نگارد و در آن در  اعضاي مثبت را به مثبت می

)جبر -C*ز ترتیب القایی ا )iB H ،21وi   مورد
  نظر است.

منابع و مراجع زیادي براي فضاهاي عملگري موجود 
  دهیم. ارجاع می] 10[است؛ خواننده را به 

  
هاي موضعاً  گروه Gو  Hفرض کنیم  .1.3قضیه

پذیري باشند و فرض  فشرده و داراي خاصیت تجزیه
:کنید  ( ) ( )AG A H   همریختی کاملاً مثبت

 G(و کاملاً کراندار) و یک به یک باشد. اگر 
انقباضی است و  1پذیر باشد، آن گاه  میانگین

   پوشا نیز باشد، آن گاه  علاوه بر این  اگر
  

  طولپایی است.- چندگانه
]، همریختی 11 ؛11.3بنا بر [نتیجه  برهان.

:پیوسته  H G   چنان موجود است که
  ؛ به این معنی که براي هر( )u AG ،

( )u u   از آنجایی که جبر فوریه نقاط و .
کند، از یک به یک  هاي بسته را جدا می مجموعه

داراي برد  شود که  به راحتی نتیجه می بودن 
 Ĝافرازي براي  n، ... و 1حال اگر  چگال است.

,1و براي  ,i n  ،ip  تصویر طبیعی از( )B G 
)به روي  )

i
B G  به 6؛ 2.2باشد، بنا بر [قضیه [

1شود که  ی نتیجه میراحت    و ... ،n   
، بودن برد  و با توجه به چگال Ĥهاي  زیرمجموعه

)افراز نیز هستند. همچنین اگر  ) ( )
ii iP u B G ،

)آن گاه  ) ( )
ii iP u B H  ،1, ,i n  این .
)دهد که اگر  نشان می )v AG  و

1 nv v v    براي( )
iiv B G آن گاه ،

1 nv v v         تجزیهv  
)در  )B H )( )A Hهایی در  ) به مؤلفه( )

i
B H  

,1}براي  , }i n  .است  
,1حال بنا بر توضیحات بالا به ازاي هر  ,i n  

)داریم  ) ( )i i i iP u P u   و  
ݎఀ భ௢ఈ,…,ఀ೙௢ఈ	(߮(ݑଵ), … , ((௡ݑ)߮ =
‖ ଵܲ	߮(ݑଵ)‖஻೸భ೚ഀ(ு) +⋯+
‖ ௡ܲ	߮(ݑ௡)‖஻೸೙೚ഀ(ு) =
‖ ଵܲ	(ݑଵߙ݋)‖஻೸భ೚ഀ(ு) +⋯+
‖ ௡ܲ	(ݑ௡ߙ݋)‖஻೸೙೚ഀ(ு) =
‖ ଵܲ	(ݑଵ)ߙ݋)‖஻೸భ೚ഀ(ு) +⋯+
‖ ௡ܲ	(ݑ௡)ߙ݋)‖஻೸೙೚ഀ(ு) =
‖ ଵܲ	(ݑଵ))‖஻೸భ(ீ) +⋯+
‖ ௡ܲ	(ݑ௡)‖஻೸೙(ீ).   

  
] برقرار است و 6 ؛2,2تساوي آخر بنا بر [قضیه 

  :بنابراین داریم
ݎఀ భ௢ఈ,…,ఀ೙௢ఈ	൫߮(ݑଵ), … , ൯(௡ݑ)߮ =
ݎఀ భ,…,ఀ೙	(ݑଵ, … ,    ,(௡ݑ
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  دهد که نتیجه می

1 1( , , ) ( ( ), , ( )) .n nn
u u u u     

  
x,پوشا باشد و  کنیم  حال فرض می y H  و

x y13؛ 15.2بر [قضیه . بنا ،[( )g A H 
)چنان موجود است که  ) 1g x   و( ) 0g y  .

)بنابراین  )f AG چنان داریم که  
( ) 1, ( ) 0,f x f y     

  
)دهد که  و این نشان می ) ( )y x  بنابراین . 

یک به یک است. بنابراین هر نمایش یکانی 
توان به یک چنین نمایشی  را می Hناپذیر  تحویل

گیري از رابطه  گسترش داد و لذا سوپریمم Gبه 
  دهد. ) طولپایی را نتیجه می1(
  

هاي  جالب است بدانیم که نگاشت .2.3تذکر 
چندگانه کرانداري روي جبرهاي فوریه موجودند که 

  کاملاً کراندار نیستند.
یک گروه موضعاً فشرده باشد. در  G فرض کنیم

  این صورت نگاشت

1( ) ( )

: ( ) ( )

f f xf x

v A G A G
 


ˇ

 

  
آبلی با زیرگروه  Gاگر   کاملاً کراندار است اگروتنها
]. اما بررسی این که 12[اندیس متناهی داشته باشد

  ن است.کراندار است آسا- این نگاشت چندگانه
دانیم هر نگاشت کاملاً کراندار  ] می6از [

: ( ) ( )T AG AH پذیر  به روي گروه میانگینG 
1توان به صورت  را می 2 3 4( )T T T iT T    

4i,...,1نوشت که در آن براي   ،iT ًمثبت کاملا 
اي که  دهد نتیجه هستند. این توضیحات نشان می

جبرها برقرار است، با -1Lهاي آبلی و  در مورد گروه
هاي قابل  هاي منظم با نگاشت جایگزینی نگاشت

ها در مورد جبر فوریه لزوماً  تجزیه به کاملاً مثبت
  .برقرار نیست
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