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  يهابه تابعک  يضرب ا يبتقر  يهاتابعک   يکدينز يبررس

 ييباناخ جابجا ي در جبرها يضرب

 * ادفريبا ارش

  رانينور، ا اميدانشگاه پ ياضيگروه ر

 

 28/10/1398مقاله :  رشيپذ خيتار 8/11/1397ارسال مقاله :  خيارت

ا تعر  نيدر  جبرها  يضرب  بايتقر  يهاتابعک   فيمقاله،  ارا  ييجابجاباناخ    يبر  نزديرا  و  داده  تابعکتابعک   نيا  يکيه  با    يهاها 
هستند    تيخاص  نيا  يباناخ دارا  ياز جبرها  ي(. برخAMNM  تيداد )خاص  ميقرار خواه  يجبرها مورد بررس  نيرا بر ا  يضرب

به دلها(آن  ي )البته نه تمام   ي بررس   ،ي ضرب  يخط  يهاجبر باناخ مختلط و تابعک  کيعضو    کي  فيط  نيموجود ب  طه راب  لي. 
 ي اهي. قضدهديعنصر جبر باناخ به ما م  کي  فيدر خصوص ط  را  ياطلاعات مناسب  ،يضرب  بايتقر  -يخط  يهاتابعک  يکينزد

ا در  ب  نيرا  بررس  ميخواه   انيمقاله  آن،  کمک  به  که   ار يبس  ،يضرب  يهاتابعکبه    يضرب  باي تقر  يهاتابعک  يکينزد  يکرد 
خواهد گرفت. همچنراحت  انجام  ا  نيتر  م  نيدر  نشان  جبرها  ميدهيمقاله،  در  جابجا  يهرگاه  نزدBو    A  يي باناخ  در    ي کي، 

آن گاه    يضرب  يهاتابعک  ،يضرب  بايتقر  يهاتابعک باشند،  داشته  ا  تيخاص  نيا  يدارا   زين  A×Bوجود  بالعکس.  و   نياست 
هم   يادنباله   ياز فضاها  ياکرد. به دسته   ميخواه  ي بررس  زين  ييباناخ جابجا  ياز جبرها  يمتناهحاصلضرب    يرا برا  تيخاص
 داشت.  ميخواه يااشاره 
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از   بسياري  پايداري،  مسايل  در  که  طور  همان 
خطي و تقريبا خطي را بررسي    رياضيدانان، نزديکي توابع 

تکرده  نزديکي  بررسي  خطيابعکاند،  و  -هاي  ضربي 
خطيتابعک با-هاي  جبرهاي  بر  ضربي  از  تقريبا  ناخ، 

خيلمطالب   علاقه  رياض  مورد  از  چون  عظيمي  يدانان 
يا†جانسون هست.    و...  †روش،  و  از بوده  يکي  طبق 

رابطة بسيار  جابجايي،  باناخ  جبرهاي  در  گلفاند،  قضاياي 
و   عنصر  يک  طيف  بين  خطيتابعک نزديکي  -هاي 

-هاي خطيدارد. بنابراين از نزديکي تابعک  ضربي وجود
تابعک و  خطيضربي  ض-هاي  ميتقريبا  توان  ربي، 

خصوص   در  از  طياطلاعاتي  کرد.  کسب  عنصر،  يک  ف 

ر براي  مقاله،  اين  در  پس  کلمه  اين  از   "تابعک"احتي 

 استفاده خواهيم کرد.  "تابعک خطي" بجاي عبارت
از   منظور  مقاله،  اين  جابجايي  Aدر  باناخ  جبر  يک   ،

  Aهاي کراندار بر  همچنين فضاي تمام تابعک  باشد. مي

با   تابعک  ∗Aرا  تمام  مجموعه  و  و  کراندار  ضربي  هاي 

 دهيم.نمايش مي �̂�را با   Aناصفر بر 
هاي تقريبا ضربي [، تابعک1اولين بار جانسون در ]  براي

بر   کنيد Aرا  فرض  است.  کرده  تعريف  زير  به صورت   ، 

𝜑 ∈ 𝐴∗    خطي دو  تابع   .�̌�    بر صورت    A×Aرا  به 
 کنيم. زير تعريف مي

�̌�(𝑎, 𝑏) = 𝜑(𝑎𝑏) − 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏). 

 را به صورت   ‖�̌�‖همچنين 
‖�̌�‖ = 𝑠𝑢𝑝{|�̌�(𝑎, 𝑏)|: ‖𝑎‖ ≤ 1 , ‖𝑏‖ ≤ 1} 

 کنيم. ميتعريف 
𝛿هرگاه   > که    ي0 ‖�̌�‖باشد  ≤ 𝛿  آنگاه  ،𝜑    را

 ناميم. ضربي )تقريبا ضربي( مي-δيک تابعک 
‖�̌�‖[ نشان داده است که هر گاه 2روش در ]يا   ≤ 𝛿  ،

‖𝜑‖آنگاه   ≤ 1 + 𝛿  تقريبا تابعک  هر  بنابراين   .
هر   براي  است.  پيوسته  𝑚ضربي،  ∈ �̂� راحتي به   ،

يافت.  مي آن  نزديکي  در  تقريبا ضربي  تابعک  توان يک 
𝜀زيرا اگر   > 0  ،𝜑 ∈ 𝐴∗    و‖𝜑‖ < 𝜀  آنگاه با يک ،

مي ساده،  کهمحاسبه  داد  نشان  𝜓  توان  = 𝑚 + 𝜑  ،

𝛿براي   = 3𝜀 + 𝜀2  تابعک يک   ،δ-  و است  ضربي 
‖𝑚 − 𝜓‖ < 𝜀. 

 
† B. E. Johnson 
‡ K. Jarosz 

باعکس   جبر  هر  در  الزاما  فوق،  برقرار مطلب  ناخي، 
 نيست.

]جانسون   نزديک  1در  که  را  باناخي  جبرهاي   ،]
تابعکتابعک آن،  ضربي  تقريبا  ضربهاي  يافت هاي  ي 

مختصرا  مي را  اگر    AMNM†شوند  واقع  در  ناميد. 
𝜑براي   ∈ 𝐴∗  دهيم قرار   ،𝑑(𝜑) = 𝑖𝑛𝑓 {‖𝜑 −

𝑚‖: 𝑚 ∈ �̂� ∪ {0}}, 
هر مي  AMNMرا    Aآنگاه   براي  هرگاه   ناميم، 

𝜀 > 0   ،𝛿 > و 0 هر ي  براي  که  باشد  داشته  جود 

𝑑(𝜑)، داشته باشيم   𝜑ضربي چون  -δتابعک  < 𝜀. 
در   است.1]جانسون  کرده  اثبات  را  زير  قضيه  اين   [، 

ناخ بسيار بودن يک جبر با  AMNMقضيه در بررسي  
 کليدي است. 

کنيد    .1-1قضيه   با  Aفرض  جبر  جابجاييک  ي  ناخ 

 هاي زير معادلند. يکدار باشد. در اين صورت گزاره
 است.  AMNMيک جبر  A)الف( 

هر براي  ‖Φ̌𝑛‖که    ∗𝐴 در{Φ𝑛} )ب(  → 0    ،
�̂�در    ايدنباله ∪ که  مي  {𝜓𝑛}، چون  {0} يافت   توان 

‖Φ𝑛 − 𝜓𝑛‖ → 0. 
‖Φ̌𝑛‖که    ∗𝐴در    {Φ𝑛})ج( براي هر دنباله   → 0 ،

دنباله چون  زير  آن  از  Φ𝑛𝑖}اي 
دنباله   { چون  و  اي 

{𝜓𝑖}    در�̂� ∪ که توان  مي  {0} Φ𝑛𝑖‖يافت 
−

𝜓𝑖‖ → 0. 

‖Φ̌𝑛‖که   ∗𝐴در    {Φ𝑛})د( براي هر دنباله   → 0 
infو  

𝑛
‖Φ𝑛‖ >   ∗𝐴  در  {𝜓𝑛}چون    ايدنباله،    0

Φ𝑛‖يافت که توان مي − 𝜓𝑛‖ → 0 . 

‖Φ̌𝑛‖که    ∗𝐴در    {Φ𝑛})هـ( براي هر دنباله   → 0  

Φ𝑛(1)  و   = 1 = ‖Φ𝑛‖  ،چون   ايدنباله{𝜓𝑛} در

�̂� يافت که  توان مي‖Φ𝑛 − 𝜓𝑛‖ → 0. 

ε)و( براي هر   > 0  ،δ > ي وجود دارد که هرگاه    0

Φ ∈ 𝐴∗  ،Φ(1) = 1 = ‖Φ‖  و‖Φ̌‖ < 𝛿 آنگاه  ،
𝑑(Φ) < 𝜀. 

]جانس در  متناهي1ون  باناخ  جبر  هر  که  کرد  ثابت   ]- 

ورف موضعا  يک فضاي هاسد  X، وقتي  𝐶0(𝑋)البعد،  

 
§ Almost multiplicative functionals are near 
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و   باشد  1)فشرده  ≤ 𝑝 ≤ ∞) ℓ𝑝   جبرهايي
AMNM .هستند 

با جبرهاي  که  داد  نشان  همچنين  که وي  هستند  ناخي 
AMNM  باشند.نمي 

]يا در  يک  3روش  يکنواخت  جبر  هر  که  کرد  ثابت   ]
جبر    AMNMمولده،   اين  که  حالتي  در  البته  است. 

يکنواخت بيشتر از يک مولد داشته باشد هنوز مساله آن  
ناخ جابجايي که  ده باقي مانده است. از جبرهاي باحل نش
آن  AMNMهنوز   مبودن  است، شها  نشده  خص 

𝐻∞ باشد. مي 

کنيد    .2-1تعريف   𝑛=0{𝛽(𝑛)}فرض 
از   ايدنباله،  ∞

که   طوري  به  باشد  مثبت  حقيقي  𝛽(0)اعداد  = 1.  
هر   1براي  < 𝑝 < چون ∞ هايي  دنباله  فضاي   ، 

𝑓 = {𝑓(𝑛)}
𝑛=0

∞
که     بگيريد  نظر  در   را 

 ‖𝑓‖𝑃 = ‖𝑓‖𝛽
𝑃 = ∑ |𝑓(𝑛)|

𝑃
𝛽𝑃(𝑛) < ∞.∞

𝑛=0.  
ناميم مي  وزندار  هاردي  فضاي  را  فضا  با    اين  و 

𝐻𝑃(𝛽) دهبمنمايش مي. 
هر  توان  مي براي  که  داد  1نشان  < 𝑝 < ∞    ،

𝐻𝑃(𝛽)    با‖ ‖𝛽   است انعکاسي  باناخ  فضاي    يک 
ما [(4)]  .  [ هرگاه 4در  که  ايم  داده  نشان   ]

𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓𝛽(𝑛) >  و  1
1 < 𝑝 < آنگاه  ∞  ،𝐻𝑃(𝛽)    ضرب با 

(∑ 𝑓(𝑛)𝑧𝑛∞
𝑛=0 )(∑ 𝑔(𝑛)𝑧𝑛∞

𝑛=0 ) = ∑ 𝑓(𝑛)𝑔(𝑛)𝑧𝑛∞
𝑛=0،   

 باشد. مي AMNMيک جبر باناخ   

 نتايج اصلي-2
ناخ جابجايي باشند. اعمال  دو جبر با   Bو    Aفرض کنيد  

و   ضرب  بر    نُرمجمع،  تعريف   B×Aرا  زير  صورت  به 
 کنيم.مي

(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎 + 𝑐, 𝑏 + 𝑑); 
(𝑎, 𝑏)(𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐, 𝑏𝑑); 
‖(𝑎, 𝑏)‖ = ‖𝑎‖ + ‖𝑏‖; 

هر   ,𝑎)براي  𝑏), (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐴 × 𝐵.   راحتي به 
که  توان  مي داد  جبر    B×Aنشان  يک  تعاريف  اين  با 

 باشد. باناخ جابجايي مي
، قضيه زير را  1-1به کمک قسمت )د( قضيه    [ 5]در  ما  

 اثبات کرده ايم. 

با  Bو    Aاگر  .  1-2قضيه   جبر  جابجايي دو  ناخ 

AMNM    آنگاه مي    AMNMنيز    B×Aباشند، 
 باشد. 

لم   ابتدا يک  فوق،  بررسي صحت عکس قضيه  را  براي 
 اثبات مي کنيم.

ناخ جابجايي و  دو جبر با  Bو    Aفرض کنيد    .2-2لم  

f:A→Bباشد کراندار  دوسويي  خطي  تابع  يک  و   ، 

a,b∈A،  𝑓(𝑎𝑏) براي هر   = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏),   آنگاه 
يک جبر   Bاست، اگر و فقط اگر    A  ،AMNM  جبر

AMNM   .باشد 

کنيد  اثبات فرض   :A  ،AMNM    براي و  باشد 

{Φ𝑛} ⊂ 𝐵∗  داشته باشيم‖Φ�̌�‖ → 0. 

,𝑎، براي هر fبا توجه به خاصيت  𝑏 ∈ 𝐴  ، 
|Φ𝑛𝑜�̌�(𝑎, 𝑏)| = |Φ𝑛(𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)) −

(Φ𝑛𝑜𝑓)(𝑎)(Φ𝑛𝑜𝑓)(𝑏)| ≤

‖Φ�̌�‖‖𝑓‖2‖𝑎‖‖𝑏‖.   
‖Φ𝑛𝑜�̌�‖بنابراين   → 𝑛، وقتي  0 → ∞ . 

{𝜓𝑛}چون    ايدنباله بنابراين   ⊂ �̂� ∪ دارد {0} وجود 
𝑛)که → ∞)‖Φ𝑛𝑜𝑓 − 𝜓𝑛‖ → به    .0 توجه  با 

‖𝑓−1‖قضيه نگاشت باز،   < مي باشد. همچنين با    ∞
خاصيت به  f،  {𝜓𝑛𝑜𝑓−1}  توجه  ⊂ �̂� ∪ و    {0}

‖Φ𝑛 − 𝜓𝑛𝑜𝑓−1‖ ≤ ‖Φ𝑛𝑜𝑓 − 𝜓𝑛‖‖𝑓−1‖. 
Φ𝑛‖پس   − 𝜓𝑛𝑜𝑓−1‖ → بنابراين    0 ،  Bو 

داراست  AMNMخاصيت   اين  را  عکس  اثبات   .
 ابه مي باشد. مطلب، به طور مش

کنيد  1)]  3-2قضيه   فرض   .)]A   با جبر  ناخ  يک 

 ده آل بستة آن باشد. در اين صورت:يک اي Jجابجايي و 

اگر   و    J)الف( 
𝐴

𝐽
  ،AMNM    آنگاه نيز    Aباشند، 

AMNM   .مي باشد 
  AMNMنيز    Jباشد، آنگاه    A  ،AMNM)ب( اگر  

 است.
و  فوق  قضيه  کمک  قضيه  2-2م  ل  به  عکس  را   2-1، 

 کنيم. اثبات مي

کنيد    .4-2قضيه   با  Bو    Aفرض  جبر  ناخ دو 

 Aباشد، آنگاه    B×A  ،AMNMجابجايي باشند. اگر  
 هستند. AMNMهر دو  Bو 



 

 

 

 

در  اثبات ضرب  تعريف  به  توجه  با   :B×A  راحتي به   ،

که  توان  مي داد  𝐴نشان  × بستة    {0} آل  ايده  يک 

B×A    ب(،    3-2است. بنابراين با توجه به قضيه(𝐴 ×

{0}  ،AMNM  تابع  مي زير    fباشد.  صورت  به  را 
 کنيم: تعريف مي

𝑓: 𝐴 × {0} → 𝐴 

,𝑓(𝑎به طوري که   0) = 𝑎 براي هر ،𝑎 ∈ 𝐴 . 
لم   به  توجه  با  صورت،  اين    A  ،AMNM،  2-2در 

مشابه  مي طور  به  که  توان  ميباشد.  کرد  نيز    Bثابت 
AMNM   .مي باشد 
ناخ جابجايي  سه جبر با  A2, A1A ,3کنيد    حال فرض

مع و ضرب اسکالر را  ، ج 3A ×2A  ×1Aباشند. اگر در   

 × 3A×2Aو ضرب را به صورت زير در   به طور معمول

1A :تعريف کنيم 

(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)(𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)
= (𝑎1𝑏1, 𝑎2𝑏2, 𝑎3𝑏3), 

 آنگاه با تعريف
 ‖(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)‖ = ‖𝑎1‖ + ‖𝑎2‖ + ‖𝑎3‖  به  ،

، يک جبر   3A×2A ×1Aنشان داد که  توان  ميراحتي  
 باشد. باناخ جابجايي مي

 فرض کنيد 
         𝑓: 𝐴1 × 𝐴2 × 𝐴3 → (𝐴1 × 𝐴2) × 𝐴3        

,𝑓(𝑎1و   𝑎2, 𝑎3) = ((𝑎1, 𝑎2), 𝑎3)  .  اين در 
لم   کمک  به    3A×2A×1A،  AMNM،  2-2صورت 

اگر    است، فقط  و  𝐴1)اگر  × 𝐴2) × 𝐴3 ،
AMNM    قضاياي از  استفاده  با  بنابراين  ،  1-2باشد. 

A1A ,2 ,نشان داد که هرگاه  توان  ميو استقراء    4-2

n…, A  با باشند، جبرهاي  جابجايي  A1    ناخ  ×

A2 × … × An  خاصيت  ،AMNM   ،داراست را 
اگر   فقط  و  داراي n, …, A2, A1Aاگر  همگي   ،

 باشند.  AMNMخاصيت 
دسته  به  اي  اشاره  انتها  فضاهاي  در  از  که ايدنباله اي  ي 

  AMNMبه بررسي خاصيت    [6و باقري در ]يوسفي  
 کنيم.در آنها پرداخته اند، مي

کنيد   باشد.  𝑤فرض  مختلط  هاي  دنباله  تمام   فضاي 

𝑝براي هر   ≥ را به صورت زير تعريف    𝑏𝜐𝑝، فضاي  1
  کنيم؛مي

{𝑥 ∈ 𝑤: 𝑥 = {𝑥𝑘}𝑘=0
∞ , ∑|𝑥𝑘 − 𝑥𝑘−1|𝑝 < ∞

∞

𝑘=1

}. 

𝑝براي = 1  ،𝑏𝜐1  دنباله فضاي  تغيير  همان  با  هاي 
 باشد. کراندار مي

د باقري  و  ]يوسفي  داده 6ر  نشان  هر [  براي  که   اند 

𝑝 > 1،  𝑏𝑣𝑝  با جبر  جابجايي  يک    AMNMناخ 
 باشد. مي
 

 گيري نتيجه
در اين مقاله برخي از جبرهاي باناخ را که داراي خاصيت  

AMNM    نشان همچنين  کرديم.  بررسي  را  هستند 
از  متناهي  تعداد  حاصلضرب  به  خاصيت  اين  که  داديم 

شود. در  جبرهاي باناخ داراي اين خاصيت نيز منتقل مي
-n  خاصيت  تعميمي از اين خاصيت بنام  هاي اخيرسال

AMNM    اين خصوص نتايجي  شده است و در  مطرح
مراجع  توانيد  مي   در اين خصوصاست.  بدست آمده  نيز  

 ببينيد. را[ 11]تا [7]
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