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 01/03/1400تاریخ پذیزش هقالِ:    17/11/1311تاریخ ارسال هقالِ: 

 چکیده

گزٍَّار دٍگاًِ ٍ ًوایص گزٍَّارّای هضاعف را تا استفادُ اس هفاّین کلاف تزداری در -VBدر ایي هقالِ هفَْم 

گزٍَّار دٍگاًِ، تِ عٌَاى یک -VBکٌین. ّز تزداری، هعزفی هی ّایرستِ گزٍَّارّا یا گزٍَّار در رستِ کلاف

کلاف تزداری دٍگاًِ در رستِ گزٍَّارّای لی است. هٌظَر ها اس یک کلاف تزداری دٍگاًِ یک خویٌِ تا دٍ 

ساختار کلاف تزداری تز رٍی دٍ خویٌِ دیگز است. هفَْم ًوایص گزٍَّارّای لی هضاعف ٍ چٌذ ٍیضگی اساسی 

تَاًین ًطاى دّین کِ تٌاظز یک کٌین. هی سًجیزّای کَّوَلَصی ّوَار گزٍَّارّا هطالعِ هیعٌَاى ّن آى را تِ

تِ یک تیي ًوایص اس یک گزٍَّار لی هضاعف ٍ دٍ عولگز درجِ یک پیَستِ کِ در ّواًی هذرج لایثٌیتش صذق 

دارد. چٌذ ٍیضگی ٍ چٌذ هثال اس سًجیزّای تِ ٌّجار را حفظ کزدُ ٍ هزتعطاى صفز است، ٍجَد کزدُ، فضای ّن

VB-،یک ساختار  گزٍَّار دٍگاًِ را هطالعِ کزدُ ٍ سپس ًطاى خَاّین داد ّز ًوایص اس یک گزٍَّار لی هضاعف

VB-کٌذ.گزٍَّار دٍگاًِ رٍی عول گزٍَّارضاى القا هی 

 

 .ٍگاًِگزٍَّار لی هضاعف، جثزٍار لی هضاعف، ًظزیِ ًوایص، کلاف تزداری د هاي کلیدي: واژه

                                                 

  Email: farhang@shirazu.ac.ir                                                                                                   دار مکاتبات:     عهده .*
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 مقدمه -0

VB- گزٍَّارّا تَسطPradines هعزفی  [1] در

ضذُ است ٍ ًقص هْوی در ًظزیِ گزٍَّارّای لی ٍ 

 Gracia-Sazکٌذ. گزٍَّارّای لی هضاعف ایفا هی

 ٍMehta  اس ایي ساختار تزای هطالعِ ًظزیِ  [2]در

 اًذ.َّارّای لی استفادُ کزدًُوایص گزٍ

ای اس ساختارّای لی تِ علت ًوایص طیف گستزدُ

کارتزدّای ٍسیع آى در ریاضی ٍ فیشیک هَرد 

استقثال هحققاى سیادی قزار گزفتِ است. ها تیطتز 

لی را هعزفی ٍ هطالعِ -ًوایص جثزٍارّای َّم

 [4] [3]این. کزدُ

-VBهفاّین ًوایص گزٍَّارّای لی هضاعف ٍ 

دّین. یک کلاف تزداری گزٍَّار دٍگاًِ را ضزح هی

یک خویٌِ تِ ّوزاُ دٍ       دٍگاًِ 

است.   ٍ   ساختار کلاف تزداری رٍی دٍ خویٌِ 

تَاى تِ عٌَاى یک گزٍَّار دٍگاًِ را هی-VBیک 

ستِ گزٍَّارّای لی ضی کلاف تزداری دٍگاًِ در ر

 تعزیف ًوَد.

در اتتذا چٌذ هفَْم اس کَّوَلَصی گزٍَّارّای لی 

در  C. Arias Abad  ٍM. Crainicرا کِ تَسط 

 هَرد هطالعِ قزار گزفتِ است را یادآٍری  [5]

 کٌین.هی

یک گزٍَّار لی تا ًگاضت     فزض کٌیذ 

ٍ        تاضذ. اگز   ٍ ًگاضت هٌثع   ّذف 

 تاضذ، یعٌی  ی 
      (       )       

                      

 

رٍی فضای               هزس یک عولگز ّن

کِ تا          تَاتع ّوَار حقیقی هقذار 

طَری کِ  دّین ٍجَد دارد، تًِوایص هی      

        ٍ     ، اگز    تزای 

 آًگاُ      
       (    )   (    )   

    ٍ تزای 

  (       )   (       )  

∑       (                )  
 
   

                     
 

(       )ٍ         کِ        . 

تِ           ٍ هجتوع      داًین کِ هی

 عٌَاى کَّوَلَصی گزٍَّارّای ّوَار ضٌاختِ 

 ّن- فضای     تزای کلاف تزداری  ضَد.هی

 تِ صَرت  سًجیزّای گزٍَّار ّوَار تا هقادیز در 

         ((  
 
)
 
 )  

 

  ضَد، تِ طَری کِ تعزیف هی
 
تزای         

   ّواًی است ٍ    
 
(       )         

 [2] [5] .   تزای 

 

هقذار، تِ ٌّجار ًاهیذُ   سًجیز -ّن :0-0تعريف 

ّواًی تَدى حذاقل یکی اس ضَد، اگز در صَرت هی

 ّایص صفز ضَد.هَلفِ

- فضای   رٍی   ٍ   ّای تزداری تزای کلاف

، تِ صَرت سیز  تِ   سًجیزّای تثذیل اس ّن

 ضَدتعزیف هی
          

 (   ((  
 
)
 
  (  

 
)
 
 ))  

 

  تِ طَری کِ 
 
ّواًی     تزای         

  است ٍ 
 
(       ) .    ، تزای       

ٍ             تِ عثارت دیگز اگز 

(       ) یک            ، آًگاُ      

 است.       تِ        ًگاضت خطی اس 

 سًجیز تثذیلّن- تِ اسای ّز 
             

 

ّن - یک                ٍ 

تِ صَرت سیز تعزیف             ̂  سًجیز 

 .ضَدهی
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ّای تایی  ضاهل توام      ، خویٌِ    تزای 

 تزکیة ضذًی اس اعضا
 ̂   (       )  

 (       ) (  (  ))           

 

تَاى تِ یک را هی    ̂   ًگاضت  :8-0گزاره 

 هذٍل یکتای-    ّوزیختی 
 ̂                    

 

 گستزش داد.

ٍ   تز رٍی   ّای ًوایص   ٍ    فزض کٌیذ 

)تِ تزتیة( تاضٌذ. یک دیفزاًسیل رٍی   

 تِ صَرت سیز قاتل تعزیف است.         
  (       )     

   (       )  

∑       (                )
 
    

        (         )     
   

 

یک کلاف تزداری تاضذ، یک رستِ     اگز 

ای است کِ هجوَعِ اضیاء آى ، رستِ   𝒞فزین 

-ًگاضت      ّای آى، تِ اسای ّز ریختٍ   

است. رستِ فزین یک    تِ    ّای خطی اس 

رستِ لی است کِ فزین گزٍَّار یک سیز رستِ آى 

 است.

 

ٍ            گزٍَّار  :3-0مثال 

را در ًظز تگیزیذ. تزای ّز       کلاف تزداری 
 ضت، ًگا           

          
     

    
 

ّن قطز   ٍ   کٌین کِ اگز را تِ ضکلی تعزیف هی

تاضٌذ هقذار ایي ًگاضت صفز تاضذ ٍ در غیز ایي 

تزیي  صَرت تِ ٍسیلِ اًتقال هَاسی در طَل کَتاُ

 ، تِ ّوزاُ ضزب اسکالز در تِ    صئَسیک اس 
                   

 

، ًگاضتی             ًگاضت  ضَد.ف هیتعزی

 است.    𝒞تِ   اس 

را یک عول کَاسی     𝒞تِ   ّز ًگاضت ّوَار اس 

 ًاهین.هی

 

 دیاگزام سیز را در ًظز تگیزیذ :4-0تعريف 

 
 

ّای یک گزٍَّار لی )تِ ّوزاُ ًگاضت    کِ 

، ̃ ٍ  ̃  ،̃ ، ̃ ، ̃ هثذا، هقصذ ،ضزب ،ّواًی ٍ ٍارٍى 

یک گزٍَّار لی )تِ ّوزاُ     تِ تزتیة(، 

،  ،  ّای هثذا، هقصذ، ضزب، ّواًی ٍ ٍارٍى ًگاضت

یک کلاف تزداری     ، تِ تزتیة(،   ٍ  ،  

    (، ̃ ٍ  ̃ )تا ًگاضت تصَیز ٍ تزش صفز 

یک کلاف تزدار )تِ تزتیة تا ًگاضت تصَیز ٍ تزش 

 ( تاضذ ٍ ٍ   صفز 

  ̃    ̃  
ٍ 

  ̃    ̃   
 

 گزٍَّار است اگز-VBایي دیاگزام یک 

 ّای تزداری تاضذ.یک ّوزیختی کلاف    ̃  الف. 

 ّای تزداری تاضذ.یک ّوزیختی کلاف    ̃  ب. 

 یک ّوزیختی گزٍَّار لی تاضذ.    ̃  ج. 

             ٍ              ت. تزای ّز 

     ̃ ٍ      ̃      ̃ تِ طَری کِ 

 داضتِ تاضین     ̃ 
                           
 

یک گزٍَّار لی تاضذ.     : اگز 5-0مثال 

-VBیک ساختار       آًگاُ گزٍَّار لی 

 گزٍَّار تطکیل خَاّذ داد.
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-VBتَاى ًطاى داد کِ هفاّین هیدر حقیقت 

ّای در رستِ کلافگزٍَّار، ضی گزٍَّار لی 

تزداری ٍ ضی کلاف تزداری در رستِ گزٍَّارّای 

 لی هعادلٌذ.

 

 گروهوار مضاعف -8

 هزتع

 

را یک گزٍَّار هضاعف گَیین اگز در ضزایط سیز 

 صذق کٌذ:

ّای ّذف ٍ هٌثع عوَدی ٍ افقی تا ًگاضت .1

 . یعٌیجا ضًَذیکذیگز جاتِ

            
            
            
            
 

ّا پخص ّای ّذف ٍ هٌثع تز رٍی ضزبًگاضت .2

 ضًَذ. یعٌی

                           
                           
                           
                            

 

ٍ           تِ طَری کِ      کِ 

         . 

                قاًَى هثادلِ تزای ّز  .3

ٍ             ،      ، کِ تزای  

 تزقزار تاضذ. یعٌی            

                       
                         
 

           هضاعف-ًگاضت هٌثع .4

 ساتوزضي تاضذ.      

 

، [6]در تعزیف گزٍَّار هضاعف در  :0-8ملاحظه 

هضاعف تایذ علاٍُ تز ساتوزضي تَدى،  ًگاضت هٌثع

ًطاى داد کِ  [7]در  Stefaniniپَضا ًیش تاضذ. اها 

َدى ًقص خاصی در تعزیف گزٍَّار ایي پَضا ت

 کٌذ.هضاعف تاسی ًوی

 

یک کَّوَلَصی ّوَار گزٍَّار  :8-8تعريف 

هضاعف تزای گزٍَّار لی هضاعف تالا، دٍ 

کَّوَلَصی ّوَار گزٍَّار تِ ضکل سیز ٍ تِ ّوزاُ 

  است.   ٍ    دٍ عول ّن هزسی 

 

یک کلاف تزداری   فزض کٌیذ  :3-8گزاره 

-     تاضذ. یک ساختار   ٍ   رٍی  دٍگاًِ

ٍ یک ساختار         هذٍل راست رٍی 

 ٍجَد دارد.        هذٍل راست رٍی -     

 

    کافی است تزای  اثبات:
 
       ٍ

    
 
 تعزیف کٌین        ، کِ    

 ، آًگاُ     الف. اگز 
     (         )  

 (       ) (           )   
 

 ، آًگاُ   ب. اگز 
     (       )  

 (     ) (       )   
 

 ، آًگاُ   ج. اگز 
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     (       )  

 (       ) ( (  ))  

 

 ضاعفنمايش گروهوارهاي م -3

اکٌَى هفَْم ًوایص را تزای گزٍَّارّای هضاعف 

 تعزیف خَاّین کزد.

 

یک ًوایص اس گزٍَّار لی هضاعف  :0-3تعريف 

گاًِ ( یک کلاف تزداری د2ٍ)تعزیف ضذُ در تخص 

، تِ ّوزاُ ّوزیختی گزٍَّارّای لی  ٍ   رٍی   

ًگاضتی   است کِ                 هضاعف 

 است.              تِ   اس 

یک ًوایص اس گزٍَّار لی هضاعف تز   فزض کٌیذ 

تَاى دٍ  تاضذ. هی  رٍی کلاف تزداری دٍگاًِ 

تِ تزتیة رٍی    ٍ     1عولگز درجِ 

 تعزیف کزد، تِ طَری کِ        ٍ         

،         ّا، تزایفزم-0عول آًْا تز رٍی 

 تِ صَرت سیز است     ٍ        
                              

 

،        ّا، فزم-   ٍ عول آًْا تز رٍی 

 تِ صَرت سیز است     ٍ           
   (       )  

        
 (       )  

∑       (                )  
 
   

        (         )   
 

  تَاى ًطاى داد کِ  تِ سادگی هی
    

   . 

 

 در ایي   ، عولگز        تزای  :8-3لم 

 کٌذ، یعٌی تزای ّزّواًی لایثٌیتش هذرج صذق هی

    
 
       ٍ    

 
     . 

                       
        
 

ٍ         فزض کٌیذ اثبات: 

(              )           
                    

    

     
                          

 ∑      (                )

 

   

  (           )

 ∑       (         )

   

     

  (                  )

                                

                                

                                    

                             

                                      
 

 وَلَصی هجتوع هضاعف کَّ

 

کَّوَلَصی ّوَار گزٍَّار هضاعف تزای گزٍَّار 

کلاف   است. اگز   تا هقذار در   لی هضاعف 

تا ًوایص تذیْی         تزداری تذیْی 

 یکی است. 2-2تاضذ، ایي تعزیف تا تعزیف 

 

سًجیزّای فضای ّن        تزای ّز  :3-3 لم

 تستِ است.   تحت عول         تِ ٌّجار در 

تِ         ٍ           ّوچٌیي اگز 

 ًیش تِ ٌّجار خَاّذ تَد.    ٌّجار تاضٌذ، 
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           ٍ        فزض کٌیذ  اثبات:

سًجیز تِ ٌّجار تاضذ ٍ ّن- یک 

(          )      . 

 ، آًگاُ          اگز 
     (       )   (       )  

 (         )   (       )  

 (       )      
 

 ، آًگاُ            ٍ       اگز 
     (       )  

      (                )  

        (                )      
 

 ، آًگاُ            اگز 
     (       )  

      (         )  

        (         )      
 

 .       ٍ           فزض کٌیذ 

ّواًی    ،        ٍ تزای       گز ا

 ، آًگاُ     تاضذ. دٍ حالت دارین، اگز 
     (         )  

 (       ) (           )    

 (           )     
 

 آًگاُ          اگز 
     (         )  

 (       ) (           )  

 (       )        
 

ًیش تِ ّویي تزتیة ٍ تا     یا     اگز 

 ضَد.استفادُ اس تعزیف اثثات هی

 تَاى گفتتٌاتزایي هی

ّای یک تٌاظز یک تِ یک تیي ًوایص :4-3قضیه 

 1ٍ عولگزّای پیَستِ درجِ   رٍی   گزٍَّار لی 

        ٍ         ، تِ تزتیة رٍی   ٍ    

 ّواًی لایثٌیتش هذرج صذق کٌذ، فضای کِ در ایي
 

کٌٌذ ٍ سًجیزّای تِ ٌّجار را حفظ هیّن

  
    

 ٍجَد دارد.    

 

 گروهوار دوگانه-   -4

VB- گزٍَّار دٍگاًِ، تِ عٌَاى یک کلاف تزداری

 لی است. دٍگاًِ در رستِ گزٍَّارّای

 

گزٍَّار دٍگاًِ ضاهل سِ -VBیک : 0-4تعريف 

ّای ٍ کلاف    ٍ     ،    گزٍَّار 

کِ       ٍ       تزداری دٍگاًِ 

 دٌّذ.ًوَدار سیز را تطکیل هی

 

گزٍَّار لی هضاعف تعزیف ضذُ   اگز  :8-4مثال 

یک کلاف تزداری دٍگاًِ رٍ   تاضذ ٍ  2در تخص 

دٍ ساختار     َّار لی هضاعف . گزٍ ٍ   

VB- تطکیل     ٍ     گزٍَّار تز رٍی

گزٍَّار دٍگاًِ سیز را -VBدّذ، کِ ساختار هی

 دّذ.تطکیل هی

 

گزٍَّار لی هضاعف   فزض کٌیذ  :3-4مثال 

ٍ     ،    تاضذ ٍ  2تعزیف ضذُ در تخص 

دارای دٍ   ّای تزداری تاضٌذ. اگز کلاف    

تاضذ کِ   ٍ   گزٍَّار لی تز رٍی ساختار 

گزٍَّار لی تز -VBتِ تزتیة دٍ     ٍ     

 تاضٌذ. آًگاُ    ٍ     رٍی 
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 گزٍَّار دٍگاًِ است.-VBیک 

 

تاضذ  2-4گزٍَّار هثال -VB،  اگز  :4-4قضیه 

 ،   ٍ     آًگاُ تزای ّز 
        ⋃                      

 

.       ٍ         فزض کٌیذ  اثبات:

 تٌاتزایي 
    ̃               

ٍ 
     ̃                

 

      ̃ تٌاتزایي 
        

     . 

⋃    تزعکس اگز                     

ّست کِ                 آًگاُ 

 . آًگاُ      ٍ       ̃ 
                  ̃    
         

ٍ 
                  ̃    
          

 

 .       تٌاتزایي 

 

ِ گزٍَّار دٍگاً-VB،  فزض کٌیذ  :5-4قضیه 

 ،   تاضذ، تِ اسای ّز  2-4هثال 

 (  )                  
 

    ، تٌاتزایي        فزض کٌیذ  اثبات:

 . ّوچٌیي      ٍ       ̃ ّست کِ 

        ( ̃   )    (    )          
ٍ 

        ( ̃   )    (    )          
 

 .               تٌاتزایي 

 تَاى ًتیجِ گزفتتلافاصلِ هی

 

تاضذ  2-4گزٍَّار هثال -VB،  اگز  :6-4نتیجه 

 ، آًگاُ   آًگاُ تِ اسای ّز 
                  
 

  گاًِ فزض کٌیذ کلاف تزداری دٍ :7-4قضیه 

تاضذ. گزٍَّار   یک ًوایص اس گزٍَّار لی هضاعف 

گزٍَّار لی دٍگاًِ -VBعول هتٌاظز تا آى، یک 

 است.    ٍ     رٍی 

 کافی است تعزیف کٌین اثبات:
                  
 

خَاّذ تَد کِ     یک گزٍَّار لی تز رٍی   

ٍ     گزٍَّار دٍگاًِ رٍی -VBدر تعزیف 

 است.    

  



 156                1401ّای ًَیي در ریاضی/ سال ّطتن، ضوارُ سی ٍ ضطن، خزداد ٍ تیز ّصٍ ّوکاراى/ پضٍ هحوذرضا فزٌّگ دٍست
 

 

 

 فهرست منابع 

 

[1] J. Pradines, Remarque sur le 

groupoıde cotangent de Weinstein-

Dazord, C. R. Acad. Sci. Paris Ser. I 

Math., pp. 557-560, 1988.  

 

[2] A. Garcia-Saz and R. A. Mehta., 

VB-groupoids and representation 

theory of Lie groupoids., J. Symplect. 

Geom., vol. 15, no. 3, pp. 741-783, 

2017.  

 

[3] S. Merati and M. R. Farhangdoost, 

Representation up to homotopy of 

hom-Lie algebroids, Int. J. Geom. 

Methods Mod. Phys., vol. 15, no. 5, 

pp. 1850074, 2018.  

 

[4] S. Merati and M. R. Farhangdoost, 

Representation and central extension 

of hom-Lie algebroids, J. Algebra 

Appl., vol. 17, no. 11, pp. 185219, 

2018.  

 

[5] C. A. Abad and M. Crainic., 

Representation up to homotopy and 

Bott's sequnce for Lie groupoids, Adv. 

Math., vol. 248, pp. 416-452, 2013.  

 

[6] K. C. H. Mackenzie., Double Lie 

algebroids and second-order 

geometry. I, Adv. Math., vol. 94, no. 

2, pp. 180-239, 1992.  

 

[7] L. Stefanini., On the integration of 

LA-groupoids and duality for Poisson 

groupoids, Travaux mathe'matiques. 

Fascicule XVII, Universite' du 

Luxembourg, pp. 39-59, 2007.  

 

 


