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 مقدمه -4

 عنوان به. کندمی ايجاد مرتبط فضاهای روی را هايینگاشت 𝑋 فشرده متريک فضای روی 𝑓 دينامیکی سیستم يک

 یتوضع اين. دارد وجود نزديکی رابطه القايی معکوس حد فضای روی تغییرجا نگاشت و 𝑓 دينامیکی رفتار بین مثال،

 طريقی به 𝑋 فشرده متريک فضای يک از 𝑓 پیوسته نگاشت هر[. 0،6] است گرفته قرار مطالعه مورد گسترده طور به

. کندمی تعريف است، 𝑋 روی ناتهی و بسته هایزيرمجموعه همه فضای که 𝒦(𝑋) ابرفضای روی را نگاشتی آشکار،

 نهزمی اين در. بود خواهد پیوسته شده القا نگاشت آنگاه باشد، مجهز ويتوريس توپولوژی به 𝒦(𝑋) ابرفضای اگر

 هایويژگی)  𝑓 نگاشت پايه دينامیکی خواص بین ارتباطی چه: جمله آن از که شودمی مطرح بسیاری سوالات

 به مندیعلاقه اخیر، هایسال در دارد؟ وجود(  جمعی دينامیک)  القايی هاینگاشت و(  فرد به منحصر دينامیک

 توسط ابتدا ایمطالعه چنین[. 61، 9، 8، 7، 1، 5، 0، 1. ]است يافته افزايش ابرفضاها روی القايی هاینگاشت مطالعه

,𝒦(𝑋)) هایدينامیک[. 66] شد انجام زيگمونه و باوئر 𝑓) روی هایدينامیک از ترغنی 𝑋 ،راحتی به که هستند 

 مطالعه برای قوی ایانگیزه امر اين. کرد ارزيابی[ 60] زيگمونه و باوئر ،[66] بنکر هایمثال و نتايج از توانمی

,𝒦(𝑋)) هایدينامیک 𝑓) محدود اصلی مسئله از جنبه چند به تنها را خود توجه حاضر مقاله در. دهدمی ما به 

 همطالع را زنجیری آمیختگی و توپولوژيک زنجیری ترايای خواص که است اين ما هدف مثال، عنوان به. کنیممی

 .کنیم

 در پذيرغیرمتريک توپولوژيکی فضای يک در را دينامیکی سیستم يک دهیممی ترجیح اوقات گاهی ديگر، سوی از

 بین "فاصله" از استفاده با دينامیک هایسیستم توپولوژيک نظريه در دينامیکی مفاهیم از بسیاری اما. بگیريم نظر

 هب مربوط مفاهیم چنین تواننمی عمومی توپولوژيک فضاهای برای حال، اين با. شوندمی تعريف نقاط و هامجموعه

 .باشیم هداشت دهدمی ارائه توپولوژی خود آنچه به نسبت بیشتری ساختار اينکه مگر کرد تعريف را اندازه يا فاصله

توان از آن جمله به مطالعه دينامیک روی چنین فضاهايی گاها در علوم مختلف کاربردهای زيادی دارد که می

 فضاهايی چنین در توپولوژيکی هایدينامیک مطالعه امروزه ای در فیزيک اشاره کرد.-pکاربردهای مختلف اعداد 

  [.67، 61، 65، 60، 61] است محققان از بسیاری توجه مورد

 ورفهاسد فضای روی طبیعی طور به توانمی را دينامیکی هایويژگی از بسیاری که دادند نشان[ 68] ماتیاس و گود

 و ايیتراي تیخونف، فضای يک در که دادند نشان هاآن مثال، عنوان به. کرد تعريف(  متريک يا فشرده لزوما نه اما) 

 مورد را زنیسايه از هايینسخه هاآن. دارد اولیه شرايط به توپولوژيکی حساسیت بر دلالت چگال، متناوب نقاط وجود

 به ،دادند تعمیم زنجیری ترايای و توپولوژيکی فضای در را شده شناخته نتايج اين از تعدادی. دادند قرار مطالعه

 فضا راگ تنها و اگر است يکنواخت زنیسايه دارای فشرده فضای يک روی همانی نگاشت که دادند نشان مثال عنوان

 ایدنباله ردهفش و فشرده فضاهای برای و پاياست توپولوژيک تزويج تحت توپولوژيکی زنیسايه باشد، کلی ناهمبند

 صلبی ضعیف، يکنواختی توپولوژيکی مفاهیم[ 9] در. است متناهی توپولوژيک زنیسايه معادل يکنواخت زنیسايه

 پس،س. است آمده دست به يکنواخت، صلبی معادل خصوصیات برخی و شده معرفی چندگانه حساسیت و يکنواخت

 مفاهیم[ 60] در اخیرا،. پیوسته هم يا است حساس يا ای، نقطه ترايای دينامیکی سیستم يک که شده ثابت[ 67] در

 شده داده متعمی يکنواخت فضاهای به دينامیکی هایسیستم برای زنیسايه ويژگی و بودن انبساطی آنتروپی، نقاط

 .است آمده دست به مثبت يکنواخت آنتروپی و توپولوژيکی هایويژگی بین ایرابطه و

 1 بخش در. دهیممی قرار بحث مورد را مقدمات و تعاريف بعدی بخش در که است شده مرتب صورت اين به مقاله

 اثبات را 1.0 قضیه و 1.6 قضیه يعنی خود، اصلی نتايج و کرده بررسی را القايی هاینگاشت ترايايی هایويژگی

 .دهیممی قرار بحث مورد مختلف هایتوپولوژی به توجه با را ترايايی بین روابط نهايت، در. کنیممی
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 اولیه مفاهیم  8

𝑋 حاصلضرب از زيرمجموعه يک 𝑋 مجموعه روی 𝒰 يکنواختی. باشد تهی غیر مجموعه يک 𝑋 کنید فرض × 𝑋 

 [:   69] کند صدق زير شرايط در طوريکهه ب است

,𝐸6 قطر دربرگیرنده هر برای • 𝐸0 ∈ 𝒰، 𝐸6 ∩ 𝐸0 ∈ 𝒰 اگر و 𝐸6 ⊂ 𝐸0 و 𝐸6 ∈ 𝒰 آنگاه 𝐸0 ∈ 𝒰 . 

𝐸 هر • ∈ 𝒰 قطر شامل Δ𝑋 = {(𝑥, 𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋} باشدمی . 

𝐸 اگر • ∈ 𝒰، 𝐸𝑇 = {(𝑦, 𝑥): (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸} ∈ 𝒰  

𝐸 هر برای • ∈ 𝒰 دارد وجود �̂� ∈ 𝒰 بطوريکه �̂� ∘ �̂� ⊂ 𝐸 اينکه و  

 �̂� ∘ �̂� = 

{(𝑥, 𝑦): ∃𝑧 ∈ 𝑋; (𝑥, 𝑧) ∈ �̂�, (𝑧, 𝑦) ∈ �̂�}. 
  

,𝑋) با و شودمی نامیده يکنواختی فضای آن روی 𝒰 يکنواختی با 𝑋 مجموعه  𝒰) شودمی داده نشان. 

يک يکنواختی  ℤای روی -pساختای  pرا در نظر بگیريد. برای عدد اول مفروض  ℤمجموعه اعداد صحیح  4.4مثال 

 تعريف شده به صورت   𝐷[𝑛]است که توسط زير مجموعه های 
𝑠, 𝑡 ∈ 𝐷[𝑛] ⟺  𝑠 ≡ 𝑡 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑛) 

ای برخوردار است دهیم. اين ساختار در نظريه اعداد از اهمیت ويژهنشان می  𝒰𝑝شود. اين يکنواحتی را با تولید می

 .[69]های ديوفانتی و فیزيک دارد تقريب و همچنین کاربردهای زيادی در

,𝑋) کنید فرض   𝒰) از عضو هر آنگاه باشد، يکنواختی فضای يک 𝒰 قطر دربرگیرنده را 𝑋 دربرگیرنده يک. نامندمی 

𝐸 اگر است متقارن 𝐸 قطر = 𝐸𝑇 .از متقارن قطر دربرگیرنده توانیممی موارد بیشتر در 𝒰 درنظر پايه عنوان به را 

,𝐸 قطر دربرگیرنده هر برای بنابراين. بگیريم �̂� ∈ 𝒰 ،داريم 𝐸 ∘ �̂� = �̂� ∘ 𝐸 .اگر 𝑥 ∈ 𝑋، 𝐴 ⊂ 𝑋 و 𝐸 ∈ 𝒰 

𝐸[𝑥] مجموعه آنگاه = {𝑦 ∈ 𝑋: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸} از مقطع سطح 𝐸 نقطه در 𝑥 و شودمی نامیده  

 𝐸[𝐴] = {𝑦 ∈ 𝑋: ∃𝑎 ∈ 𝐴; 𝑦 ∈ 𝐸[𝑎]}. 

𝑛 هر برای لذا، ∈ ℕ، 𝐸𝑛 دهیممی نشان زير صورت به را : 

𝐸𝑛: = 𝐸 ∘ 𝐸 ∘ … ∘ 𝐸 (𝑛مرتبه) 

= {(𝑥, 𝑦): ∃𝑧1 = 𝑥, 𝑧6, … , 𝑧𝑛 = 𝑦; 
(𝑧𝑖−6, 𝑧𝑖) ∈ 𝐸, 𝑖 = 6,0, … , 𝑛}. 

𝜏 اگر  = {𝐴 ⊂ 𝑋: ∀𝑎 ∈ 𝐴, ∃𝐸 ∈ 𝒰|𝐸[𝑎] ⊂ 𝐴}، آنگاه 𝜏 روی توپولوژی يک 𝑋 که کندمی ايجاد 

,𝑋) يکنواخت فضای گويیممی وقتی بعد، به اين از[. 69]شودمی نامیده 𝒰 يکنواختی توسط القايی توپولوژی 𝒰) 

,𝑋) توپولوژيکی فضای که است اين منظور داراست، را خاصی توپولوژيکی خاصیت 𝜏) است ويژگی همین دارای . 

,𝑋) يکنواخت فضای يک در باشد، فشرده فضای يک 𝑋 کنید فرض 𝒰) از ابرفضاهايی 𝑋 تعريف زير صورت به را 

 : کنیممی

 

• 𝒦(𝑋) = {𝐴 ⊂ 𝑋:    {𝐴 بسته و غیرتهی

• 𝐶(𝑋) = {𝐴 ∈ 𝒦(𝑋):   {𝐴 همبند

• ،𝑛 ∈ 𝑁 برای هر   

𝐶𝑛(𝑋) = {𝐴 ∈ 𝒦(𝑋):  { 𝐴 حداکثر 𝑛 مولفه دارد

• ،𝑛 ∈ 𝑁 برای هر   
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 𝐹𝑛(𝑋) = {𝐴 ∈ 𝒦(𝑋):  { 𝐴 حداکثر 𝑛 نقطه دارد

• 𝐹(𝑋) = ⋃∞
𝑛=6 𝐹𝑛(𝑋)  

 

,𝑋) کنید فرض  𝒰) و باشد يکنواخت فضای يک 𝐸 ∈ 𝒰 .اگر  

 0𝐸 = {(𝐴, 𝐴′) ∈ 𝒦(𝑋) × 𝒦(𝑋) ∶ 𝐴 ⊂ 𝐸[𝐴′], 𝐴′ ⊂ 𝐸[𝐴]}, 

𝔅 مجموعه آنگاه = {0𝐸: 𝐸 ∈ 𝒰} روی يکنواختی برای پايه يک 𝒦(𝑋) نشان زير صورت به که باشد می 

  دهیممی

 0𝒰 = {𝐔 ⊂ 𝒦(𝑋) × 𝒦(𝑋): 
∃ 𝐸 ∈ 𝒰|0𝐸 ⊂ 𝐔}. 

,𝐶(𝒰) صورته ب را آنها لذا هستند، 0𝒰 از تحديدی کدام هر چون ابرفضاها، ساير برای 𝐶𝑛(𝒰), 𝐹𝑛(𝒰), 𝐹(𝒰) 

 که کنیممی يادآوری. است منطبق ويتوريس توپولوژی با 0𝒰 توسط شده القا توپولوژی که دانیممی. دهیممی نشان

 : است زير شکل به هایمجموعه همه از پايه يک با توپولوژی يک 𝑋 مجموعه روی ويتوريس توپولوژی

 𝒱(𝑈6, 𝑈0, … , 𝑈𝑘) = {𝐵 ∈ 𝒦(𝑋): 

𝐵 ⊂ ⋃

𝑘

𝑖=6

𝑈𝑖 , 𝐵 ∩ 𝑈𝑖 ≠ ∅ ; 𝑖 = 6,0, … , 𝑘}, 

,𝑈6 که 𝑈0, … , 𝑈𝑘 در (𝑋, 𝜏𝒰) هستند باز. 

 

:𝑓 کنید فرض 𝑋 → 𝑋 همه برای باشد، نگاشت يک 𝐴 ∈ 𝒦(𝑋)، 𝑓: 𝒦(𝑋) → 𝒦(𝑋) صورت به را 

𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐴)هاینگاشت همچنین .کنیممی تعريف 𝐶𝑛(𝑓), 𝐶(𝑓), 𝑓𝑛 و 𝑓<𝜔 از را 𝒦(𝑋) به 𝒦(𝑋) را 

 :کنیممی تعريف زير صورت به

 

 𝐶𝑛(𝑓) = 𝑓|𝐶𝑛(𝑋), 𝐶(𝑓) = 𝑓|𝐶(𝑋), 
 

 𝑓𝑛 = 𝑓|𝐹𝑛(𝑋),    𝑓<𝜔 = 𝑓|𝐹(𝑋). 

𝑋 حاصلضربی فضای. شوندمی نامیده 𝑓 توسط القايی هاینگاشت توابع اين × 𝑋 × … × 𝑋 با را 𝑋(𝑛) نشان 

:𝑓(𝑛) و دهیممی 𝑋(𝑛) → 𝑋(𝑛) توسط را 𝑓(𝑛)(𝑥6, … , 𝑥𝑛) = (𝑓(𝑥6), … , 𝑓(𝑥𝑛)) کنیممی تعريف. 

 

,𝑋) کنید فرض 𝒰) و يکنواخت فضای يک 𝑓: 𝑋 → 𝑋 همچنین باشد، پیوسته نگاشت يک 𝐷 ∈ 𝒰 .يک آنگاه 

−𝐷 نقاط از دنباله يک ،(نامتناهی يا متناهی) مدار شبه {𝑥1, 𝑥6, 𝑥0, … 𝑖 برای طوريکهه ب باشد، می { ≥ 1 ، 

. (𝑓(𝑥𝑖), 𝑥𝑖+6) ∈ 𝐷 
,𝑥1} متناهی مدار شبه 𝐷− يک اگر 𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑚} 1 برای بطوريکه باشیم، داشته را ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 − 6)، 

(𝑓(𝑥𝑖), 𝑥𝑖+6) ∈ 𝐷 ،يک را آن آنگاه باشد −(𝐷, 𝑓) طول به زنجیر 𝑚 زيرمجموعه. نامیممی Λ از 𝑋 ترايای 

,𝑥 نقاط از جفت هر برای اگر است، توپولوژيکی درونی زنجیری 𝑦 ∈ Λ هر و 𝐷 ∈ 𝒰، يک −(𝐷, 𝑓) زنجیر 

{𝑥1 = 𝑥, 𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑚 = 𝑦} ⊂ Λ 

Λ که زمانی خاص حالت در. باشد داشته وجود 𝑦 و 𝑥 بین  = 𝑋، گويیممی 𝑓 يا 𝑋 توپولوژيک زنجیری ترايای 

 [.61]است

  دارای ويژگی  𝑓 نگاشت گويیم
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:𝑓(0) اگر است توپولوژيکی ضعیف آمیختگی • 𝑋(0) → 𝑋(0) [01]باشد توپولوژيک ترايای. 

𝑛 هر برای اگر است کلی توپولوژيک زنجیری ترايای • ≥ :𝑓𝑛 تابع ،6 𝑋 → 𝑋 باشد توپولوژيک زنجیری ترايای . 

𝑈 باز مجموعه هر برای اگر است، کامل •  ⊂ 𝑋، مثبت صحیح عدد يک 𝑚 طوريکهه ب باشد، موجود 𝑓𝑚(𝑈) =

𝑋 . 

𝐸 هر برای اگر باشد،می کامل توپولوژيکی، زنجیرهای وسیله به • ∈ 𝒰 ناتهی و باز زيرمجموعه هر و 𝑈 ⊂ 𝑋، عدد 

𝑛𝐸 مثبت صحیح ≥ 𝑥 هر برای طوريکهه ب باشد موجود 6 ∈ 𝑋 هر و 𝑢 ∈ 𝑈 يک −(𝐸, 𝑓) مانند زنجیر  

{𝑎1 = 𝑢, 𝑎6, 𝑎0, … , 𝑎𝑛𝐸
= 𝑥} از 𝑢 به 𝑥 طول به 𝑛𝐸 باشد داشته وجود . 

 طوريکهه ب باشد، موجود 𝑁 مثبت صحیح عدد 𝐸 قطر دربرگیرنده هر برای اگر است، توپولوژيک زنجیری آمیختگی •

𝑛 هر برای ≥ 𝑁 نقاط از جفت هر و 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 .يک −(𝐸, 𝑓) از زنجیر 𝑥 به 𝑦 طول به 𝑛 باشد، موجود 

 {𝑥1 = 𝑥, 𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛 = 𝑦} . 

𝑥 هر برای اگر است، توپولوژيک بازگشتی زنجیر • ∈ 𝑋 قطر دربرگیرنده هر و 𝐸 .يک −(𝐸, 𝑓) از زنجیر 𝑥 به 

 [.61]باشد موجود خودش

تعريف شده در مثال   𝒰𝑝يکنواختی  pرا در نظر بگیريد. برای عدد اول مفروض  ℤمجموعه اعداد صحیح  8.4مثال 

:𝑔دهیم نگاشت را در نظر بگیريد.  نشان می 6.6 ℤ → ℤ  با ضابطه𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥 که در آنa وp    ،متباين هستند

𝑘در حالیکه ترايای زنجیری توپولوژيکی نیست. فرض کنید  است توپولوژيک بازگشتی زنجیردارای ويژگی  ∈ ℤ 

𝑎𝜑(𝑝𝑘)صورت بنا بر قضیه اويلر دلخواه باشد. در اين ≡ 𝑥برقرار است. لذا برای هر  𝑝𝑘به پیمانه  6 ∈ ℤ دنباله 

𝑥1 = 𝑥, 𝑥6 = 𝑎𝑥, … , 𝑥𝜑(𝑝𝑘)−6 = 𝑎𝜑(𝑝𝑘)−6𝑥 

 دهیمتوپولوژيکی است. نشان می بازگشتی دارای ويژگی زنجیر 𝑔باشد. يعنی به خودش می xزنجیر از - 𝐷[𝑘]يک 

𝑔 توپولوژيکی نیست. به برهان خلف فرض کنید  دارای ويژگی ترايای زنجیری𝑥1 = 1, 𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛 = يک  6

𝐷[6] -آوريم میدست ه صورت بزنجیر از صفر به يک باشد، در اين𝑝|𝑎𝑛 .که تناقض است 

:𝑓 کنید فرض  𝑋 ⟶ 𝑋 مدار. باشد توپولوژيک فشرده فضای روی پیوسته نگاشت يک 𝒪𝑓 نقطه يک از 𝑥 ∈ 𝑋، 

:𝑓𝑛(𝑥)} مجموعه 𝑛 ≥ 𝑥 نقطه. باشد می {1 ∈ 𝑋 اگر شودمی گفته متناوب 𝑛 >  طوريکهه ب باشد موجود 1

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥 .مثبت عدد 𝑛 از تناوب يک را 𝑥 بنابراين. نامندمی  

𝑃𝑒𝑟(𝑓) = ⋃

𝑛≥6

{|𝑓𝑛|}. 

 

 اصلي نتايج  3

 1.0 و 1.6 قضیه اصلی نتیجه دو و دهیممی قرار بررسی مورد را القايی هاینگاشت ترايايی هایويژگی بخش اين در 

 اختيکنو ابرفضاهای در القايی هاینگاشت برای را توپولوژيک زنجیری ترايای معادل ، 1.6 قضیه در. کنیممی ثابت را

 .[7]اين قضايا در حالتی که فضای زمینه مجهز به متريک باشد اثبات شده است  .کنیممی ثابت

 

,𝑋) کنید فرض  3.4 قضیه 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 موارد آنگاه. باشد پیوسته تابع يک 
 :  هستند معادل زير

6  .𝑓<𝜔 است، توپولوژيک زنجیری ترايای  

0  .𝑓 است، توپولوژيک زنجیری ترايای  
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1  .𝑓0 است، توپولوژيک زنجیری ترايای  

𝑛 هر برای.  0 ≥ 0، 𝑓𝑛 است توپولوژيک زنجیری ترايای . 

  

 . کنیممی ثابت دينامیک هایسیستم برای را ترايايی هایويژگی معادل بعدی، قضیه در 

,𝑋) کنید فرض  3.8 قضیه 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 موارد آنگاه. باشد پیوسته تابع يک 
 :  هستند معادل زير

6  .𝑓 است، کامل توپولوژيک زنجیرهای توسط  

0  .𝑓 است، توپولوژيک ضعیف زنجیری آمیختگی  

𝑛 هر برای.  1 ≥ 0، 𝑓(𝑛) است، توپولوژيک زنجیری ترايای  

0  .𝑓 است، توپولوژيک کلی زنجیری ترايای  

5  .𝑓 است توپولوژيک زنجیری آمیختگی . 

 

,𝑋) کنید فرض 3.3 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 اگر. باشد پیوسته تابع يک 𝑓 ترايای 
 . پوشاست 𝑓 آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری

  

 بنابراين. است 𝑋 از ناتهی باز زيرمجموعه يک 𝑋\𝑓(𝑋) است، فشرده 𝑋 چون. نباشد پوشا 𝑓 کنید فرض .برهان

𝑦 ∈ 𝑋\𝑓(𝑋) و 𝐸 ∈ 𝒰 طوريکهه ب است، موجود 

𝐸[𝑦] ⊂ 𝑋\𝑓(𝑋). 
,𝐸)− يک 𝑓 بودن توپولوژيک زنجیری ترايای به توجه با  𝑓) زنجیر {𝑦1 = 𝑦, 𝑦6, … , 𝑦𝑛 = 𝑦} از 𝑦 خودش به 

1 برای طوريکهه ب است، موجود ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 6، (𝑓(𝑦𝑖), 𝑦𝑖+6) ∈ 𝐸 .لذا  
𝑓(𝑦𝑛−6) ∈ 𝐸[𝑦] ⊂ 𝑋\𝑓(𝑋) 

 . پوشاست 𝑓 نتیجه در است، تناقض يک که

,𝐶(𝑓) توابع از کدام هر اگر که دادند نشان[ 68] ماکیاس و گود  𝐶𝑛(𝑓), 𝑓𝑛, 𝑓<𝜔 , 𝑓 توپولوژيک زنی سايه دارای 

 . یمکنمی بیان توپولوژيک زنجیری ترايای برای مشابه ایقضیه حال. است خاصیت اين دارای نیز 𝑓 آنگاه باشند،

  

 اتخاذ شده است. ]68[ايده برهان گزاره زير از منبع 

 

,𝑋) کنید فرض  3.1 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 از يک هر اگر. باشد پیوسته تابع يک 

,𝐶(𝑓)} گردايه توابع 𝐶𝑛(𝑓), 𝑓𝑛, 𝑓<𝜔 , 𝑓| 𝑛 ∈ ℕ} آنگاه باشند، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 زنجیری ترايای 
 . است توپولوژيک

  

 .باشدمی مشابه طور به نیز ديگر موارد برهان دهیم،می انجام 𝑓 برای را اثبات .برهان

𝐸 کنید فرض ∈ 𝒰، 0 آنگاه𝐸 ∈ 0𝒰 .کنید فرض 𝑓 و باشد توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 .چون 

{𝑥}, {𝑦} ∈ 𝒦(𝑋)، 0)− يک𝐸 , 𝑓) زنجیر  

{{𝑥} = 𝐴1, 𝐴6, 𝐴0, … , 𝐴𝑘 = {𝑦}} 
𝑘 با  ≥  .است موجود 𝒦(𝑋) در 6
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,𝑓({𝑥})) چون 𝐴6) ∈ 0𝐸، لذا  

𝑓({𝑥}) = 𝑓({𝑥}) ⊆ 𝐸[𝐴6]. 

𝑎6 بنابراين ∈ 𝐴6 طوريکهه ب دارد وجود (𝑓(𝑥), 𝑎6) ∈ 𝐸 .اينکه از (𝑓(𝐴6), 𝐴0) ∈ 0𝐸 که گیريممی نتیجه 

𝑓(𝑎6) ∈ 𝐸[𝐴0]، برای لذا 𝑎0 ∈ 𝐴0، (𝑓(𝑎6), 𝑎0) ∈ 𝐸 .0 برای روند، اين ادامه با ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 6، 

𝑎𝑖+6 ∈ 𝐴𝑖+6 طوريکهه ب است موجود (𝑓(𝑎𝑖), 𝑎𝑖+6) ∈ 𝐸 .دنباله بنابراين {𝑥 = 𝑎1, 𝑎6, 𝑎0, … , 𝑎𝑘 =

𝑦} يک −(𝐸, 𝑓) در زنجیر 𝑋 از 𝑥 به 𝑦 باشدمی. 

 مثال 

,𝑋) کنید فرض 3.8 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 اگر. باشد پیوسته تابع يک 𝑌 
 تو زنجیری ترايای 𝑓|𝑌 اگر تنها و اگر است توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 آنگاه باشد، 𝑋 از چگال و پايا زيرمجموعه

 .باشد پولوژِيک

 

,𝑎 کنید فرض بگیريد، نظر در توپولوژيک زنجیری ترايای را 𝑓. نگاشت  برهان 𝑏 ∈ 𝑌 و 𝐸 ∈ 𝒰 .همچنین �̂� ∈

𝒰 که بگیريد نظر در طوری را �̂� ∘ �̂� ⊂ 𝐸 .چون 𝑋 و فشرده 𝑓 قطر دربرگیرنده است، يکنواخت پیوسته 𝐷 ⊂

�̂� اگر طوريکهه ب است موجود (𝑠, 𝑡) ∈ 𝐷 هر برای آنگاه 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑋، (𝑓(𝑠), 𝑓(𝑡)) ∈ �̂� .قطر دربرگیرنده 

�̂� ∈ 𝒰 که کنید انتخاب طوری را �̂� ∘ �̂� ⊂ 𝐷 .چون 𝑓 است، يک  توپولوژيک زنجیری ترايای −(�̂�, 𝑓) زنجیر 
{𝑎 = 𝑧1, 𝑧6, 𝑧0, … , 𝑧𝑘 = 𝑏} 

𝑘 با ≥ 𝑖 هر برای لذا است، چگال 𝑋 در 𝑌 چون همچنین. دارد وجود 𝑏 به 𝑎 از 𝑋 در 6 ∈ {1,6,0, … , 𝑘 − 6}، 

𝑡𝑖+6 ∈ 𝐼𝑛𝑡𝑋(�̂�[𝑧𝑖+6]) ∩ 𝑌  است موجود. 

𝑡1 اگر = 𝑧1 و 𝑡𝑘 = 𝑏، به توجه با آنگاه �̂� ∘ �̂� ⊂ 𝐷 و �̂� ∘ �̂� ⊂ 𝐸 1 برای ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 −  داشت خواهیم ،6

(𝑓(𝑡𝑖), 𝑡𝑖+6) ∈ 𝐸. 

,𝑎} دنباله بنابراين 𝑡6, 𝑡0, 𝑡1, … , 𝑡𝑘−6, 𝑏} يک −(𝐸, 𝑓) در زنجیر 𝑌 است. 

,𝑥. باشد توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓|𝑌 کنید فرض .برعکس 𝑦 ∈ 𝑋 و 𝑦′ ∈ 𝑓−6(𝑦) فرض. بگیريد نظر در را 

𝐸 کنید ∈ 𝒰، چون 𝑓 قطر دربرگیرنده است، يکنواخت پیوسته 𝐷 ∈ 𝒰 اگر طوريکهه ب است موجود (𝑎, 𝑏) ∈

𝐷 آنگاه (𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) ∈ 𝐸 .چون 𝑌 در 𝑋 است، چگال 𝑧1, 𝑧6 ∈ 𝑌 طوريکهه ب دارد وجود (𝑧1, 𝑓(𝑥)) ∈

𝐸 و (𝑧6, 𝑦′) ∈ 𝐷 لذا (𝑓(𝑧6), 𝑦) ∈ 𝐸. 

,𝐸)− يک فرضیات، به توجه با 𝑓) زنجیر 𝑌, {𝑧1 = 𝑎1, 𝑎6, 𝑎0, … , 𝑎𝑘 = 𝑧6} با 𝑘 ⩾ . دارد وجود 𝑌 در ،6

  دنباله بنابراين
{𝑥, 𝑧1 = 𝑎1, 𝑎6, 𝑎0, … , 𝑎𝑘 = 𝑧6, 𝑦} 

,𝐸)− يک 𝑓) در زنجیر 𝑋 از 𝑥 به 𝑦 باشدمی. 

 

,𝑋) کنید فرض  3.3 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 باشد پیوسته تابع يک  . 

𝑛 هر برای اگر •   ≥ 6، 𝑓𝑛 آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓<𝜔 است، توپولوژيک زنجیری ترايای  

 . است توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓0 آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 اگر •  
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𝑛 هر برای کنید فرض( 6) .برهان ≥ 6، 𝑓𝑛 و باشد توپولوژيک زنجیری ترايای 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐹(𝑋). عدد طبیعی𝑛 را 

𝐹𝑛(𝑋) در 𝐵 به 𝐴 از زنجیر يک بنابراين. باشند 𝐹𝑛(𝑋) عضو 𝐵 و 𝐴 مجموعه دو هر که يافت طوری توانمی ⊂

𝐹(𝑋) لذا. دارد وجود 𝑓<𝜔 است توپولوژيک زنجیری ترايای. 

𝑧 کنید فرض( 0) ∈ 𝑋، 𝐸 ∈ 𝒰 و 𝐴 = {𝑥1, 𝑦1} ، 𝐵 = {𝑥, 𝑦} در نقطه دو 𝐹0(𝑋) چون. باشند 𝑓 ترايای 

0𝐸)− است، توپولوژيک زنجیری , 𝑓) زنجیر Γ6 = {𝐴 = 𝐴1, 𝐴6, 𝐴0, … , 𝐴𝑟 = {𝑧}} از 𝐴 به {𝑧} در 

𝒦(𝑋) چون همچنین. دارد وجود (𝑓(𝐴𝑖), 𝐴𝑖+6) ∈ 0𝐸، نقاط 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ 𝐴𝑖 هر برای بطوريکه دارند وجود 

𝑖 ∈ {1,6,0, … , 𝑟 − 6}، 

(𝑓(𝑥𝑖), 𝑥𝑖+6) ∈ 𝐸 و(𝑓(𝑦𝑖), 𝑦𝑖+6) ∈ 𝐸. 

𝑖 هر برای بنابراين = 1,6,0, … , 𝑟 − 6، ({𝑓(𝑥𝑖), 𝑓(𝑦𝑖)}, {𝑥𝑖+6, 𝑦𝑖+6}) ∈ 0𝐸. 

Γ6 نتیجه در
∗ = {𝐴∗ = 𝐴1

∗, 𝐴6
∗, 𝐴0

∗, … , 𝐴𝑟
∗ = {𝑧}} 0)− يک𝐸 , 𝑓0) از زنجیر 𝐴 به {𝑧} در 𝐹0(𝑋) می-

𝑖 برای که باشد، = 1,6,0, … , 𝑟 − 6، 𝐴𝑖
∗ = {𝑥𝑖, 𝑦𝑖} .بودن توپولوژيک زنجیری ترايای به توجه با همچنین 𝑓، 

0𝐸)− يک , 𝑓) زنجیر Γ0 = {{𝑧} = 𝐵1, 𝐵6, 𝐵0, … , 𝐵𝑙 = 𝐵} از {𝑧} به 𝐵 کنید فرض. دارد وجود 𝑥𝑙 =

𝑥 و 𝑦𝑙 = 𝑦 .چون 𝑓(𝐵𝑖−6) ⊂ 𝐸[𝐵𝑖]، نقاط 𝑥𝑖−6, 𝑦𝑖−6 ∈ 𝐵𝑖−6 6 برای طوريکهه ب دارند وجود ≤ 𝑖 ≤ 𝑙، 

(𝑓(𝑥𝑖−6), 𝑥𝑖) ∈ 𝐸 و 𝑓(𝑦𝑖−6), 𝑦𝑖) ∈ 𝐸 .بنابراين 

Γ0
∗ = {𝐵1

∗ = {𝑧}, 𝐵6
∗, 𝐵0

∗, … , 𝐵𝑙
∗ = 𝐵} 

0𝐸)− يک  , 𝑓0) از زنجیر {𝑧} به 𝐵 در 𝐹0(𝑋) برای که باشد، می 𝑖 = 1,6,0, … , 𝑟 − 6، 𝐵𝑖
∗ = {𝑥𝑖, 𝑦𝑖} .

Γ6 اتصال با نتیجه در
∗ + Γ0

0𝐸)− يک ∗ , 𝑓0) از زنجیر 𝐴 به 𝐵 در 𝐹0(𝑋) داشت خواهیم. 

 

 الهام گرفته شده است. ]7[ايده برهان گزاره زير از منبع 

 

,𝑋) کنید فرض  3.3 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 برای اگر. باشد پیوسته تابع يک 
𝑘 ≥ 0، 𝑓𝑘 هر برای آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑛 ≥ 𝑘، 𝑓𝑛 است توپولوژيک زنجیری ترايای  . 

𝑛 است کافی .برهان ≥  بودن توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓𝑛 بودن توپولوژيک زنجیری ترايای بگیريد، نظر در 0

𝑓𝑛+6 کنید فرض. دهدمی نتیجه را 𝐸 ∈ 𝒰، 𝐴 = {𝑎6, 𝑎0, … , 𝑎𝑛+6} و 𝐵 = {𝑏6, 𝑏0, … , 𝑏𝑛+6} .همچنین 

′𝐴 کنید فرض = {𝑎6, 𝑎0, … , 𝑎𝑛}، 𝐵′ = {𝑏6, 𝑏0, … , 𝑏𝑛}، 𝐴′′ = {𝑎6, 𝑎0, … , 𝑎𝑛−6} و 𝐵′′ =

{𝑏6, 𝑏0, … , 𝑏𝑛−6} .چون 𝑓𝑛 0)− است، توپولوژيک زنجیری ترايای𝐸 , 𝑓𝑛) زنجیرهای 

 {𝐴′ = 𝐴1, 𝐴6, 𝐴0, … , 𝐴𝑟 = 𝐴′′}  
′′𝐵} و 𝑟 طول به = 𝐵1, 𝐵6, 𝐵0, … , 𝐵𝑡 = 𝐵′} طول به 𝑡 لذا. دارند وجود  

 {𝐴1 ∪ {𝑎𝑛+6}, 𝐴6 ∪ {𝑓(𝑎𝑛+6)}, 𝐴0 ∪ {𝑓0(𝑎𝑛+6)}, … , 𝐴𝑟 ∪ {𝑓𝑟(𝑎𝑛+6)}} 

0𝐸)− يک , 𝑓𝑛+6)از زنجیر 𝐴 به {𝐴′′ ∪ {𝑓𝑟(𝑎𝑛+6)}} 1 برای چون. است ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 −   داريم ،6

𝑓𝑛+6(𝐴𝑖 ∪ 𝑓𝑖{𝑎𝑛+6} = 𝑓𝑛(𝐴𝑖) ∪ 𝑓𝑖+6{𝑎𝑛+6} ⊂ 𝐸[𝐴𝑖+6] ∪ 𝐸[𝑓𝑖+6{𝑎𝑛+6}]
= 𝐸[𝐴𝑖+6 ∪ 𝑓𝑖+6{𝑎𝑛+6}], 

 بنابراين

𝑓𝑛+6(𝐴𝑖 ∪ 𝑓𝑖{𝑎𝑛+6}) ⊂  𝐸[𝐴𝑖+6 ∪ 𝑓𝑖+6{𝑎𝑛+6}]. 
 داشت خواهیم همچنین
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(𝐴𝑖+6 ∪ 𝑓𝑖+6{𝑎𝑛+6}) 
⊂ 𝐸[𝑓𝑛(𝐴𝑖)] ∪ 𝐸[𝑓𝑖+6{𝑎𝑛+6}] 

⊂ 𝐸[𝑓𝑛(𝐴𝑖) ∪ 𝑓𝑖+6{𝑎𝑛+6}] 
= 𝐸[𝑓𝑛+6(𝐴𝑖) ∪ 𝑓(𝑓𝑖{𝑎𝑛+6})] 

= 𝐸[𝑓𝑛+6(𝐴𝑖 ∪ 𝑓𝑖{𝑎𝑛+6})]. 
𝑤 کنید فرض حال  ∈ 𝑓−𝑡(𝑏𝑛+6)، آنگاه 

{𝐵1 ∪ {𝑤}, 𝐵6 ∪ {𝑓(𝑤)}, 𝐵0 ∪ {𝑓0(𝑤)}, … , 𝐵𝑡 ∪ {𝑓𝑡(𝑤)}}  
0𝐸)− يک , 𝑓𝑛+6) از زنجیر 𝐵′′ ∪ {𝑤} به 𝐵 چون. است 𝑓𝑛 بنابراين است توپولوژيک زنجیری ترايای 

−(0𝐸 , 𝑓𝑛) 0)− لذا و)  زنجیر𝐸 , 𝑓𝑛+6) از(  زنجیر 𝐴′′ ∪ {𝑓𝑟(𝑎𝑛+6)} به 𝐵′′ ∪ {𝑤} در. است موجود 

0𝐸)− يک زنجیرها اين اتصال با نتیجه , 𝑓𝑛+6)  از زنجیر 𝐴 به 𝐵 در 𝐹𝑛+6(𝑋) .خواهیم داشت 

  

,𝑋) کنید فرض  3.5 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 هر برای اگر. باشد پیوسته تابع يک 

𝑛 ≥ 0، 𝑓𝑛 آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 است توپولوژيک زنجیری ترايای . 

  

𝑛 هر برای کنید فرض .برهان ≥ 0، 𝑓𝑛 هایمجموعه. باشد توپولوژيک زنجیری ترايای 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒦(𝑋) همچنین و 

𝐸 ∈ 𝒰 کنید فرض. بگیريد نظر در را �̂� طوريکهه ب باشد متقارن قطر دربرگیرنده يک �̂� ∘ �̂� ⊂ 𝐸 .کنید فرض 

𝐷 به وابسته قطر دربرگیرنده �̂� پیوستگی تعريف در 𝑓 چون. باشد 𝐴 و 𝐵 برای هستند، فشرده 𝑛 > 𝑚، 𝐾 ∈

𝐹𝑚(𝑋) و 𝐿 ∈ 𝐹𝑛(𝑋) طوريکهه ب دارند وجود 𝐴 ⊂ 𝐷[𝐾] و 𝐵 ⊂ 𝐷[𝐿] .زنجیريی ترايای به توجه با همچنین 

,𝐷) يک 𝑓𝑛 بودن توپولوژيک 𝑓𝑛) - زنجیر {𝐾 = 𝐾1, 𝐾6, … , 𝐾𝑟 = 𝐿} بین 𝐾 و 𝐿 طوريکهه ب است موجود 

(𝑓𝑛(𝐾), 𝐾6) ∈ 0𝐷 و (𝑓𝑛(𝐾𝑟−6), 𝐿) ∈ 0𝐷 .ازاينکه 𝐴 ⊂ 𝐷[𝐾] پیوستگی و 𝑓 داريم  

𝑓(𝐴) ⊂ 𝑓(𝐷[𝐾]) ⊂ �̂�[𝑓(𝐾)] ⊂ �̂�[𝐷[𝐾6]] ⊂ �̂�0[𝐾6] ⊂ 𝐸[𝐾6]. 
,𝑓𝑛(𝐴)) بنابراين 𝐾6) ∈ 0𝐸 .که داد نشان توانمی مشابه بطور (𝑓𝑛(𝐵), 𝐾𝑟) ∈ 0𝐸 .لذا 

{𝐴, 𝐾 = 𝐾1, 𝐾6, … , 𝐾𝑟 = 𝐿, 𝐵}  
0𝐸) يک , 𝑓) - از زنجیر 𝐴 به 𝐵 در 𝒦(𝑋) است. 

 

,𝑋) کنید فرض  3.3 نتیجه 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 اگر. باشد پیوسته تابع يک 𝑓<𝜔 

 . است توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای

 

(6) داريم 1.9 نتیجه به توجه با 3.4 قضیه اثبات ⇔ (0) داشت خواهیم ترتیب به 1.8 و 1.7 ،1.1 از. (0) ⇒

(1)، (1) ⇒ (0) و (0) ⇒ (0) . 

 

,𝑋) کنید فرض 3.44 لم 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 هر برای اگر. باشد پیوسته تابع يک 𝑛 ≥

0، 𝑓𝑛 آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 هر برای و است توپولوژيک زنجیری ترايای نیز 𝑧 ∈ 𝑋 هر و 
,𝐸، −(𝐸 قطر دربرگیرنده 𝑓) از زنجیرهايی 𝑧 دارند وجود اول هم به نسبت هایطول با خودش به. 

 

𝑧 کنید فرض گیريم،می نظر در توپولوژيک زنجیری ترايای را 𝑓0 خاص حالت در .برهان ∈ 𝑋 و 𝐸 ∈ 𝒰 دلخواه 

0𝐸)− است، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓0 چون. باشند , 𝑓0)زنجیر 
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{𝐴1 = {𝑧, 𝑓(𝑧)}, 𝐴6, 𝐴0, … , 𝐴𝑟−6, 𝐴𝑟 = {𝑧}} 
,𝑧} از 𝑓(𝑧)} به {𝑧} در 𝐹0(𝑋) اگر اين . دارد وجود−(𝐸, 𝑓)طول دارای زنجیر 𝑟 ،آنگاه باشد 𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑟−6، 

𝑦6, 𝑦0, … , 𝑦𝑟−6  
 طوريکه ه دارند ب وجود 𝑋 در
 {𝑧, 𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑟−6, 𝑧}  
 و

 {𝑧, 𝑓(𝑧), 𝑦6, 𝑦0, … , 𝑦𝑟−6, 𝑧}  
,𝐸)− ترتیب به 𝑓) از زنجیرهايی 𝑧 باطول خودش به 𝑟 و 𝑟 +  ترايای 𝑓 1.0 گزاره به توجه با بنابراين. باشند 6

 .است توپولوژيک زنجیری

 

,𝑋) کنید فرض 3.44 لم 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 اگر. باشد پیوسته تابع يک 𝑓 ترايای 
𝑧 و باشد، توپولوژيک زنجیری ∈ 𝑋 قطر دربرگیرنده هر برای بطوريکه باشد موجود 𝐸، −(𝐸, 𝑓) از زنجیرهايی 𝑧 

 .است توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓0 آنگاه باشند، موجود اول هم به نسبت هایطول با خودش به

  

𝐴 کنید فرض .برهان = {𝑎6, 𝑎0} و 𝐵 = {𝑏6, 𝑏0} در نقاطی 𝐹0(𝑋) کنید فرض و. باشند 𝐸 ∈ 𝒰 نشان برای 

0𝐸)− يک 𝑓0 بودن توپولوژيک زنجیری ترايای دادن , 𝑓0) از زنجیر 𝐴 به 𝐵 در 𝐹0(𝑋) برای. سازيممی 𝑖 ∈ {6,0}، 

,𝐸)− ترينکوتاه 𝛼𝑖 کنید فرض 𝑓) از زنجیر 𝑎𝑖 به 𝑧، 𝛽𝑖ترينکوتاه −(𝐸, 𝑓) از زنجیر 𝑧 به 𝑏𝑖 و 𝛾𝑖 يک 

−(𝐸, 𝑓) از زنجیر 𝑧 به 𝑧 طول به 𝑝𝑖 طول کنید فرض همچنین. باشند 𝛼𝑖 برابر 𝑘𝑖 طول و 𝛽𝑖 برابر 𝑚𝑖 است .

0𝐸)− يک داشتن برای ترتیب اين به , 𝑓0) از زنجیر 𝐴 به 𝐵 در 𝐹0(𝑋) مثبت اعداد کافیست 𝑟 و 𝑡 کنیم پیدا را 

  طوريکهه ب

𝑘6 + 𝑟𝑝6 + 𝑚6 = 𝑘0 + 𝑡𝑝0 + 𝑚0. 
𝑘6 کنیم فرض توانیممی کلیت، از کاستن بدون + 𝑚6 > 𝑘0 + 𝑚0 اعداد لذا 𝑟 و 𝑡 رابطه در بايد  

𝑘6 + 𝑚6 − (𝑘0 + 𝑚0) = 𝑡𝑝0 − 𝑟𝑝6 
,𝑝6) چون. کنند صدق 𝑝0) =  .دارد وجود 𝑡 و 𝑟 اعداد يافتن احتمال همیشه بنابراين 6

 

:𝑓 پیوسته توابع کنیممی يادآوری  𝑋 ⟶ 𝑋 و 𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑌 تابع يک اگر هستند، مزدوج توپولوژيک طور به 

ℎ طوريکهه ب باشد، موجود 𝑌 به 𝑋 از ℎ پیوسته ∘ 𝑓 = 𝑔 ∘ ℎ .مورد اين در ℎ بین تزويج يک را 𝑓 و 𝑔 گويندمی. 

 

,𝑋) کنید فرض  3.48 لم 𝒰) کنید فرض همچنین يکنواخت، فشرده فضای يک 𝑌 و يکنواخت فضای يک 

𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 و 𝑔: 𝑌 ⟶ 𝑌 اگر باشند مزدوج 𝑓 آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑔 زنجیری ترايای نیز 

 . است توپولوژيک

  

:𝐻 پوشا تابع. باشد 𝑔 و 𝑓 بین تزويج ℎ کنید فرض .برهان 𝑋 × 𝑋 ⟶ 𝑌 × 𝑌 صورت به را 𝐻(𝑥, 𝑦) =

(ℎ(𝑥), ℎ(𝑦)) قطر دربرگیرنده يک برای. کنید تعريف 𝐸 ∈ 𝒰 که است واضح 𝐷 = 𝐻−6(𝐸) دربرگیرنده يک 

,𝑦6 کنید فرض. است 𝑋 در قطر 𝑦0 ∈ 𝑌 و 𝑥6, 𝑥0 ∈ 𝑋 طوريکهه ب 𝐻(𝑥6, 𝑥0) = (𝑦6, 𝑦0) .چون 𝐻 پیوسته 

𝐷 قطر دربرگیرنده است، يکنواخت ∈ 𝒰 هر برای طوريکهه ي است موجود (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐷، (ℎ(𝑎), ℎ(𝑏)) ∈ 𝐸 .

,𝐷)− يک است توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 چون 𝑓) زنجیر  
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{𝑥6 = 𝑧1, 𝑧6, … , 𝑧𝑟 = 𝑥0}  
𝑖 برای چون طرفی از. دارد وجود 𝑋 در ∈ {1,6, … , 𝑟 − 6}، (𝑓(𝑧𝑖), 𝑧𝑖+6) ∈ 𝐷 بنابراين 

(𝑔(ℎ(𝑧𝑖)), ℎ(𝑧𝑖+6)) = (𝐻(𝑓(𝑧𝑖)), (𝑧𝑖+6)) ∈ 𝐸  

𝑦6} دنباله حال = ℎ(𝑧1), ℎ(𝑧6), … , ℎ(𝑧𝑟) = 𝑦0} يک −(𝐸, 𝑔) در زنجیر 𝑌 است. 

 

 الهام گرفته شده است. ]7[ايده برهان گزاره زير از منبع 
 

,𝑋) کنید فرض  3.43 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 و باشد پیوسته تابع يک 𝑛 ≥ 0 . 
 :  هستند معادل زير موارد آنگاه

 • 𝑓(𝑛): 𝑋(𝑛) ⟶ 𝑋(𝑛) است، توپولوژيک زنجیری ترايای  

 • 𝑓𝑛: 𝐹𝑛(𝑋) ⟶ 𝐹𝑛(𝑋) است توپولوژيک زنجیری ترايای . 

  

,𝑥6) هر برای کنید فرض .برهان 𝑥0, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋𝑛، ℎ: 𝑋(𝑛) ⟶ 𝐹𝑛(𝑋) صورت به 

ℎ((𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛)) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥 = 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ {6,0, … , 𝑛}} 

,𝑥6) اگر همچنین. باشد شده تعريف  𝑥0, … , 𝑥𝑛) ∈ 𝑋(𝑛) آنگاه   

(ℎ ∘ 𝑓(𝑛))((𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛)) = ℎ((𝑓(𝑥6), 𝑓(𝑥0), … , 𝑓(𝑥𝑛))) 
= {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥 = 𝑓(𝑥𝑖), 𝑖 ∈ {6,0, … , 𝑛}} 

  = 𝑓𝑛({𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥 = 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ {6,0, … , 𝑛}}) 

 = 𝑓𝑛 (ℎ((𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛))) 

 = 𝑓𝑛 ∘ ℎ((𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛)). 

 دهد، نتیجه را( 6) گزاره ،(0) گزاره اينکه برای. شودمی نتیجه( 0) گزاره ،(6) شرط و 1.60 لم به توجه با بنابراين 

,𝑥6) کنید فرض 𝑥0, … , 𝑥𝑛), (𝑦6, 𝑦0, … , 𝑦𝑛) ∈ 𝑋(𝑛)،  

𝐸 ∈ 𝒰 و 𝑧 ∈ 𝑋 .، آنگاه ℎ((𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛))، ℎ((𝑦6, 𝑦0, … , 𝑦𝑛)) و {𝑧} از عضوی 𝐹𝑛(𝑋) با. هستند 

0𝐸)− فرضیات به توجه , 𝑓𝑛) در زنجیرهايی 𝐹𝑛(𝑋) شکل به  

  

{ℎ((𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛)) = 𝐴1, 𝐴6, … , 𝐴𝑚6
= {𝑧}} 

   و

{{𝑧} = 𝐵1, 𝐵6, … , 𝐵𝑚0
= ℎ((𝑦6, 𝑦0, … , 𝑦𝑛))} 

𝑖 هر برای. دارند وجود ∈ {6,0, … , 𝑛}، −(𝐸, 𝑓) زنجیرهای {𝑥𝑖 = 𝑎1
𝑖 , 𝑎6

𝑖 , … , 𝑎𝑚6
𝑖 = 𝑧} و  

{𝑧 = 𝑏1
𝑖 , 𝑏6

𝑖, … , 𝑏𝑚0
𝑖 = 𝑦𝑖} در 𝑋 هر برای که آوريممی بدست 𝑗 ∈ {1,6, … , 𝑚6} و 𝑡 ∈ {1,6, … , 𝑚0}، 

𝑎𝑗
𝑖 ∈ 𝐴𝑗 و 𝑏𝑡

𝑖 ∈ 𝐵𝑡 .دنباله بنابراين {𝐷1, 𝐷6, … , 𝐷𝑚6
, 𝐷𝑚6+6, … , 𝐷𝑚6+𝑚0

   صورت به که {

D𝑖 = {
(𝑎𝑖

6, 𝑎𝑖
0, … , 𝑎𝑖

𝑛) 𝑖 ∈ {1,6, … , 𝑚6}

(𝑏𝑖−𝑚6
6 , … , 𝑏𝑖−𝑚6

𝑛 ) 𝑖 ∈ {𝑚6 + 6, … , 𝑚6 + 𝑚0},
 

,𝐸)− يک شده گرفته نظر در 𝑓(𝑛)) در زنجیر 𝑋(𝑛) از (𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛) به (𝑦6, 𝑦0, … , 𝑦𝑛) است. 
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,𝑋) کنید فرض  3.41 نتیجه 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 موارد آنگاه. باشد پیوسته تابع يک 
 :  هستند معادل زير

   • 𝑓(0) است، توپولوژيک زنجیری ترايای  

𝑛 هر برای •    ≥ 0، 𝑓(𝑛) است توپولوژيک زنجیری ترايای . 

  

:𝑓(0) آنگاه باشد، ضعیف توپولوژِيک زنجیری آمیختگی 𝑓 اگر کنید توجه  𝑋(0) ⟶ 𝑋(0) زنجیری ترايای 

 .است توپولوژيک

 

,𝑋) کنید فرض  3.48 لم 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 هر برای اگر. باشد پیوسته تابع يک 

𝑛 ≥ 0، 𝑓(𝑛) قطر دربرگیرنده هر برای آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝐸، مثبت صحیح عدد 𝑘 =

𝑘(𝐸) ≥ ,𝑥 هر برای طوريکهه ب است موجود 0 𝑦 ∈ 𝑋 يک −(𝐸, 𝑓) طول به زنجیر 𝑘 از 𝑥 به 𝑦 دارد وجود . 

  

𝐸 کنید فرض .برهان ∈ 𝒰 و 𝐷 ∈ 𝒰 بطوريکه 𝐷0 ⊂ 𝐸 .چون 𝑋 است، فشرده 𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑘 ∈ 𝑋 وجود 

𝑋 طوريکه،ه ب دارند = {𝐼𝑛𝑡𝑋(𝐷[𝑥𝑖])}𝑖=6
𝑘 .کنید فرض 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 فرضیات، به توجه با 𝑓(𝑘): 𝑋(𝑘) ⟶

𝑋(𝑘) چون. است توپولوژِيک زنجیری ترايای (𝑥, 𝑥, … , 𝑥), (𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑘) ∈ 𝑋(𝑘) .يک −(𝐷, 𝑓(𝑘)) 

  زنجیر

{(𝑤, 𝑤, … , 𝑤) = (𝑎6
1, 𝑎0

1, … , 𝑎𝑘
1 ), … , (𝑎6

𝑟 , 𝑎0
𝑟 , … , 𝑎𝑘

𝑟 ) = (𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑘)} 

𝑗 برای عبارتی، به. دارد وجود ∈ {6,0, … , 𝑘}، 𝑦 ∈ 𝐼𝑛𝑡𝑋(𝐷[𝑥𝑗]) .بنابراين 𝑓(𝑎𝑗
𝑟−6), 𝑦) ∈ 𝐷0 ⊂ 𝐸 .لذا 

𝑥} دنباله = 𝑎𝑗
1, 𝑎𝑗

6, … , 𝑎𝑗
𝑟−6, 𝑦} يک −(𝐸, 𝑓) طول به زنجیر 𝑘 از 𝑥 به 𝑦 است. 

 

,𝑋) کنید فرض 3.43لم  𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 هر برای اگر. باشد پیوسته تابع يک 

𝑤 ∈ 𝑋 قطر دربرگیرنده هر و 𝐸 مثبت عدد يک 𝑛 ≥ 𝑥 هر برای طوريکهه ب باشد موجود 6 ∈ 𝑋\{𝑤} يک 

−(𝐸, 𝑓) طول به زنجیر 𝑛 از 𝑤 به 𝑥 آنگاه باشد، داشته وجود 𝑓 است کامل توپولوژيک زنجیرهای وسیله به. 

 

𝐸 کنید فرض .برهان ∈ 𝒰 و 𝑊 از ناتهی باز زيرمجموعه يک 𝑋 چون. باشد 𝑊 کنید فرض است، ناتهی 𝑤 ∈

𝑊 .مثبت عدد بنابراين 𝑛 ≥ 𝑥 هر برای طوريکهه ب است موجود 6 ∈ 𝑋\{𝑤} يک −(𝐸, 𝑓) طول به زنجیر 𝑛 

 . دارد وجود 𝑥 به 𝑤 از

  

,𝑋) کنید فرض  3.43 لم 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 اگر. باشد پیوسته تابع يک 𝑓 توسط 
 . است توپولوژيک ضعیف زنجیری آمیختگی 𝑓 آنگاه باشد، کامل توپولوژيک زنجیرهای

  

:𝑓(0) دهیم نشان اينکه برای. باشد کامل توپولوژيک زنجیرهای توسط 𝑓 کنید فرض .برهان 𝑋(0) ⟶ 𝑋(0) 

,𝑥6) کنید فرض است، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑥0), (𝑦6, 𝑦0) ∈ 𝑋(0)، 𝐸 ∈ 𝒰 و 𝑊6 =

𝐼𝑛𝑡𝑋(𝐸[𝑓(𝑥6)]) همچنین   و 𝑊0 = 𝐼𝑛𝑡𝑋(𝐸[𝑓(𝑥0)]) .مثبت اعداد فرضیات، به توجه با 𝑚6, 𝑚0 وجود 

𝑥 هر برای طوريکهه ب دارند، ∈ 𝑋، 

𝑤6 ∈ 𝑊6, 𝑤0 ∈ 𝑊0 



 67                                                                                      های دينامیکی روی ابرفضاهای يکنواختخواص ترايايی سیستم
 

   

,𝐸)− و 𝑓) زنجیرهای {𝑤6 = 𝑎1, 𝑎6, … , 𝑎𝑚6
= 𝑥} و {𝑤0 = 𝑏1, 𝑏6, … , 𝑏𝑚0

= 𝑥} دارند وجود .

𝑓(𝑥0)، 𝑤6 برای بنابراين
′ ∈ 𝑊6 يک و −(𝐸, 𝑓) زنجیر 

{𝑤6
′ = 𝑐1, 𝑐6, … , 𝑐𝑚6

= 𝑓(𝑥0)} 
𝑓(𝑥6)، 𝑤0 برای مشابه، طوره ب. دارد وجود

′ ∈ 𝑊0 يک و −(𝐸, 𝑓) زنجیر {𝑤0
′ = 𝑑1, 𝑑6, … , 𝑑𝑚0

=

𝑓(𝑥6)} برای لذا. دارد وجود 𝑦6، 𝑤0
′′ ∈ 𝑊0 و −(𝐸, 𝑓) زنجیر {𝑤0

′′ = 𝑠1, 𝑠6, … , 𝑠𝑚0
= 𝑦6} به. داريم را 

𝑦0، 𝑤6 برای ترتیب همین
′′ ∈ 𝑊6 و −(𝐸, 𝑓) زنجیر 

{𝑤6
′′ = 𝑡1, 𝑡6, … , 𝑡𝑚6

= 𝑦0} 
   هایدنباله نتیجه در. دارد وجود

{𝑥6, 𝑤6
′ = 𝑐1, 𝑐6, … , 𝑐𝑚6

= 𝑓(𝑥0), 𝑤0
′′ = 𝑠1, 𝑠6, … , 𝑠𝑚0

= 𝑦6} 

   و

{𝑥0, 𝑤0
′ = 𝑑1, 𝑑6, … , 𝑑𝑚0

= 𝑓(𝑥6), 𝑤6
′′ = 𝑡1, 𝑡6, … , 𝑡𝑚6

= 𝑦0} 

−(𝐸, 𝑓) دنباله بنابراين،. هستند يکسان طول با زنجیرهايی 

{(𝑥6, 𝑥0), (𝑤6
′, 𝑤0

′) = (𝑐1, 𝑑1), … , (𝑠𝑚0
, 𝑡𝑚6

) = (𝑦6, 𝑦0)} 
,𝐸)− يک 𝑓(0)) در زنجیر 𝑋(0) است. 

 

,𝑋) کنید فرض  3.45 لم 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 هر برای اگر. باشد پیوسته تابع يک 

𝑛 ≥ 0، 𝑓(𝑛) آنگاه باشد، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 است کلی توپولوژيک زنجیری ترايای . 

  

𝑛 کنید فرض .برهان ≥ 𝐸 و 0 ∈ 𝒰 .کنید فرض همچنین 𝐷𝑛 ∈ 𝒰 طوريکهه ب باشد قطر دربرگیرنده يک 

𝐷𝑛
0 ⊂ 𝐸 .آنگاه �̂�𝑛 ⊂ 𝐷𝑛 طوريکهه ب است موجود (𝑥, 𝑦) ∈ �̂�𝑛، (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ∈ 𝐷𝑛 دهدمی نتیجه را .

𝐷𝑛−6 حال ∈ 𝒰 که کنیممی انتخاب طوری را 𝐷𝑛−6
0 ⊂ �̂�𝑛 همچنین و �̂�𝑛−6 ⊂ 𝐷𝑛−6 انتخاب طوری را 

,𝑥) که کنیممی 𝑦) ∈ �̂�𝑛−6، (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ∈ 𝐷𝑛−6 استقرا صورت به عقب به برگشتن با. دهدمی نتیجه را 

 برای

𝑖 ∈ {6,0, … , 𝑛 − 6} 
𝐷𝑖−6 طوريکهه ب دارند وجود �̂�𝑖 و 𝐷𝑖 قطر هایدربرگیرنده

0 ⊂ �̂�𝑖 و (𝑓 × 𝑓)(�̂�𝑖) ⊂ 𝐷𝑖 .قطر دربرگیرنده 

𝐷 ∈ 𝒰 که کنید انتخاب طوری را 𝐷0 ⊂ 𝐷6 .يک فرضیات به توجه با −(𝐷, 𝑓(𝑛)) زنجیر   
{(𝑥, 𝑦, 𝑦, … , 𝑦) = (𝑧6

1, 𝑧0
1, … , 𝑧𝑛

1 ), (𝑧6
6, 𝑧0

6, … , 𝑧𝑛
6 ), … , (𝑧6

𝑡, 𝑧0
𝑡, … , 𝑧𝑛

𝑡 ) = (𝑦, 𝑦, … , 𝑦)} 

𝑡 با ≥   دنباله بنابراين،. دارد وجود 6
{𝑥 = 𝑧6

1, 𝑧6
6, 𝑧6

0, … , 𝑧6
𝑡 = 𝑦 = 𝑧0

1, 𝑧0
6, … , 𝑧0

𝑡 = 𝑦 = 𝑧1
1, 𝑧1

6, … , 𝑧𝑛
𝑡 = 𝑦} 

 نوشت توانمی زنجیر، 𝐷− اين اعضای دادن نام تغییر با. است 𝑡𝑛 طول به زنجیر 𝐷− يک

{𝑥 = 𝑎1, 𝑎6, … , 𝑎𝑡𝑛 = 𝑦} .چون (𝑓(𝑥), 𝑎6) ∈ 𝐷 ⊂ �̂�6 آنگاه (𝑓0(𝑥), 𝑓(𝑎6)) ∈ 𝐷6 .با همچنین 

,𝑓(𝑎6)) داشتن 𝑎0) ∈ 𝐷 ⊂ �̂�6،  

(𝑓0(𝑥), 𝑎0) ∈ 𝐷6 ∘ �̂�6 ⊂ 𝐷6 ∘ 𝐷6 ⊂ �̂�0 

,𝑓0(𝑥)) چون طرفی از. شودمی نتیجه 𝑎0) ∈ �̂�0 آنگاه (𝑓1(𝑥), 𝑓(𝑎0)) ∈ 𝐷0 .داشتن با همچنین 

(𝑓(𝑎0), 𝑎1) ∈ 𝐷0، (𝑓1(𝑥), 𝑎1) ∈ �̂�1 نهايت در روند، اين ادامه با. شودمی نتیجه (𝑓𝑛(𝑥), 𝑎𝑛) ∈

𝐷𝑛 = 𝐸 هر برای مشابه طور به. داشت خواهیم را 
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𝑖 ∈ {1,6, … , 𝑡 − 6}، (𝑓𝑛(𝑎𝑖𝑛), 𝑎(𝑖+6)𝑛) ∈ 𝐸 .دنباله لذا 
{𝑥 = 𝑧1, 𝑧6 = 𝑎𝑛, 𝑧0 = 𝑎0𝑛, … , 𝑧𝑡 = 𝑎𝑡𝑛 = 𝑦} 

,𝐸)− يک 𝑓𝑛) در زنجیر 𝑋 هر برای بنابراين. است 𝑛 ≥ 0، 𝑓(𝑛) است توپولوژيک زنجیری ترايای. 

 

,𝑋) کنید فرض  3.43 لم 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 اگر. باشد پیوسته تابع يک 𝑓 ترايای 
 . است ضعیف توپولوژيک زنجیری آمیختگی 𝑓 آنگاه باشد، کلی توپولوژيک زنجیری

  

,𝑥6) کنید فرض .برهان 𝑥0), (𝑦6, 𝑦0) ∈ 𝑋(0)، 

 𝐸 ∈ 𝒰 و 𝑤 ∈ 𝑋 چون 𝑓 خاص حالت در است، کلی توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓 توپولوژيک زنجیری ترايای 

,𝐸)− يک بنابراين. است 𝑓) زنجیر 𝛼6 از 𝑥6 به 𝑤 طول به 𝑚6 يک همچنین و −(𝐸, 𝑓) زنجیر 𝛼0 از 𝑤 به 

𝑥6 طول به 𝑚0 فرضیات به توجه با. دارد وجود 𝑓𝑚6+𝑚0 زنجیر يک لذا است، توپولوژيک زنجیری ترايای 𝛼1 =

{𝑥0 = 𝑎1, 𝑎6, … , 𝑎𝑚1
= 𝑥6} برای 𝑓𝑚6+𝑚0 از 𝑥0 به 𝑥6 طول به 𝑚1 دنباله چون. دارد وجود  

  𝛼1
′ = {𝑥0 = 𝑎1, 𝑓(𝑎1), 𝑓0(𝑎1), … , 𝑓𝑚6+𝑚0−6(𝑎1), 

𝑎6, 𝑓(𝑎6), … , 𝑓𝑚6+𝑚0−6(𝑎6), 𝑎0, …,  
𝑎𝑚1−6, 𝑓(𝑎𝑚1−6), … , 𝑓𝑚6+𝑚0−6(𝑎𝑚1−6), 𝑎𝑚1

= 𝑥6} 

,𝐸)− يک  𝑓) از زنجیر 𝑥0 به 𝑥6 طول با  

𝑚1(𝑚6 + 𝑚0) ،هایدنباله نتیجه در است 
𝛼6 + 𝑚1(𝛼0 + 𝛼6) 

𝛼1 و
′ + 𝛼6 ترتیب به −(𝐸, 𝑓) از زنجیرهايی 𝑥6 به 𝑤 از و 𝑥0 به 𝑤 طول با  

𝑚1(𝑚6 + 𝑚0) + 𝑚6 اين از بنابراين. باشندمی −(𝐸, 𝑓) يک يکسان، طول با زنجیرهای (𝐸, 𝑓(0)) زنجیر 

𝛼 در 𝑋(0) از (𝑥6, 𝑥0) به (𝑤, 𝑤) يک توانمی مشابه، بطور. آيدمی دسته ب −(𝐸, 𝑓(0)) زنجیر 𝛽 در 𝑋(0) 

,𝑤) از 𝑤) به (𝑦6, 𝑦0) اتصال با لذا. ساخت 𝛼 + 𝛽 يک −(𝐸, 𝑓(0)) در زنجیر 𝑋(0) از (𝑥6, 𝑥0) به (𝑦6, 𝑦0) 

:𝑓(0) نتیجه در. داشت خواهیم 𝑋(0) ⟶ 𝑋(0) است توپولوژيک زنجیری ترايای . 

 

 آمیختگی 𝑓 1.67 به توجه با آنگاه باشد، کامل توپولوژيک زنجیرهای توسط 𝑓 کنید فرض 3.8 قضیه اثبات

𝑛 هر برای 1.60 توجه با. است توپولوژيک زنجیری ترايای 𝑓(0) يعنی است، ضعیف توپولوژيک زنجیری ≥ 0، 𝑓(𝑛) 

 نتیجه در. است کامل توپولوژيک زنجیرهای توسط 𝑓  1.67و  1.65 به توجه با است، توپولوژيک زنجیری ترايای

 (. 0)⇒(0) و( 0)⇒(1) داشت خواهیم ترتیب به ،1.69 و 1.68 توجه با(. 5)⇔(0[ )0] توجه با( . 1) ⇔( 0) ⇔( 6)

 اگر شود،می گفته 𝑋 از پوشش يک 𝑋 توپولوژيک فضای يک هایزيرمجموعه از 𝒞 خانواده کنیممی يادآوری

𝑋 = ⋃ 𝒞 = ⋃
𝐺∈𝐶

𝐺. 

 .شودمی گفته 𝑋 از باز پوشش يک 𝒞 آنگاه باشد، باز هایمجموعه شامل تنها 𝐶 اگر 

 

 است موجود 𝐷 قطر دربرگیرنده يک آنگاه باشد، 𝑋 يکنواخت فضای از باز پوشش يک 𝛤 کنید فرض  3.84 تعريف
 𝐷[𝑥] يکنواخت هایهمسايگی از يک هر طوريکهه ب

 (𝑥 ∈ 𝐾) اعضای در مشمول 𝛤 ،باشند 𝐷 [69]گويندمی لبگ دربرگیرنده را. 

 . 



 69                                                                                      های دينامیکی روی ابرفضاهای يکنواختخواص ترايايی سیستم
 

   

,𝑋) کنید فرض  3.84 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝐴 اگر. باشد ناتهی باز مجموعه يک 𝐾 ∈ 𝒦(𝑋) 
𝐾 و ⊂ 𝐴 قطر دربرگیرنده يک آنگاه 𝐷 ∈ 𝒰 طوريکهه ب است موجود 𝐷[𝐾] ⊂ 𝐴 . 

  

𝐾 فرضیات به توجه با .برهان ⊂ 𝐴 کنید فرض و {𝑈𝛼} از باز پوشش يک 𝑋 ،آنگاه باشد {𝑈𝛼 ∩ 𝐴} پوشش يک 

 هر طوريکهه ب است موجود 𝐷 قطر دربرگیرنده يک(  لبگ قطر دربرگیرنده)  توجه با. است 𝐾 مجموعه فشرده باز

𝐷[𝑥]  (𝑥 يکنواخت هایهمسايگی از يک ∈ 𝐾) در مشمول {𝑈𝛼 ∩ 𝐴} بنابراين. است 𝐷[𝐾] ⊆ 𝐴 . 

 

,𝑋) کنید فرض  3.88 گزاره 𝒰) و يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 باشد يکنواخت پیوسته تابع يک .

 . است چگال 𝒦(𝑋) در 𝑃𝑒𝑟(𝑓) آنگاه باشد، چگال 𝑋 در 𝑃𝑒𝑟(𝑓) اگر

  

𝐸 کنید فرض .برهان ∈ 𝒰 و 𝐾 ∈ 𝒦(𝑋) .0 که دهیممی نشان𝐸[𝐾] ∩ 𝑃𝑒𝑟(𝑓) ≠  مجموعه چون .∅

{𝐼𝑛𝑡(𝑈[𝑥]): 𝑥 ∈ 𝐾} متناهی زيرپوشش دارای {𝐼𝑛𝑡(𝑈[𝑥𝑖]): 𝑥6, 𝑥0, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝐾} طوريکهه است، ب 

𝐼𝑛𝑡(𝑈[𝑥𝑖]) متناوب نقاط شامل 𝑃𝑖 تناوب با 𝑘𝑖 مجموعه بنابراين. باشدمی 𝐴 = {𝑃6, 𝑃0, … , 𝑃𝑛} نقطه يک 

𝐾 تناوب دوره با 𝑓 از متناوب = 𝐿𝐶𝑀{𝑘6, 𝑘0, … , 𝑘𝑛} ،همچنین است 𝐴 ∈ 0𝐸[𝐾] . 

 

 .[60]کنیممی تعريف زير صورت به را 𝒦(𝑋) به 𝐴 توسیع. باشد 𝑋 از ایزيرمجموعه 𝐴 کنید فرض  3.83 تعريف

: 

𝑒(𝐴) = {𝐾 ∈ 𝒦(𝑋): 𝐾 ⊂ 𝐴}. 
 

 𝒦(𝑋) از ناتهی باز زيرمجموعه 𝑒(𝐴) آنگاه. باشد 𝑋 از ناتهی باز زيرمجموعه يک 𝐴 کنید فرض  3.81 گزاره
 . است

  

𝐾 اگر. است ناتهی 𝑒(𝐴) که است واضح .برهان ∈ 𝑒(𝐴) آنگاه 𝐾 ⊂ 𝐴  .قطر دربرگیرنده قبل گزاره به توجه با 

𝐷 ∈ 𝒰 طوريکهه ب است موجود 𝐷[𝐾] ⊂ 𝐴  .اگر 𝐿 ∈ 𝒦(𝑋) آنگاه باشد موجود 𝐿 ⊂ 𝐷[𝐾] ⊂ 𝐴 لذا و 

𝑒(𝐴) ،نتیجه در و باز 𝐿 ∈ 𝑒(𝐴)  . 

 

   آنگاه باشد، 𝑋 از ایزيرمجموعه 𝐴 کنید فرض  3.88 گزاره

  • 𝑒(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑒(𝐴) ∩ 𝑒(𝐵)  

  • 𝑓(𝑒(𝐴)) ⊆ 𝑒(𝑓(𝐴))  

𝑛 هر برای •   ∈ 𝑁 ، 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛  

  • 𝑒(𝐴) = ∅ ⇔ 𝐴 = ∅. 

 

,𝑋) کنید فرض  3.83 قضیه 𝒰) اگر. باشد يکنواخت فشرده فضای يک 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 يکنواخت پیوسته تابع يک 

 . دهدمی نتیجه را 𝑓 ترايايی 𝑓 ترايايی آنگاه. باشد

  

,𝑈 کنید فرض .برهان 𝑉 در ناتهی باز هایمجموعه 𝑋 گزاره مطابق آنگاه. باشند 𝑒(𝑈) و 𝑒(𝑉) باز هایمجموعه 

𝑘 تراياست، 𝑓 چون. هستند 𝒦(𝑋) در ناتهی ∈ 𝑁 طوريکهه ب است موجود   
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𝑓𝑘(𝑒(𝑈)) ∩ 𝑒(𝑉) = 𝑓𝑘(𝑒(𝑈)) ∩ 𝑒(𝑉) ≠ ∅. 
   داريم گزاره به توجه با لذا

𝑒(𝑓𝑘(𝑈)) ∩ 𝑒(𝑉) = 𝑒(𝑓𝑘(𝑈) ∩ 𝑉) ≠ ،∅ 

𝑓𝑘(𝑈) نتیجه در ∩ 𝑉 ≠ ∅ . 

 𝐴 که 𝑒(𝐴) هایمجموعه توسط 𝒦(𝑋) روی شده ايجاد توپولوژی 𝑊𝑒− توانمی ويتوريس توپولوژی جای به 

 :  کنیم توصیف زير صورت به را توپولوژی 𝑊𝑒− توانیممی کلی حالت در. گرفت نظر در است، باز مجموعه يک 𝑋 در

   • ∅, 𝒦(𝑋) ∈ 𝑊𝑒  

 مجموعه متناهی اشتراک تمام •   

{𝑒(𝐴):  {𝐴 در 𝑋 باز است

 . دارد قرار 𝑊𝑒 در متناهی هایاشتراک اين دلخواه اجتماع تمام و 

 

,𝑋) کنید فرض  3.83 قضیه 𝑓) هستند معادل زير شرايظ آنگاه. باشد دينامیکی سیستم يک  : 

 • (𝑋, 𝑓) ،تراياست  

 • (𝒦(𝑋), 𝑓)𝑊𝑒 تراياست . 

 

,𝑊6 کنید فرض .برهان 𝑊0 ∈ 𝑊𝑒 بنويسیم توانیممی تعريف به توجه با. باشند ناتهی باز هایمجموعه  

𝑊6 = ⋃𝑖 𝑒(𝑈𝑖) و 𝑊0 = ⋃𝑗 𝑒(𝑉𝑗)  

𝑥 کنید فرض بگیريد، نظر در ثابت را 𝑗1 و 𝑖1. هستند 𝑋 در ناتهی باز هایمجموعه 𝑉𝑗 و 𝑈𝑖 که ∈ 𝑈𝑖1
𝑦 و  ∈ 𝑉𝑗1

 

𝐸 قطر دربرگیرنده بنابراين ∈ 𝒰 طوريکهه ب است موجود 𝐸[𝑥] ⊆ 𝑈𝑖1
𝐸[𝑦] و  ⊆ 𝑉𝑗1

𝑘 تراياست، 𝑓 چون.  ∈

𝑁 طوريکهه ب است موجود 𝑓𝑘(𝐼𝑛𝑡𝐸[𝑦]) ∩ (𝐼𝑛𝑡𝐸[𝑥]) ≠ ∅. 

 اگر 

𝑧 ∈ 𝑓𝑘(𝐼𝑛𝑡𝐸[𝑦]) ∩ (𝐼𝑛𝑡𝐸[𝑥])، 

 آنگاه 
{𝑧} ∈ 𝑒(𝑈𝑖1

) 
𝑓𝑘({𝑧}) و = {𝑓𝑘(𝑧)} ∈ 𝑒(𝑉𝑗1

𝑓𝑘(𝑒(𝑈𝑖1 بنابراين ، (
)) ∩ 𝑒(𝑉𝑗1

) ≠  نتیجه در ، ∅

𝑓𝑘(𝑊6) ∩ 𝑊0 ≠ ∅ 
 . تراياست 𝑓 لذا. 
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