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  چکيده
سره  يکارا يهاجوابکارا است.  يها جواب ير و بررسيتفس ياز ابزارها يکيچندهدفه  يساز نهيابع هدف در بهان تويتوازن م

 يهاباشد؛ جوابير مييند تغيک فراي يباشد که نشان دهنده رفتار توابع هدف طيم يو عمل يم مهم از نظر تئورياز مفاه يکي
 يريگمين به تصميکنند و ايلتر مياز نقاط را ف يتوابع هدف در بعض ياهيهستند که ناهنجار ييکارا يهاسره جواب يکارا
به دست  ين ابزارهاياز مهمتر يکيخواهد کرد.  يانيت کمک شايريشتر توسط مديت بيبا اهم يهابه دست آوردن جواب يبرا

سندگان ياز نو يارياست که بس دارشدهمجموع وزن يچندهدفه، روش اسکالرساز يسازنهيبا توازن کراندار در به آوردن جواب
سره  يکارا يهابه دست آوردن جواب يبرا يروشن مقاله ياند. اکرده يبررس يتعامل يسازنهيرا در به ين نوع از اسکالرسازيا

به  يکينکه نزديدهد. با توجه به ايارائه م يوزن يو با استفاده از اسکالرساز يو تعامل يدگاه تئوريدآل با ديک به نقطه اينزد
در  يرنده را بدون از دست دادن تئوريگميحات تصمين روش، ترجيرنده باشد؛ ايگميحات تصمياز ترج يکيتواند يدآل مينقطه ا
  .دهديدآل ارائه ميک به نقطه ايسره نزد يکارا يهاافتن جوابي يبرا يکردين مقاله روين ايرد. بنابرايگينظر م
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 مقدمه - ۱
ل ي، مساياضير يزيرپرکاربرد برنامه يهانهياز زم يکي

ل ين نوع از مسايباشد. ايچند هدفه م يسازنهيبه
از مباحث  يکيدارند.  يواقع يايدر دن يفراوان يکاربردها

باشد يم ١يسازاسکالرهدفه، چند يسازنهيت در بهياهمپر
روش  ياسکالرساز يهان روشيتراز مهم يکي .[4]

 يهاجواب است. ٢دار شدهمجموع وزن ياسکالرساز
 يسازنهيبه در دارشدهبا مجموع وزن ياسکالرساز

به کاربرده شده  يهاکه وزن يژه وقتيچندهدفه، به و
ن يادارند و در ارتباط با  ياژهيت ويداً مثبت باشند، اهمياک

 يمعرف ٣سره يکارا يهام توازن و جوابيموضوع مفاه
ن دو تابع هدف بصورت يب ٤ا موازنهيتوازن . [4,5]اند شده

رات ييک تابع هدف به تغيرات بهبود ييبصورت نسبت تغ
  ده يگر در جهت بدتر شدن مقدار آن، سنجيتابع د

در رابطه با رفتار  يديگردد. موازنه توابع، اطلاعات مفيم
که  يدهد به طوريک نقطه کارا ارائه ميدر توابع هدف 

دهد يم ياريم ارجح يرنده را در انتخاب تصميم گيتصم
هدفه، چند يسازنهيمهم در به يهااز شاخه يکي .[4]

چند يسازنهيبه باشد.يم يچند هدفه تعامل يساز نهيبه
و  يدگاه عمليبا د يسازنهيبه ينوع يهدفه تعامل

لاً به دنبال برآورد کردن باشد و معمويم يتيريمد
ک تعامل ين روش يرنده است که در ايگميحات تصميترج

  رنده برقرار يگميگر مساله و تصملين تحليسازنده ماب
ن ياز مهمتر يکين توابع هدف يموازنه ب. [6,7]شود يم

 يچندهدفه تعامل يسازنهيات بهيدر ادب يم کاربرديمفاه

طور که ذکر شد طلب همانن ميباشد. در ارتباط با ايز مين
 يمتناه يهابا توازن ييهاسره جواب يکارا يهاجواب

 يهانهيتوانند گزيها من جوابيکه ايهستند؛ بطور
تواند يرنده ميگميباشند و تصم يريگميتصم يبرا يمناسب

با در . [6,8]ک جواب ارجح را انتخاب کند ين آنها ياز ب
 يسره جواب ياراک جواب کين موضوع که ينظر گرفتن ا
 يهر تابع هدف که بتوان در آن بهبود ياست که برا

ل يموجود باشد. به دل يک توازن متناهيجاد کرد يا
دست آوردن به دنبال به يادين نقاط، محققان زيت اياهم

                                                
1. Scalarization 
2. Weighted sum scalarization 
3. Proper efficient solution 
4. Trade- off 

ژه ي، به ويشان با اسکالرسازارتباط يبه بررس آنها بوده و
وم مختلف مفه يدار شده، از منظرهاروش مجموع وزن

با  ييهافين راستا تعرياند و در اسره، پرداخته ييکارا
  . [4,5]اند مختلف ارائه داده يهادگاهيد

از  يکيچندهدفه  يساز نهيان توابع هدف در بهيتوازن م
 يها جواب ير و بررسيتفس يم و ابزارهاين مفاهيمهمتر

است که در آن بهبود هر  ينديک توازن فرايکارا است. 
ک تابع هدف يجر به بدتر شدن حداقل من يتابع هدف

ن بهبود به بدتر شدن متناظر يگر خواهد شد. نسبت ايد
 . [4,5]شود  يده ميان آن توابع هدف ناميک توازن مي

  د:يرير را در نظر بگيچندهدفه ز يزيربرنامه
)۱(  min ∈ 푓(푥) = 푓 (푥), … , 푓 (푥) .  

  
  تضاد با هم هستند وکه در آن اغلب توابع هدف در 

 푓 :푅 → 푅 يبرا 푖 = 1,… , 푝 .ر ين تصويچنهم
را با  fتحت تابع  X يمجموعه شدن XfY  

ر يرا به صورت ز 푋 يمجموعه شدن .ميده ينشان م
  :ميدهينشان م

푋 =
푥 ∈ 퐶 ⊆ 푅 :푔 (푥) ≤ 0,

푗 = 1,… ,푚 .  

  
م، هرگاه در ييگو يرا جواب نشدن 푥ک جواب مانند ي

 x، اگر جوابيصدق نکند. از طرف Xط مجموعه يشرا
را  Xمجموعه  يرهايها و حدود متغتيهمه محدود

شود. يم شناخته يک جواب شدنيبرآورده سازد، به عنوان 
 ي، فضايشدن يهي، ناحيشدن يهاهمه جواب يمجموعه

دهد و آن را با يل ميجستجو را تشک يا فضايم يتصم
X م.يدهينشان م  
  

  . (مفهوم غالب بودن)۱ف يتعر
푥اگر  , 푥 ∈ 푋  و푓(푥 ) ≤ 푓(푥  푥م ييگو (

푓(푥است و  푥غالب بر  푓(푥غالب بر  ( است. که  (
푓(푥 در آن ) ≤ 푓(푥 푓هرگاه  ( (푥 ) ≤ 푓 (푥 ) 

pkهر  يبرا ,...,1  و وجود داشته باشد
 pi ,...,1 که يطوربه푓 (푥 ) < 푓 (푥 ) [4,5].  
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 و)پارت ينگيو به يي. (مفهوم کارا۲ف يتعر
푥 يجواب شدن ∈ 푋  شود اگر  ينه پارتو گفته ميا بهيکارا

푥مانند  يگرينقطه د ∈ 푋 کهيموجود نباشد بطور 
	푓(푥) ≤ 푓(푥) اگر .푥  ،کارا باشد푓(푥)  نقطه

 يکارا يها شود. مجموعه همه جواب يده ميرغالب ناميغ
푥 ∈ 푋  با푋 ه ديشود و مجموعه کارا نام ينشان داده م

푦   رغالبيشود. مجموعه تمام نقاط غ يم = 푓(푥) ∈ 푌 
푥که در آن  ∈ 푋  با푌 شود و مجموعه  ينشان داده م

  .[4,5]شود  يده ميرغالب ناميغ
  

سره از نظر  يي. (مفهوم کارا۳فيتعر
  ون)يجئوفر

푥 يجواب شدن ∈ 푋	  ند يسره گو يک جواب کارايرا
푀هرگاه عدد  > هر  يکه برايطور موجود باشد 0

푥 ∈ 푋 س يو هر اند푖 ت يبا خاص푓 (푥) < 푓 (푥) 
푓ت يبا خاص 푗س يک اندي (푥) < 푓 (푥)  موجود باشد

  که يطوربه
푓 (푥) − 푓 (푥)
푓 (푥) − 푓 (푥)

< 푀. 

  
نشان داده  푋푃퐸سره با  يکارا يها جواب يمجموعه تمام

  .[9 ,4,5]شود  يم
  

سره از نظر کوهن و  يي. (مفهوم کارا۴فيتعر
푥 يجواب شدنتاکر)  ∈ 푋	  سره  يک جواب کارايرا

ر يز يند هرگاه دستگاه خطيبه مفهوم کوهن و تاکر گو
 جواب نداشته باشد:

∇푓 (푥) 푑 ≤ 0, ∀	푖 = 1, … , 푝 
∇푓 (푥) < 0, 푓표푟	푠표푚푒	푘 ∈ {1,… , 푝} 
∇푔 (푥) ≤ 0, 
∀푗 ∈ 푗 = 1,… ,푚:푔 (푥) = 0 . 
 

푗که در آن مجموعه  = 1,… ,푚: 푔 (푥) = را  0
  .[10 ,4]نامند يود فعال ميمجموعه ق

  
ک مساله ي) ۱م مساله چندهدفه (يکنيفرض م. ۱ه يقض

ر يپذليفرانسيوسته ديود بطور پيمحدب و توابع هدف و ق

سره به مفهوم کوهن و تاکر  يکارا باشد. آنگاه هر نقطه
  .[4]ون استيسره به مفهوم جئوفر يک نقطه کاراي

  
 يا) مسأله۱م مسأله چندهدفه (يکنيفرض م .۲ه يقض

نقطه  ين براير باشد و همچنيل پذيفرانسيمحدب و د
 م: يداشته باش 푥مفروض 

푑 يبرا ∈ 푅  با∇푔 (푥) 푑 ≤  که در آن ,0
푗 ∈ 푗 = 1,… ,푚:푔 (푥) =  يقي؛ عدد حق0

푡̅ > :푙، تابع 0 [0, 푡̅] → 푅  و مقدار مثبت훼  موجود
푙(0)که  يباشند به طور = 푥 ، 

푔 푙(푡) ≤ 0,				∀	푡 ∈ [0, 푡̅], 
  
푙و  (0) = 훼푑 آنگاه اگر  .푥 سره به مفهوم  يکارا

ز يسره به مفهوم کوهن و تاکر ن يون باشد کارايجئوفر
  .[4]باشديم
  

  )٥آل دهي. (نقطه ا۵فيتعر
푦نقطه  = (푦 ,… , 푦 pk يکه برا ( ,...,1 به ،

  د:يآ ير بدست ميصورت ز
)۲(  푦 = min

∈
푓 (푥) 

  
 شود.  يده ميهدفه نامچند يساز نهيآل مساله به دهينقطه ا

  
  )٦ري. (نقطه ند۶ف يتعر

푦نقطه  = (푦 ,… , 푦 pk يکه برا ( ,...,1 ،
  د:يآ ير بدست ميبه صورت ز

)۳(  푦 = max
∈

푓 (푥) 
  

شود  يده ميچند هدفه نام يساز نهير مساله بهينقطه ند
[4].  

از  يکي يکران يم که در صورت بيشو يادآور مي تذکر:
 دهيچند هدفه، نقطه ا ينه سازيبهل يتوابع هدف در مسا

 ينه برايآل وجود ندارد لذا ما با فرض وجود جواب به
 م.يدهيتمام توابع هدف بحث را ادامه م

                                                
5. Ideal point 
6. Nadir point 
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است، چون  يآل کار آساندهير نقطه ايدست آوردن مقادبه
 يزيرل برنامهيمسا يتعداد يسازنهيآن معادل با به

به  يراحتنه آن بهيبه يهامحدب است که معمولا جواب
ر در ير نديدست آوردن مقادن حال بهيند. با ايآيدست م

ر ين مقادي(در واقع ا است يمشکل يليکار خ يحالت کل
  .[1]ند)يآيدست مبه يراحتل دوهدفه بهيتنها در مسا

نه يبه يهاجواب يکه به جستجو ييهاتميدر اغلب الگور
واب مرجع ک جيآل به عنوان دهيپردازند، بردار ايپارتو م

گونه که در ن، همانيرد. همچنيگيمورد استفاده قرار م
 دهيک به بردار اينزد يهامشخص است، جواب ۱شکل 

از  ياريعلاوه، بسهستند. به يبهتر يهاآل جواب
ازمند ين يسازا نرمالي يها، به منظور اسکالرسازتميالگور

ک از توابع هدف هستند. در ين هر ييبه دانستن حد پا
 ياز به جوابيها ممکن است نتمياز الگور يع، برخواق

داً از مقدار هدف هر يداشته باشند که مقدار هدف آن اک
  جستجو بهتر باشد. يدر فضا يجواب
شتر موارد، يچندهدفه در ب يسازنهيحل مسائل به يبرا

  ر آن مسأله چندهدفه حل يهدفه نظچند مسأله تک
را  ين مسائليبه چنل مسأله چندهدفه يند تبديشود. فرآيم

 د. دريري) را در نظر بگ۱مسأله ( ند.يگويم ياسکالرساز
ک ي، با ضرب کردن هر دارشدهمجموع وزن ياسکالرساز

دار و جمع تمام اهداف وزن يک وزن نامنفياز اهداف در 
∑ک تابع هدف واحد به صورت يشده،  휆 푓 (푥) 

 گردد.يحاصل م
휆 يناظر با وزن نامنفمسأله اسکالر مت = (휆 ,… , 휆 ) 

  ر است:يبه صورت ز

)۴(  min
∈

휆 푓(푥). 

 
نه يک نقطه جواب بهيتک هدفه  يساز نهيهر مساله به

ن روش يا يايکند. از مزا ين مييمرز پارتو تع يخاص رو
ن يمسائل محدب، ا يساده و پرکاربرد بودن آن است. برا

نه پارتو را يدر سراسر مجموعه به ييها افتن جوابي روش
 ياست. برا يبيمعا ين روش دارايکند. اما ا ين ميتضم

مم يو ماکز يسازمميني، ميبيترک يسازنهيمسائل به
ا ي يمم سازينيک نوع، مياهداف را به  يد تمامي، بايساز

کنواخت مجموعه يع يل کرد. توزي، تبديسازمميماکز
نه يبه يها ع جوابيتوز يکنواختي يبرا ينيها تضم وزن

متفاوت  ين روش دو بردار وزنيکند. در ا يپارتو فراهم نم
گردد.  ينه پارتو متفاوت نميبه يها لزوما منجر به جواب

ک ي يچند هدفه، برا يسازنهياز مسائل به يدر بعض
نه يبه يها خاص، ممکن است جواب يبردار وزن

ها  ن جوابيهر کدام از ا وجود داشته باشند که يا چندگانه
 يکيها غالب هستند.  گر جوابيف بر ديبه صورت ضع

 دارشدهمجموع وزن ياسکالرساز يگر از اشکالات اصليد
 يها از جواب يافتن برخين است که روش فوق قادر به يا

 ست.يهدف نامحدب ن ينه پارتو در فضايبه
 يسازنهيک مسأله بهيلازم به ذکر است مسأله فوق  
 يرخطيغ يهاتميحل آن از الگور ياست و برا يطرخيغ

به . [15,16 ,14 ,13 ,12 ,11 ,6]شود ياستفاده م
حل مسائل حمل و  يبرا يتميالگور [3]عنوان مثال در 

ن يا است که   شنهاد شدهيپ ينقل در حالت کاملا فاز
را  يحمل و نقل در حالت کاملا فاز يتم، مسالهيالگور

ل و سپس از روش مجموع يتبدک مساله سه هدفه ي  به
کند و  يدر حل مسائل چندهدفه استفاده م دار شده وزن

  مپلکس حل يد را با روش سيجد يمساله   سپس
ها  ن روشيترک دسته از مهميم يشويادآور ميند. ينمايم

 يها کيحل مسائل چندهدفه، استفاده از تکن يبرا
فه هد ک مسأله تکيها  ن روشياست. در ا ياسکالرساز

ن يشود و ارتباط ب يمتناظر با مسأله چندهدفه حل م
 يکارا يها هدفه و جواب تک ي نه مسألهيبه يها جواب

  شود.  يم يچندهدفه بررس ي سره مسأله
د اصلاح يمق ياسکالرساز يها از روش يبيترک [2]در 
 ريپذ د انعطافيو مق (modified constrained) شده

(elastic constrained) رفته شده و با کمک در نظر گ
باً يتقر يها د جوابيتول يبرا يلازم و کاف يطيآن شرا

  .ف، سره) ارائه شده استيکارا (ضع
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  آل و نقطه ندير). يک مثال از نقطه ايد۱شکل (

  
  .۳ه يقض

Xxد ي) فرض کن۱ * باشد. در ۱نه (يک جواب بهي (
  :[1]نصورت يا

pEXxآنگاه  0اگر  *.  
محدب و   مجموعه Xد ي) فرض کن۲ xf j ،

pj ,...,1 نصورت:يتوابع محدب باشند. در ا  
pEXxاگر  *  0آنگاه  وجود دارد که*x 

  ) است.۴نه (يبه جواب
م: يريگيرا در نظر م يچندهدفه خط يزير) مسأله برنامه۳

휆اگر  > 푋آنگاه  0 = 푋푃퐸 [4].  
  
ن يدر ا يلترکردن ناهنجاري. نقاط کارا و ف۲

  نقاط
,푥 يدو جواب شدن 푥 ∈ 푋 ) ر تابع ي) را با مقاد۱از مسأله

  د. کسر يريدر نظر بگ 푓(푥)و  푓(푥)هدف 
푓 (푥) − 푓 (푥)
푓 (푥) − 푓 (푥)

 

  
که جواب  يرا در حال 푓و  푓ان توابع يرات مييتواند تغ يم
푥 يبه سو 푥 کند نشان دهد، که در آن  يحرکت م 

푓 (푥) < 푓 	(푥) 
 و 

푓 	(푥) < 푓 (푥). 
  
به عنوان  푥طه ک نقين کسر در حداقل يکران بودن ا يب
  کارا توسط  يها لتر کردن جوابيف يار برايک معي

  

  . [17,18,19, 9, 8, 7, 6]ون ارائه شد يجئوفر
 يسازنهيکراندار در به يهات توازنيبا توجه به اهم

ت و يريمتناظر مانند مد يچندهدفه و مسائل کاربرد
کارا با توازن  يهاجواب ين مقاله به بررسيع ايصنا

سره به  يکارا يهاپردازد. در واقع جوابيکراندار م
  ون مورد مطالعه قرار خواهند گرفت. يمفهوم جئوفر

هستند که  ييکارا يهاسره جواب يکارا يهاجواب
کارا را ندارد (با توجه به  يهاگر جوابيد يهايناهنجار

را که استفاده از يون)؛ زيا جئوفريف کوهن و تاکر يتعر
توابع هدف را در  يهاينجارسره ناه يکارا يهاجواب

 يبرا يريگمين به تصميبرد و اين مياز نقاط از ب يبعض
شتر توسط يت بيبا اهم يهابه دست آوردن جواب

ک بودن ينزد ييخواهد کرد. از سو يانيت کمک شايريمد
ن ياز مهمتر يکيدآل يسره به نقطه ا يکارا يهاجواب

ا بهتر يشد تواند بايم يريگميتصم يت برايرياهداف مد
به دست آمده  يهاجواب يکيت نزديرياست گفته شود مد

انتخاب جواب در نظر  يک محک برايدآل را يبه نقطه ا
  .[7 ,6]رديگيم

  م:يريگير را در نظر ميمسأله چندهدفه ز

)۵
(  min

푓(푥) = 푓 (푥), … , 푓 (푥)

	푠. 푡. 푥 ∈ 푋 =
푥 ∈ 푅 : 푔 (푥) ≤ 0,

		푗 = 1,… ,푚
   

  
باشند. ير ميپذليفرانسيد يتوابع 푔و  푓که در آن توابع 

) ۵مسأله ( يپاراتو يک جواب کاراي 푥م يکنيفرض م
푑که بردار ناصفر يباشند به طور ∈ 푅  وجود داشته که  
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 ر باشد:يز يجواب دستگاه نامعادلات خط
  ∇푓 (푥) . 푑 ≤ 0,			∀	푗 = 1,… , 푝 
)۶(  ∇푓 (푥) . 푑 < 0,			푓표푟	푠표푚푒 

	푖 ∈ {1, … , 푝} 
  ∇푔 (푥) . 푑 ≤ 0,			∀	푘 = 1,… ,푚 
  

 سيپاراتو است پس اند يک جواب کاراي 푥از آنجا که 
푠 ∈ {1,… , 푝}  وجود دارد که∇푓 (푥) . 	푑 = 0 .

  :ميکنين فرض ميهمچن
훻푓 (푥) . 푑 = 푚푖푛 ∈{ ,…, } 훻푓 (푥) . 푑 < 0 . 

  
موجود است به  푥 يلور جواب کارايه تيبراساس قض

  :که يطور
푓 (푥) − 푓 (푥) = 표(푑) 
푓 (푥) − 푓 (푥) = ∇푓 (푥) . 푑 + 표(푑) 

  
푓روشن است که اگر  (푥)  ف ابد تابع هديبهبود푓  بدتر

شتر از نرخ رشد يداً بيشود. اما نرخ رشد بدتر شدن اکيم
푓∇را يباشد، زيبهبود م (푥) . 푑 ≠ ک نوع ين ي. ا0
  جاب يپاراتو ا ينقاط کارا يبرا يمحاسبات يناهنجار

ن بار توسط کوهن و تاکر ارائه ينخست يکند که برايم
سره  يرا از کاراف خود يو آنها سپس تعر [20 ,10]شد 

  ارائه دادند. ۴ف يبه صورت تعر
  
  ها در مسائل چندهدفهتوازن يکران بالا .۳

 يم مهم از نظر تئورياز مفاه يکيسره  يکارا يهاجواب
 يباشد که نشان دهنده رفتار توابع هدف طيم يو عمل

به دست  يهايباشد؛ که ناهنجارير مييند تغيک فراي
  ک جواب را از مجموعه ي ندين فرايا يط آمده در

 يهات جوابياهم کند.يسره خارج م يکارا يهاجواب
سندگان و محققان را ياز نو ياريسره در عمل بس يکارا

 يتعامل يسازنهيات بهين مفهوم در ادبيا يبررس يبه سو
مطالعه و اطلاعات  يسوق داد برا يسازنهيبه يو تئور

 ۱۹۹۱در سال رجوع کرد.  [19]و  [6]توان به يشتر ميب
 يهاتوازن يک کران بالا براي  [21]رايفرگرومل و 

سره به دست آوردند. آنها  يکارا يهاو جواب يمتناه
 ياسکالرساز يهان وزنييتع يبرا يشنهادين پيهمچن

  . [21]ارائه دادند  يوزن

سره، استفاده از  يدست آوردن نقاط کارابه يک راه براي
ن روش به ير شده است. در ادامجموع وزن ياسکالرساز

اختصاص داده و آن را به  يک وزن نامنفيهر تابع هدف 
  که  يکنند. در حالتيل ميهدفه تبدک مسأله تکي

استفاده شده مثبت باشند جواب به دست آمده  يهاوزن
  از  يکياگر حداقل  يسره است ول يک جواب کاراي

سره  ينه حاصل الزاماً کارايها صفر باشد جواب بهوزن
سره در صورت تحدب، توسط  يک جواب کارايست. ين
مثبت به  يهادار شده با وزنک مسأله مجموع وزني

 يبرا ينيد اما اگر مسأله محدب نباشد تضميآيدست م
 ييسره را شناسا يک وزن مثبت که نقطه کارايوجود 
ن است که اصل تحدب يست. البته فرض ما بر ايکند، ن

ن اصل برقرار يکه ايد. درصورتباشيدر مساله برقرار م
ت يهمچون محدود ياشناخته شده يهانباشد از روش

 ينقاط کارا ييشناسا يتوان برايو بنسون م يکشسان
  سره استفاده نمود.

ن وزن ين مقاله انتخاب بهترين اهداف در اياز مهمتر يکي
باشد که يسره م يک جواب کارايبدست آوردن  يبرا

را در ين مقدار باشد زيآن کمتر يهاتوازن يکران بالا
ک تابع هدف با مقدار يمناسب مقدار بهبود در  يهاتوازن

توان نشان يگر برابر است و ميبدتر شدن در تابع هدف د
آل دهيکتر است، نقطه ايآل نزددهين جواب به نقطه ايداد ا
نه خود يک از توابع هدف بهياست که در آن هر  يانقطه
انتخاب  يبرا يشود مدليم ينجا سعيا رند. دريگيرا م
دار شده به منظور به دست وزن ياسکالرساز يهاوزن

 ين کران بالايسره با کوچکتر يکارا يهاآوردن جواب
  ن اهداف ارائه و حل گردد.يتوازن ب

ک بردار مثبت باشد هر ي 휆همانطور که گفته شد اگر 
سره  يک جواب کاراير يز يوزن ينه اسکالرسازيجواب به

  است:

)۷(  min
∈

휆 푓(푥)										 

  
ن توابع يب يهاتوازن ين کران بالايدر ادامه رابطه ب

  گردد.يم يو مسأله اسکالر فوق بررسهدف 
ز يسره باشد. و ن يک جواب کاراي 푥م که يکنيفرض م
푥هر  يم که برايکنيفرض م ∈ 푋 س يهر اند و푖  با



 

 ۱۳۵                                                       سازي چندهدفههاي کاراي سره نزديک به نقطه ايدآل در بهينهدست آوردن جوابرويکردي براي به
 

   

푓 (푥) < 푓 (푥) س يک اندي푗 باشد که 푓 (푥) <
푓 (푥) که يبه طور:  

휆 푓(푥) ≤ 휆 푓(푥). 

  
  ها در توازن يکران بالا برا [21]را يگرومل و فر

 :کردند ير معرفيرا به صورت ز سره يکارا يهاجواب

)۸(  	
푓 (푥) − 푓 (푥)
푓 (푥) − 푓 (푥)

≤
휆
휆
, 

  
 يک کران بالا برايتواند به عنوان يم ن مقدار يبنابرا

ن راستا يکراندار در نظر گرفته شود. در ا يهاتوازن
سره در نظر  يکارا يهان جوابييتع يرا برا Λمجموعه 

  م:يريگيم

)۹(  Λ = 휆 ∈ 푅 :∑ 휆 = 1,
휆 > 0, ∀푖 = 1,… , 푝

.  

  
휆د اگر يري) را در نظر بگ۹رابطه ( →  آنگاه توازن 0

 Λن با بهبود مجموعه يکران است. بنابرايب 푓و  푓ان يم
به دست آمده از  يهاجواب يناهنجار يريبه منظور جلوگ

 يهابه جوابتوان ير مي) به صورت ز۷( ياسکالرساز
نشان  Λافته را با يد. مجموعه بهبود يسره رس يکارا

  ر است:يم که به صورت زيدهيم
)۸(  

Λ = 휆 ∈ 푅 :∑ 휆 = 1,
휆 ≥ 휀, ∀푖 = 1,… , 푝

  

  
  باشد.يمثبت م يقيک عدد حقي 휀که در آن 

ف يم. با تعريريگيم در نظر) را ۸ار رابطه (  يکران بالا
Λ ) روشن است که  )۱۰به صورت  

휆
휆
≤
1
휀
. 

  
   يمناسب برا يک کران بالايتواند يم ن يبنابرا

  .ن توابع هدف مسأله چندهدفه باشديب يهاتوازن
  
  

 ين بردار وزن با استفاده از اسکالرسازيي.تع ۴
  دار شدهمجموع وزن

مجموع  يسره و اسکالرساز يياران بخش ارتباط کيدر ا
شتر يرا ب Λافته يدار شده با توجه به مجموعه بهبود وزن

 ين به دنبال راهکاريم. همچنيدهيقرار م يمورد بررس
م که يهست ياسره يکارا يهابه دست آوردن جواب يبرا

ن يرنده را برآورده کند. در ايگميت و تصميريحات مديترج
دآل يکه به نقطه ا ييهاکه جوابگردد يم يراستا سع

و نقطه  푦دآل يکتر باشند انتخاب گردند. نقطه اينزد
 [21]را يم. گرومل و فريريگيرا در نظر م 푦 ريند

휆هر  يدارشده را برامسأله اسکالر مجموع وزن ∈ Λ 
در نظر گرفتند و نشان دادند که تحت شرط تحدب 

أله اسکالر، نقطه نه مسيبه يهامسأله، جواب
푦 + (푦 − 푦 ن يکنند بنابرايرا مغلوب م (

 مجموعه

푌 ≔ 푦 +
1
휀
(푦 − 푦 ) − 푅  

  
د شده توسط يسره تول يکارا يهاشامل همه جواب

   يکران بالا 	باشد که در آن يم Λ يبردارها
باشد. يسره م يکارا يهامتناظر آن جواب يهاتوازن
 دهد.يشرح م ين موضوع را به صورت هندسيا ۲شکل 

 푌ابد مجموعه يش يافزا 휀اگر دقت شود هر چه 
푦کوچکتر و مقدار  + (푦 − 푦 کتر ينزد 푦به  (

شده  ياست تا در جهت معرف يازهين انگيگردد. ايم
(푦 − 푦  يهااز مجموعه جواب يردن نقاطدا کيبه پ (

دآل هستند. در يک به نقطه ايم که نزديسره بپرداز يکارا
  م:يريگير را در نظر مين راستا مدل زيا

  max 휀 
  

min 휆 푓 (푥) 

)۱۱(  푠. 푡. 푥 ∈ 푋, 

  
휆 = 1, 

  휆 ≥ 휀,			푘 = 1,… , 푝 
  휀 ≥ 0. 
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ퟏ يسره با کران بالا يکارا يهاقطاع شامل تمام جواب .)۲شکل (

휺
 يمتناه يهاتوازن يبرا 

  
که  يابه اندازه 휀ش يده افزايفوق با ا يسازنهيمسأله به

سره  يک جواب کارايموجود باشد که  휆بردار وزن مثبت 
ا به عبارت يحاصل شود ارائه شده است.  휀متناسب با 

,∗푥)گر اگر يد 휆∗, 휀∗) ۱۱نه از مسأله (يک جواب بهي (
ک ي ∗푥جواب  ۳ه يمثبت باشد آنگاه طبق قض ∗휀با 
کران  يسره است که توازن متناظر آن دارا ياب کاراجو
  است. ∗ يبالا

  
ک مسأله محدب ي) ۱م مسأله (يکنيفرض م .۴ه يقض

,∗푥)م که يکنين فرض ميباشد و همچن 휆∗, 휀∗) ک ي
∗휀) باشد. اگر ۱۱نه از مسأله (يجواب به = آنگاه  0

  سره ندارد. ي) جواب کارا۱مسأله چند هدفه (
ک جواب ي 푥̅م که يکني. به برهان خلف فرض ماثبات

ن مسأله محدب ي) باشد. چون ا۱سره از مسأله ( يکارا
  موجود است که  휆̅ک وزن مثبت ي ۳ هياست بنا به قض

푥̅ = argmin ∈ 	 휆̅ 푓 (푥). 

  
  م:يکنيف مير تعريرا به صورت ز 휀̅مقدار 

휀̅ ≔ min
,…,

휆̅ . 

  
,푥̅)روشن است که  휆̅, 휀)̅ ۱۱مسأله ( يک جواب شدني (

휀̅است که در آن  > ه را به ين تناقض حکم قضي. ا0
  رساند.ياثبات م

  
  ) محدب باشد و ۱(م مسأله يکنيفرض م. ۵ه يقض

  

∗휀ن يهمچن > ) ۱۱از مسأله ( 휀ر ينه متغيمقدار به 0
ان يم يهاتمام توازن يک کران بالا براي ∗باشد. آنگاه 

푌افته ي) نسبت به مجموعه بهبود ۱توابع هدف مسأله ( ∗ 
  است.

  ن موضوع روشن است.ياثبات ا اثبات.
  
  يعدد يها. مثال۵
  ر را در نظر يز يهاموضوع مثال شتريشرح ب يبرا
ها متناظر ن مثاليگردد که ايخاطر نشان م م.يريگيم

و روش  ي) بوده و با استفاده از اسکالر ساز۱۱مساله (
  اند.حل شده ٧ود فعاليمجموعه ق

  
minمسأله  .۱مثال  ∈ (푥 , 푥  که در آن  (

푋 = {푥 ∈ 푅 : (푥 − 1) + (푥 − 1) ≤
1,−1 ≤ 푥 , 푥 ≤ 1},  

  
) ۱۱نه مسأله متناظر با (يم. جواب بهيريگيرا در نظر م
  برابر است با

푥∗ = 1− √ , 1 − √ ≈ (0/2929,0/
2929)  
∗휆	و = 휆∗ = ∗휀	و0/5 = 0/5  

  
سره به  ين جواب کارايک ترينزد ∗푥روشن است که 

푀ن ياست. همچن 푦دآل ينقطه ا = ∗ = ک ي 2
است.  ∗푥ان توابع هدف در نقطه يتوازن م يکران بالا برا

  دهد.ين مسأله را نشان ميا، هندسه ۳شکل 
                                                
7. Active-set method 
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  ديفرض کن. ۲مثال 
 푓 (푥) = 푥  ،푓 (푥) = 푥  
 푓 (푥) = 푥 − 푥 푥 + 3푥  
 푔 (푥) = 푥 + 1/5 ،푔 (푥) = −푥 − 2، 
 푔 (푥) = −푥  ،푔 (푥) = 푥 − 1 . 

  
 د: يرير را در نظر بگيمسأله سه هدفه ز

min
∈

푓 (푥), 푓 (푥), 푓 (푥)  
  

  که در آن 
푋 = 푥 ∈ 푅 :푔 (푥) ≤ 0, 푗 = 1,2,3,4  . 

  
أله ک مسين مسأله يتوان نشان داد که ايم يبه راحت

 푔و  푓 ،푓 ،푔 ،푔 ،푔را توابع يمحدب است. ز
 ۲برابر با  푓تابع  يهستند و از آنجا که هس يخط يتوابع

ن تابع محدب است. روشن است که نقطه ياست پس ا
,2,0−)دآل برابر با يا −2/25) .  

  م:ي) دار۱۱با حل مسأله متناظر (

푥 = (−1/5,1), 휆 = 휆 = 휆 = 0/3333,
휀 = 0/3333.  

  
,1/5,1−)ن، نقطه يبنابرا  يک جواب کاراي (0/75−

  دآل است.يک به نقطه ايسره نزد
  
  يريگجهينت

 دآل بهيسره به نقطه ا ينقاط کارا يکين مقاله نزديدر ا
ارجح در نظر  يهاانتخاب جواب يار برايک معيعنوان 

 يزيرک برنامهير اين معيگرفته شد. با استفاده از ا
ت ين خصوصيبا ا ييهادست آوردن جواببه يدوهدفه برا

 يد. از طرفينه حل گردين زميارائه شد و دو مثال در ا
 يهابه دست آوردن جواب يمدل ارائه شده در راستا

 يک کران بالا برايشنهاد شده يپ يزيرمورد نظر برنامه
ن يندگان اسيدهد. نوين توابع هدف ارائه ميب يهاموازنه

دن يرس ير برايمد يارهايتوان از معيمقاله ادعا دارند م
 يمناسب يهااستفاده نمود و به مدل يبه اهداف خاص

  د. ير رسيارجح مد يهادن به جوابيرس يبرا
  

  
  
  

  
  ۱مثال  ير هندسيتفس .)۳شکل (
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