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  چکیده

�یک  �یک حلقه و  �فرض کنید  شود هرگاه به ازاي هر  مورفیک چپ نامیده می- شبه �دو مدول باشد.  �

� ∈ ,�، عناصر � � ∈ (�)��موجود باشند به طوري که � = (�)��و   �� = ساز  ، پوچ(�)��(منظور از  ��

را مساوي  �و  �شود اگر در تعریف فوق بتوان عناصر  مورفیک چپ نامیده می �است). همچنین  �در �چپ 

�توسیع بدیهی  کنیم که این مقاله، شرایطی را بررسی می اختیار کرد. در  �توسط مدول  �ي  از حلقه �

) مورفیک از -دهند خاصیت (شبه دهیم که نشان می هایی ارائه می باشد. مثال )مورفیک می- داراي خاصیت (شبه

�  )-عددي را براي (شبهشود و برعکس. لذا شرایط لازم و کافی مت منتقل نمی � و مدول �ي  به حلقه �

�مورفیک بودن  چپ براي  مورفیک- دهیم خاصیت شبه به عنوان مثال، نشان می آوریم. دست می به �

� �کنیم اگر  ثابت می پذیراست. علاوه بر این، بخش ��دهد که  نتیجه می � مورفیک چپ باشد -شبه �

�و  ∈ (�)��چنان موجود باشد که  � = (�)��،یا  0 = ��گاه  آن 0
	 یک  �به ویژه، اگر  دوري است. 	

�گاه ي جابجایی باشد آن حلقه مدول - �به عنوان  �نیز مورفیک است. علاوه بر این، در حالتی که  �و  �

�)مورفیک بودن -چپ (راست) آزاد باشد نیز (شبه ي زیر که ماحصل  کنیم. نتیجتاً، قضیه را بررسی می �

��(نه لزوماً جابجایی) و   دامنه �آوریم: اگر  دست می را به اصلی این مقاله است
�آزاد باشد آنگاه  	  )- (شبه �

�ي بخشی و  حلقه �مورفیک چپ است اگر و تنها اگر  ��
	

�
اي که  نتیجه . به عنوان کاربردي از این قضیه، 	
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  مقدمه - 1

ي یکدار، ا حلقه، �در این مقاله، منظور از 

باشد مگر خلاف آن میپذیر و ناجابجایی  شرکت

فرض شود. ابتدا به معرفی برخی از نمادهایی که در 

پردازیم.  گیرند می این مقاله مورد استفاده قرار می

مدول چپ باشد. نمادهاي - �یک  �فرض کنید 

� ⊆ �و  � ≤  �یمعانبه ترتیب به  �

باشند. علاوه  می �زیرمدول  �و  �ي  زیرمجموعه

گاه  مدول چپ باشند آن- �دو  �و  �این اگر بر

را با  �به  �هاي از  همریختی- �ي تمام  مجموعه

,�)����نماد  در حالتی دهیم و  نمایش می (�

�که  = کنیم.  استفاده می (�)����، از نماد �

هاي چپ باشند  مدول-�اي از  خانواده �∋�{��}اگر 

ضرب مستقیم این خانواده،  و حاصلگاه مجموع  آن

�∋�⊕به ترتیب با نمادهاي  	�∋�∏و  �� نشان  ��

باشد  �اي از  زیرمجموعه �شوند. اگر  داده می

به ترتیب  (�)�� و (�)��گاه منظور از  آن

باشد.  به  می �در  �سازهاي راست و چپ  پوچ

 گاه اي جابجایی باشد آن حلقه �وضوح اگر 

، با �در  �ي  راست و چپ مجموعهسازهاي  پوچ

یکدیگر برابرند و لذا در این حالت از نماد 

کنیم. همچنین تعداد  استفاده می (�)����

نمایش داده  |�|با نماد  �ي  اعضاي مجموعه

ي اعداد  موعه، عدد اصلی مج0شود و منظور از  می

را  � ي باشد. علاوه بر این، حلقه می طبیعی 

از  � و �دامنه گویند هرگاه به ازاي هر دو عنصر 

�، �� = �نتیجه دهد  0 = �یا  0 = ي  . دامنه0

  ي صحیح گویند.  را دامنه � جابجایی

(یا به اختصار منظم) 2نویمان را منظم فن �ي  حلقه

�گویند هرگاه به ازاي هر  ∈ �، عنصر � ∈ � 

�اي که  موجود باشد به گونه = ها  . این حلقه���

 ،]1[ 1936نویمان در سال  نخستین بار توسط فن

هنگامی که وي در حال تحقیق و مطالعه بر روي 

                                                 
2 Von-Neumann regular 

جبرها بود شکل -�نویمان و همچنین  جبرهاي فن

را  �ي  حلقه ،]2[گرفتند. به دنبال آن، اهرلیچ

�، نامید هرگاه به ازاي هر  3منظم یکه ∈ عنصر �

�ي  یکه ∈ �موجود باشد به طوري که  � =

ي منظم یکه، منظم است و  . به وضوح هر حلقه���

جایی این دو  همچنین ثابت شده که در حالت جابه

 1ي  اند. اهرلیچ در قضیه مفهوم بر یکدیگر منطبق

مدول چپ و -�یک  �، ثابت کرد اگر ]3[از

�:� → گاه  همریختی باشد آن- �یک  �

� ∈  منظم یکه است اگر و تنها اگر (�)����

�
���� لذا اگر در این قضیه قرار  .����

�دهید  = �دانیم که عنصر  گاه می آن � ∈ � 

���موجود است به طوري که  =  و ��

���� = منظم یکه است اگر و  �. بنابراین (�)��

�.تنها اگر  ��� توجه کنید این امر  (�)��

ي اول همریختی است. یادآوري  بیانگر دوگان قضیه

ي اول همریختی، به ازاي هر  کنیم طبق قضیه می

� ∈   ، همواره داریم�

�
��(�)
� ��. 

 �ي  ، عناصري از حلقه]4[لذا نیکلسون و کمپس

کنند  ي اول همریختی صدق می که در دوگان قضیه

هایی که  ند. همچنین حلقهنامید  4را مورفیک چپ

ها داراي  این خاصیت هستند را  تمام عناصر آن

 �شود که  مورفیک چپ نامیدند. به راحتی دیده می

مورفیک چپ است اگر و تنها اگر به ازاي هر 

� ∈ �، عضوي مانند � ∈ موجود باشد به طوري  �

(�)��که  = (�)�� و �� = . به دنبال آن، ��

، مفهوم مورفیک را توسعه ]5[کامیلو و نیکلسون

را در نظر گرفتند که  �هایی مانند  داده و حلقه

  شرط زیر براي آن برقرار باشد:

{��				|� ∈ �} = {��(�)			|� ∈ �}.  
  

                                                 
3 Unit-regular 
4 Left morphic 
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چپ  5مورفیک- ها را شبه ها این دسته از حلقه آن

مورفیک - شبه �به عبارت دیگر  گذاري کردند. نام

�چپ است هرگاه به ازاي هر  ∈ ، عناصر �

�, � ∈ اي که  موجود باشند به گونه �

�� = (�)�� و (�)�� =  )-هاي (شبه . حلقه��

شوند.  مورفیک راست نیز به طور مشابه تعریف می

 )مورفیک گویند هرگاه-را (شبه �ي  همچنین حلقه

مورفیک راست و چپ باشد. واضح است که  )- (شبه

همچنین مورفیک است. -ي مورفیک، شبه هر حلقه

با توجه به مطالب بیان شده، ارتباط مستقیم بین 

مورفیک  )-هاي منظم (منظم یکه) و (شبه حلقه

ي منظم،  وجود دارد. ثابت شده است که هر حلقه

ي منظم یکه مورفیک  مورفیک و هر حلقه- شبه

ها با  است. جهت درك بهتر، ارتباط این حلقه

  کنیم:  یکدیگر را در دیاگرام زیر خلاصه می

  

  

  

  

  

  

  

هاي  توجه کنید روابط موجود در سطرها و ستون

باشند.  دیاگرام فوق در حالت کلی برگشت پذیر نمی

ي  به عنوان مثال حلقه
4

، مورفیک است در حالی 

ي جزئیات بیشتر در  که منظم نیست. جهت مشاهده

مراجعه نمایید. علاوه  ]6[و ] 5[این زمینه به منابع 

منظم  �ي  ، حلقه]4[از  5ي  بر این،  طبق گزاره

 منظم و مورفیک چپ �یکه است اگر و تنها اگر 

، بیان ]5[از  4ي  (راست) باشد. همچنین نتیجه

مفاهیم هاي جابجایی،  د که در مورد حلقهکن می

اند. لذا در  مورفیک بر هم منطبق-مورفیک و شبه

حالت جابجایی، سطرهاي موجود در دیاگرام فوق 

                                                 
5 Quasi-morphic 

ذکر است که مفاهیم   به پذیرند. لازم  برگشت

ها  نیز  ها به مدول مورفیک ازحلقه-مورفیک و شبه

به بیان آن  2تعمیم داده شده است که در بخش 

ص خواهیم پرداخت و همچنین در این خصو

  نیز مراجعه نمود.  ]7[توان به  می

)مورفیک -هاي (شبه مسائل مختلفی پیرامون حلقه

ها به صورت جزئی و  مطرح شده که تعدادي از آن

اند و برخی نیز به  کامل مورد مطالعه قرار گرفته

اند. همچنین با  استناد  صورت سوال باز باقی مانده

 ]13[،]12 [،]11 [،]10 [،]9 [،]8[به منابع 

سازي  ها در مطالعه و مشخص ، این حلقه]14[و

و  7ي آرتینی ساده نیم، 6هایی همچون نوتري حلقه

  اند. مورد مطالعه قرار گرفته  8کامل

هاي مورفیک  ضرب حلقه حاصل، ]6[از  2طبق مثال 

مورفیک چپ است. در ادامه این -چپ و منظم، شبه

  شود: سوال مطرح می

دارد که نه مورفیکی وجود -ي شبه آیا حلقه«

ضربی از این دو  مورفیک و نه منظم باشد و نه حاصل

  »نوع حلقه باشد؟

 )-خاصیت (شبهدر راستاي پاسخ به سوال فوق، 

[�]�ي  مورفیک براي حلقه

(���1)
، به ازاي �

� ≥  توجه قرار گرفت که در این خصوص، ، مورد1

 ]12[و  ]11[، ]8[توان به منابع  به عنوان مثال می

، مثالی ارائه ]13[لی و ژو در  مراجعه کرد. همچنین

سوال فوق مثبت است. دهد پاسخ  دادند که نشان می

  مشخص، ]13[از  11ي  در قضیه علاوه بر این

هاي منظم یکه به این صورت  اي براي حلقه سازي

� ست آوردند که: به ازاي عدد طبیعید به ≥ 1 ،

 رمنظم یکه است اگر و تنها اگ �ي  حلقه

�[�]

(���1)
مورفیک باشد. به دنبال آن،  �

                                                 
6 Noetherian 
7 Semisimple Artinian 
8 Perfect 

مورفیک-شبه مورفیک  

 منظم منظم یکه
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 ي چند مورفیک براي حلقه )- خاصیت (شبه

,�]�هاي کج  اي جمله �]

(���1)
نیز مورد  ،�

مطالعه و تحقیق قرار گرفته است. توجه کنید منظور 

 و همچنین �اي روي  ، همریختی حلقه�از 

� ≥ به ي جزئیات بیشتر  اشد. جهت مشاهدهب می 1

  مراجعه نمایید. ]15[

اي مهم و  هاي حلقه یکی دیگر از انواع توسیع

پرکاربرد توسیع بدیهی از یک حلقه توسط یک 

� یک �باشد. فرض کنید  مدول می � 

از  10باشد. منظور از توسیع بدیهی 9دومدول

�که با نماد  �توسط مدول  �ي حلقه � 

ضرب  شود، در واقع همان حاصل نمایش داده می

�تی دکار باشد با این تفاوت که جمع  می �×

اي در نظر گرفته  روي این حلقه، همان جمع مؤلفه

شود در حالی که ضرب آن متفاوت از ضرب  می

به طور  از این مقاله، 2اي است. در  بخش  مؤلفه

مورد جزئیات و ساختار این حلقه توضیح  کامل در

ها به طور گسترده  این دسته از حلقهخواهیم داد. 

ها  ي حلقه هاي نقض در نظریه جهت یافتن مثال

خصوص به عنوان مثال، کاربرد دارند. در این 

اشاره کرد. همچنین  ]17[و  ]16[منابعتوان به  می

هاي مختلف تحقیقاتی همچون نظریه  در دیگر زمینه

 13ها نظریه رسته و 12، نظریه نمایش11همولوژي-هم

نیز ساختار برخی از  ]18[کاربرد دارند. در 

  ها مشخص شده است. هاي مهم این حلقه آل ایده

ها  اي ي چندجمله  ها با حلقه این حلقه توجه کنید

ارتباط مستقیم دارند. به سادگی دیده 

�شود می �
�[�]

(�2)
. لذا با توجه به �

                                                 
9 Bimodule 
10 Trivial extension 
11 Co-homology 
12 Representation theory 
13 Category theory 

سوالی به صورت زیر مطرح مطالب گفته شده، 

  شود:  می

�یک  �فرض کنیدسوال:  دو مدول باشد. �

�ي توسیع بدیهی  چه وقت حلقه داراي  �

  مورفیک است؟-واص مورفیک و یا شبهخ

را در مورد توسیع  ، سوال فوق]8[ژو در چن و 

�بدیهی  اند. به عنوان مثال ثابت  بررسی کرده �

�گاه  ساده باشد آن اي نیم حلقه �کردند اگر  � 

، ]8[از  9ي  مورفیک است. همچنین طبق نتیجه

�ي  حلقه  �مورفیک است اگر و تنها اگر  �

  ضربی از اعداد اول متمایز باشد.  حاصل

لذا مطالعات صورت گرفته در این راستا باعث ایجاد 

اي براي ما شد که در این مقاله به بررسی هر  انگیزه

چه بیشتر این امر بپردازیم که به طور کلی چه 

ي  )مورفیک بودن حلقه-ارتباطی بین (شبه

� ي  )مورفیک بودن حلقه-(شبهو همچنین  �

یی ارائه ها وجود دارد. ابتدا مثال �و دو مدول  �

 �ي  دهند ممکن است حلقه دهیم که نشان می می

هاي  مورفیک چپ و راست باشد و همچنین مدول

��و  ��
نیز هر دو مورفیک باشند در حالی که  	

�توسیع بدیهی  مورفیک نباشد و به -شبه �

دست آمده، به  طور مشابه برعکس. در میان نتایج به

�عنوان نمونه،  ثابت خواهیم کرد که اگر  � 

�مورفیک چپ باشد و عنصر  ∈ چنان موجود  �

(�)��باشد که  = �گاه  آن 0 ��
	

�
	 .

)مورفیک براي توسیع - همچنین خاصیت (شبه

آزاد را نیز بدیهی از یک حلقه توسط یک مدول 

کنیم. در این راستا، به عنوان مثال، ثابت  بررسی می

یک دو مدول روي  �و   یک دامنه �کنیم اگر  می

مدول چپ آزاد -�باشد به طوري که به عنوان  �

�گاه  باشد آن مورفیک است اگر و تنها اگر  �

�  �مورفیک باشد اگر و تنها اگر -شبه �

�ي بخشی و  حلقه ��
	

�
. لازم به ذکر است که 	

به ترتیب از  2.1و  11هاي  این نتیجه، تعمیم گزاره

  باشد.  می ]14[و  ]12[مراجع 
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هاي بدیهی و برخی  هاي توسیع حلقه -2

  ها هاي آن ویژگی

هاي  حلقههر چه بیشتر در این بخش به معرفی 

ها و   ژگیهاي بدیهی و همچنین برخی از وی توسیع

که در این مقاله مورد نیاز  ها آنقضایاي مرتبط با 

 پردازیم. هستند می

  

 �یک حلقه و  �فرض کنید کنید  .1-2 تعریف

�یک  ضرب دکارتی  دو مدول باشد. حاصل �

� را در نظر بگیرید. عمل جمع روي این  �×

اي تعریف کنید و  ن جمع مؤلفهمجموعه را هما

,�)دو عنصر دلخواه  ضرب بین ,�)و  (� از  (�

�   را به صورت زیر در نظر بگیرید: �×

(�, �)(�, �) = (��, �� + ��).  
 

�ي  که مجموعهواضح است  همراه با اعمال  �×

شود که  جمع و ضرب فوق به یک حلقه تبدیل می

�آن را با نماد    دهند.  نمایش می �

توجه کنید عناصر همانی تحت جمع و ضرب این 

باشند. به راحتی  می (1,0)و  (0,0)حلقه به ترتیب 

�اي از  با زیرحلقه �شود که  دیده می و  �

�با زیرگروهی از  �همچنین  کریخت ی �

ي  توسیع بدیهی ازحلقه« باشند. لذا این حلقه را می

ي توسیع  و یا به اختصار حلقه» �مدول  توسط �

  نامند. اکنون در زیر به بیان چند نکته بدیهی می

دازیم. لازم به ذکر است در سراسر پر قابل توجه می

یک  �ي یکدار نابدیهی  و  یک حلقه �این مقاله، 

� دو مدول ناصفر است. لذا در نتایج زیر از  �

ذکر این مطلب، به دلیل جلوگیري از تکرار،  

  خودداري شده است.

  

ي  توان دید که حلقه ) به سادگی می1(. 2- 2 نکته

� اي  حلقه �جابجایی است اگر و تنها اگر  �

 جابجایی باشد.

شود که  عناصر  ) با اثباتی سر راست دیده می2(

�ي پذیر در حلقه وارون هایی  دقیقاً زوج مرتب �

پذیر  وارون �ها در  ي اول آن هستند که مولفه

 باشند. 

هاي بدیهی  هاي توسیع حلقه ) قابل توجه است که3(

 هاي چند تریسی و همچنین حلقههاي ما با حلقه

ط مستقیم دارند. به این صورت که اي، ارتبا جمله

�ي توسیع بدیهی  حلقه  ي با زیرحلقه �

{�
� �

0 � �	|		� ∈ �,� ∈ ي  از حلقه {�

�هاي بالا مثلثی  ماتریس
� �

0  یکریخت است. ��

بدیهی   ي توسیع  در ادامه به ارتباط بین حلقه

� پردازیم. لذا،  اي می هاي چند جمله با حلقه �

کنیم. فرض کنید  ابتدا چند مطلب را یادآوري می

�: � → ي  اي باشد. حلقه یک همریختی حلقه �

,�]� 14هاي کج اي چند جمله ي تمام  مجموعه [�

  هاي چپ به شکل اي چند جمله

�0 + �1� + + ���
�  

  

,�0با ضرایب �1, , شود.  تعریف می �در  ��

و ضرب آن با  جمع این حلقه بر طبق معمول

�� ي استفاده از رابطه = �، براي هر �(�)� ∈ � 

� شود. حال منظور از تعریف می دو مدول  �

باشد با این  می �ي  در واقع همان حلقه (�)�

مدولی راست آن به صورت زیر -�تفاوت که ضرب 

  شود: تعریف می

∀� ∈ �(�),			∀� ∈ �,					�� = ��(�).  
  

مدولی چپ آن همان ساختار -�توجه کنید ساختار 

��مدول 
، ]8[از  اي  اکنون به بیان قضیه باشد. می 	

هاي  هاي توسیع بدیهی و حلقه پردازیم که حلقه می

  سازد.  اي را به هم مرتبط می چند جمله

  

                                                 
14 Skew polynomial rings 
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یک  �از فرض کنید  )]8[،2(بخش  3-2قضیه

  د. در این صورت موارد زیر برقرارند.حلقه باش

�(الف)  �
�[�]

(�2)
�،  

�(ب)  �(�)
�[�, �]

(�2)
�.  

دست آمده در مورد  در ادامه به برخی نتایج به

ي توسیع بدیهی  )مورفیک بودن حلقه- (شبه

� پردازیم که در بخش بعدي مقاله به  می �

  ها نیاز خواهیم داشت.  آن

  

، 2.3ي  و نتیجه ]8[، 19ي  (قضیه 4-2قضیه

�یک حلقه و  �اگر  )]14[ )مورفیک -(شبه �

  )مورفیک چپ است.-نیز (شبه �گاه  چپ باشد آن

گرفته شده است  ]13[ي زیر که از منبع  قضیه

هاي منظم یکه را با استفاده از مفهوم  مورفیک  حلقه

  کند. سازي می مشخص

  

یک  �فرض کنید ) ]13[، 11ي  (قضیه 5-2قضیه

�حلقه و  ≥ ي  . در این صورت حلقه1
�[�]

(���1)
 �مورفیک است اگر و تنها اگر  �

  منظم یکه باشد. 

 

ي  یک حلقه باشد. حلقه �فرض کنید . 6-2 نتیجه

� منظم یکه  �مورفیک است اگر و تنها اگر  �

  باشد. 

  ، داریم:3- 2ي بنابر  قضیهاثبات. 

�[�]

(�2)
� � �.  

  

  �را به کار ببرید. 5-2ي  است قضیهاکنون کافی 

 

اي  حلقه �اگر  )]13[،4ي  (قضیه7-2قضیه 

�گاه به ازاي هرعدد صحیح  منظم باشد آن ≥ 0 ،

[�]�ي  حلقه

(���1)
 مورفیک است. - ، شبه�

، به عنوان یک سوال 7-2ي  توجه کنید عکس قضیه

  را ببینید.) ]13[از  1باز مطرح است. (سوال 

  

گاه  اي منظم باشد آن حلقه �اگر . 8-2نتیجه

�   مورفیک است.-شبه �

پیروي 3- 2و  7-2این نتیجه از قضایاي  اثبات.

  �کند.  می

:�فرض کنید   � → اي  یک همریختی حلقه �

ي زیر  قضیه، 3-2ي  . با در نظر گرفتن قضیهباشد

�ي  دهد که چه وقت حلقه نشان می �(�) 

مورفیک چپ است. همچنین این قضیه که در - شبه

ي  اثبات شده است تعمیمی از قضیه ]13[مرجع 

  باشد. می 5.2

 

 �فرض کنید  )]13[،16ي (نتیجه 9-2قضیه

:�اي منظم و  حلقه � → اي  همریختی حلقه �

��باشد طوري که به ازاي هر عنصر  = � ∈ � ،

(�)�داشته باشیم  = ي  . در این صورت حلقه�

�[�, �]

(�2)
  مورفیک چپ است. -شبه �

  

یک  �فرض کنید )]14[،2.4ي  (گزاره 10-2گزاره

�یک  �و   دامنه ي  دو مدول باشد. حلقه �

� = � را در نظر بگیرید. در این صورت  �

�ي  حلقه   مورفیک چپ نیست. -شبه �

دقیقاً که ، ]8[ي از مرجع  ا این بخش را با بیان قضیه

ي  ، حلقه�کند به ازاي گروه آبلی  مشخص می

چه وقت مورفیک است، به پایان  �

  رسانیم. می
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  ) ]4[،12و مثال ]8[، 14ي (قضیه 11-2قضیه

ي  یک گروه آبلی باشد. حلقه � فرض کنید )1(

�مورفیک است اگر و تنها اگر  � �.  

�) به ازاي هر عدد طبیعی 2( ≥  �ي  ، حلقه2

  مورفیک است. 

 �ي فوق براي حالتی که  قابل توجه است که قضیه

باشد نیز  )PIDآل اصلی جابجایی ( ي ایده دامنه

  ).]12[از 14ي  قابل تعمیم است (قضیه

  

  نتایج اصلی - 3

پردازیم که به طور کلی  اکنون به بررسی این امر می

�چه وقت توسیع بدیهی  داراي خاصیت  �

مورفیک است. لذا این بخش به - مورفیک و یا شبه

دست آمده در این راستا  بیان نتایج اصلی به

  اختصاص دارد. 

آیا «آید این است که  ابتدا سوالی که پیش می

�ي  )مورفیک از حلقه-خاصیت (شبه به  �

�� یا ��هاي  و مدول �ي  حلقه
شود  منتقل می 	

سوال، نیاز  پاسخ دادن به این براي» ا برعکس؟و ی

 )مورفیک-اي به مفهوم (شبه اشاره داریم که ابتدا

-، مفهوم شبه]14[ها داشته باشیم. در  براي مدول

ها تعمیم  ها به مدول مورفیک به صورت زیر از حلقه

  داده شده است. 

  

- �یک  �یک حلقه و  �فرض کنید . 1- 3تعریف

��مدول چپ باشد. مدول 
مورفیک گویند -را شبه 	

همریختی مانند - �هرگاه به ازاي هر 

� ∈ ي  از حلقه ,�هاي  ، همریختی(�)����

اي که شرایط زیر  موجود باشند به گونه (�)����

  برقرار باشند: 

��� = ����,  
���� = �� .. 

 

را  و �هاي  همریختی-�اگر درتعریف فوق، بتوان 

  را مورفیک  �مدول - �گاه  مساوي اختیار کرد آن
  

- �شود که  . همچنین به راحتی دیده می]7[گویند

مورفیک است اگر و تنها اگر به ازاي هر  �مدول 

�همریختی  ∈ ، داشته باشیم (�)����

���� �
علاوه بر این با توجه به مطالب  .����

مورفیک  )-(شبههاي  بیان شده در مورد حلقه

)مورفیک چپ است - ه(شب �ي  یابیم که حلقه درمی

�� اگر و تنها اگر
  )مورفیک باشد. -(شبه 	

اکنون به بیان لم زیر جهت استفاده در نتایج بعدي، 

  پردازیم.  می

  

 �∋�{��}یک حلقه و  �فرض کنید . 2- 3لم

هاي چپ باشد به طوري که  مدول- �اي از  خانواده

�به ازاي هر  ≠ ، داشته باشیم �

�������,��� = �∋�⊕. در این صورت 0 �� 

 )- (شبه ��مورفیک است اگر و تنها اگر هر  )- (شبه

  مورفیک باشد.

جا که تکنیک اثبات مساله در هر دو  از آناثبات. 

مورفیک مشابه یکدیگر -حالت مورفیک و شبه

مورفیک را -بنابراین فقط اثبات حالت شبهباشد  می

�∋�⊕نویسیم. فرض کنید  می مورفیک - شبه ��

ها نیز داراي  ��دهیم هر کدام از  باشد. نشان می

�این خاصیت هستند. براي این منظور،  ∈ را به  �

گیریم. همچنین فرض کنید  دلخواه در نظر می

��:�� →  همریختی دلخواه باشد.- �یک  ��

  همریختی زیر را در نظر بگیرید:-�اکنون

� ������:⊕�∈� �� → ⊕�∈� ��  
  

:��توجه کنید منظور از  �� → ⊕�∈� و  ��

،��:⊕�∈� �� → به ترتیب، همان تکریختی و  ��

باشند. حال با توجه به  هاي طبیعی می بروریختی

	�∋�⊕مورفیک بودن - شبه هاي  همریختی- �، ��

�, :⊕�∈� �� → ⊕�∈� موجودند به طوري  ��

��که  = ���و  ���� = ����.  

�اکنون طبق فرض مساله، به ازاي هر  ≠ ، داریم �

����(��,��) = . لذا با توجه به این امر، 0
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(��)گیریم  نتیجه می ⊆ و همچنین  ��

�(��) ⊆ �. حال قرار دهید �� = و  ��|

�� = شود که  . با اثباتی سر راست دیده می��|�

�� � = ����و  ����� =  ��بنابراین  .�����

  مورفیک است. - شبه

-ها شبه��براي اثبات عکس، فرض کنید تمام 

�∋�⊕دهیم  مورفیک باشند. نشان می -نیز شبه ��

مورفیک است. براي این منظور فرض کنید 

�:⊕�∈� �� → ⊕�∈� همریختی -�یک  ��

�دلخواه باشد. به ازاي هر  ∈  ، به ترتیب،�

را در  ��و  ��هاي طبیعی  ها و بروریختی تکریختی

��دهیم  نظر بگیرید. قرار می = . به وضوح �����

��:��هر  → همریختی است. از -�یک  ��

مورفیک - ها همگی شبه��جایی که طبق فرض،  آن

�هر هستند لذا به ازاي  ∈ هاي  ، همریختی�

��, � ∈ موجودند به طوري که  (��)����

�� � = ����و همچنین  ����� = ����� .

=دهیم  اکنون قرار می ⊕�∈� و  �

� = ⊕�∈�	   . به وضوح داریم:��

, � ∈ ����(⊕�∈�	 ��).  
  

شود که  ثابت می با اثباتی سر راستحال 

�� = ���و  ���� = ����	. �  

 

ي دو مثال، به سوالی که در ابتداي  در ادامه با ارائه

مطرح کردیم پاسخ خواهیم داد. در  واقع  3بخش 

اي  حلقه �دهیم  که اگر  در مثال زیر نشان می

باشد به  �یک دو مدول ناصفر روي  �مورفیک و 

��و  ��طوري که 
گاه  هر دو مورفیک باشند آن 	

�ي توسیع بدیهی  حلقه مورفیک -لزوماً شبه �

  چپ (یا راست) نیست. 

  

را در نظر بگیرید.  15 �ي بخشی حلقه. 3-3مثال

�قرار دهید  = �   دانیم که  می. �

                                                 
15 Division ring 

dim	( �) = 1 = dim(��) .�
	 . 

  

ي این بخش به  (که در ادامه14- 3ي   لذا بنابر نتیجه

 �ي  یابیم که حلقه آن خواهیم پرداخت)،  در می

مورفیک چپ و راست  است در حالی که بنابر 

�ي توسیع بدیهی  ، حلقه12- 2ي  گزاره حتی  �

  مورفیک چپ هم نیست.- شبه

ي  در مثال بعدي خواهیم دید که ممکن است حلقه

�توسیع بدیهی  )مورفیک باشد در - (شبه �

��و  ��هاي  و مدول �ي  حالی که حلقه
هیچ  	

  )مورفیک را ندارند. -کدام خاصیت (شبه

  

�ي توسیع بدیهی  حلقه. 4-3مثال = � 

، 11- 2ي  ) از قضیه1را در نظر بگیرید. بنابر قسمت (

ي مورفیک جابجایی است. توجه کنید  یک حلقه �

 �امر ثابت شده است که اگر ، این ]5[از  1در لم 

 �گاه  مورفیک چپ باشد آن- و شبه  یک دامنه

 شود که  ي بخشی است. لذا نتیجه می حلقه

کنیم که  )مورفیک نیست. اکنون ثابت می- (شبه

مورفیک نیست. براي این -نیز شبه �گروه آبلی 

-به عنوان  �منظور، به خلاف فرض کنید 

  دانیم که  مورفیک باشد. می- مدول شبه

⊕�∈� �� � . 

  

 ي تمام ، در واقع مجموعه�توجه کنید که منظور از 

جایی که به ازاي هر دو  اعداد اول متمایز است. از آن

، داریم �و  �عدد اول متمایز مانند 

��� � ��, ��� = ، به 2.3، لذا بنابر لم 0

بایست  نیز می �� ، گروه آبلی�ازاي هر عدد اول 

مورفیک باشد. حال همریختی گروهی - شبه

�: �� → (�)�ي  را با ضابطه �� = در  ��

����نظر بگیرید. واضح است که  = .  لذا بنابر �
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، همریختی ��مورفیک بودن گروه آبلی - شبه

:�گروهی  �� →   چنان موجود است که ��

��� = ���� = �.  

  

�بنابراین  ∈ ��� � ��, �� = و این امر  0

  یک تناقض است.

پردازیم که تحت چه  در ادامه به بررسی این امر می

�ي توسیع بدیهی  شرایطی حلقه  )- (شبه �

ي زیر توجه  در این خصوص به گزارهمورفیک است. 

  نمایید. 

  

�فرض کنید . 5-3گزاره مورفیک چپ  �

  باشد. در این صورت موارد زیر برقرارند:

�(الف) اگر  ∈ (�)��و  � = گاه  ، آن0

��(�) = 0  

�اگر (ب)  ∈ چنان موجود باشد که  �

��(�) = �گاه  ، آن0 = �� �.  

=:�فرض کنیم  اثبات. � مورفیک چپ  �

شود که به ازاي  باشد. با اثباتی سر راست دیده می

�هر  ∈   داریم:، همواره �

�� ��0, ��� = ��(�) �,  

� �0, �� = 0 ��.  

 

�(الف) فرض کنیم  ∈ (�)��و � = جا  . از آن0

,�)مورفیک چپ است لذا عنصر  �که  �) ∈ � 

  موجود است به طوري که

�� ��0, ��� = �(�, �),  

� �0, �� = ���(�, �)�.  

 

,�0بنابراین �� (�, �) = و در نتیجه  0

� ∈ ��(�) = در اي که  . اکنون با توجه به نکته0

گیریم  ابتداي اثبات به آن اشاره کردیم نتیجه می

  که:

��(�) � = ���(0, �)� = �(0, �) = 0	

��.  
 

گیریم  ي فوق نتیجه می بنابراین از رابطه

��(�) = 0.  

�(ب) فرض کنیم  ∈ (�)��و  � = . طبق 0

چه در روند اثبات قسمت (الف) دیدیم نتیجه  آن

,�)شود عنصري مانند  می �) ∈ موجود است که  �

�� ��0, ��� = �(�, و همچنین  (�

� �0, �� = ��((�,  گیریم: لذا نتیجه می .((�

�(�, �) = �� ��0, ��� = ��(�) � = 0

�.  
 

�بنابراین  =   و در نتیجه: 0

0 �� = � �0, �� = �� ��0, ��� =

��(�) �.  
  

 .آوریم دست می ي فوق، به وضوح به لذا از رابطه

� = �� �.  
  

هاي  دهد که در هر دو قسمت مثال زیر نشان می

-شبه«توان شرط  ، نمی5-3ي  (الف) و (ب) از گزاره

  کرد. » مورفیک«را جایگزین شرط » مورفیک

  

یک فضاي برداري روي  �فرض کنید . 6- 3مثال

)	�imباشد و  �ي بخشی  حلقه �) = 0�
	 .

,�1}همچنین فرض کنید �2, ��اي براي  پایه {
	 

�دهیم  باشد. قرار می = . توجه کنید  (�)����

اي منظم است اما منظم یکه نیست زیرا بعد  حلقه �

��
، 10-2نامتناهی است. بنابراین طبق نتیجه  	

�ي  حلقه مورفیک است در حالی که -شبه �

�مورفیک چپ نیست. زیرا اگر  مورفیک چپ  �

باید  �ي  حلقه 6-2ي  گاه طبق قضیه باشد آن

، ]4[از  5ي  مورفیک چپ باشد. توجه کنید گزاره

هاي مورفیک چپ و منظم  کند که  حلقه بیان می
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هاي منظم یکه هستند. لذا با توجه  دقیقاً همان حلقه

باید منظم یکه باشد در حالی که  این  �به این امر 

�ي  امر یک تناقض است. بنابراین حلقه � 

مورفیک است که مورفیک(چپ) -اي شبه حلقه

هاي  دهیم هر دو قسمت نیست.  حال نشان می

�ي  ي فوق براي حلقه (الف) و (ب) از گزاره � 

  برقرار نیست. 

ي فوق با  دهیم قسمت (الف) از گزاره ) نشان می1(

مورفیک برقرار نیست. براي این منظور، -شرط شبه

ي  هرا با ضابط �روي  �تبدیل خطی 

�(��) = �،  به ازاي هر ���1 ≥ ، در نظر 1

تبدیل خطی یک به یک است و  �بگیرید. به وضوح 

(�)��در نتیجه  = . در حالی که به سادگی 0

  ناصفر است.  (�)��توان دید می

دهیم قسمت (ب) از  در این قسمت، نشان می) 2(

مورفیک لزوماً برقرار -، براي حالت  شبه5- 3ي  گزاره

:�اي این منظور تبدیل خطی نیست. بر � → را  �

(��)�ي  با ضابطه = �و به ازاي هر   �1 ≥ 2 ،

�(��) = یک تبدیل خطی  �جا که  .   از آن����

(�)��پوشاست لذا  = . در حالی که با توجه به 0

شود    که یکریختی نیست نتیجه می این امر

� ≠ ��.  

  

اي مشابه  ، نتیجه توجه نمایید در ادامه. 7- 3نکته

مورفیک نیز اثبات - ، براي حالت شبه5.3ي  گزاره

-3ي  را ببینید). در گزاره10- 3خواهیم کرد (گزاره 

�دهیم اگر  ، در واقع نشان می10 -شبه �

�مورفیک چپ باشد  و عنصر  ∈ چنان موجود  �

(�)��باشد که  = ��گاه  ، آن0
دوري است در  	

) از مثال قبل 2گونه که در قسمت ( که همانحالی 

مدول چپ لزوماً توسط - �به عنوان  �هم دیدیم،

  شود.  تولید نمی �عنصر 

ي  را در قالب نتیجه 5-3ي  اکنون کاربردي از گزاره

  کنیم.  زیر بیان می

یک  �یک حلقه و  �فرض کنید . 8-3نتیجه 

� �ي  دو مدول باشد.  اگر حلقه � � 

  گاه موارد زیر برقرارند: مورفیک چپ باشد آن

��(الف) اگر 
گاه  باشد آن �ي  آزاد با پایه 	

|�| = 1.  

��گاه  آزاد باشد آن ��(ب) اگر 
  نیز آزاد است.  	

��(الف) فرض کنید اثبات. 
اي براي  پایه �آزاد و 	

�آن باشد. در این صورت، به ازاي هر  ∈ ، داریم �

��(�) = ، 5-3ي  راین طبق گزاره. بناب0

� = ي تک عضوي  و در  نتیجه مجموعه 	�

��  پایه براي {�}
|�|است. لذا  	 = 1.  

اي براي آن  پایه �آزاد باشد و  ��(ب) فرض کنید 

�باشد. بنابراین به ازاي هر  ∈ � ،��(�) = و  0

، نتیجه 5-3ي  لذا  مجدداً  از گزاره

(�)��شود می = �.  بنابراین 0 = و این  ��

��اي براي  پایه {�}دهد که  می نشان 
  �است.  	

» مورفیک- شبه«ي فوق، شرط  توجه کنید در نتیجه

کرد. براي » مورفیک«توان جایگزین شرط  را نمی

 این منظور به مثال زیر توجه نمایید. 

  

یک فضاي برداري روي  �فرض کنید . 9-3مثال 

، 6- 3 باشد. در مثال 0با بعد  �ي بخشی  حلقه

�دیدیم که اگر  = �گاه  ، آن(�)���� � 

مورفیک است که مورفیک نیست. -اي شبه حلقه

��توجه کنید این یک  امر شناخته شده است که 
	 

�مدول چپ - �با  ⊕ یکریخت است. در نتیجه   �

�به ازاي هر عدد طبیعی  ≥ 1 ،��
اي  داراي پایه 	

  عضو است.  �با 

 5- 3ي  ي زیر را با گزاره جهت درك بهتر، گزاره

  مقایسه نمایید. 

  

�ي  فرض کنید حلقه. 10-3گزاره -شبه �

مورفیک چپ باشد. در این صورت اگر عنصر 
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� ∈ (�)��موجود باشد که  � = و یا  0

��(�) = ��گاه  ، آن0
 است. دوري  	

�فرض کنید اثبات.  � مورفیک - شبه �

�چپ باشد. همچنین  ∈ را طوري در نظر  �

(�)��بگیرید که  = (�)��یا  0 = . لذا عناصر 0

,�)و  (�,�)   :چنان موجودند که �ي  از حلقه (�

�� ��0, ��� = �(�, �),  

���(�,�)� = � �0, ��.  

  

نیز  5.3ي  گونه که در ابتداي اثبات گزاره همان

دست  توضیح دادیم، با اثباتی ساده روابط زیر به

  آیند:  می

� �0, �� = 0 ��,  

�� ��0, ��� = ��(�) �.	  

 

(�)��اکنون حالتی را در نظر بگیرید که  = . از 0

,�0جا که  آن �� (�,�) = شود  ، نتیجه می0

� ∈ ��(�) = دست  و بنابراین روابط زیر را به 0

  آوریم:  می

0 �� = � �0, �� = �� �0, �� =

��(�) �.  
  

�شود  ي فوق نتیجه می بنابراین از رابطه = �� .

لذا در این حالت اثبات تمام است. اکنون حالتی را 

(�)��در نظر بگیرید که  = دست  .  لذا به 0

  آوریم:  می

�(�, �) = �� ��0, ��� = ��(�) � = 0

�.  

�لذا  =   شود: ي زیر حاصل می اکنون نتیجه .0

0 � = �� ��0, ��� = � �0, �� = 0 ��.  

 

�ي فوق، واضح است که  با توجه به رابطه = �� 

  �دوري است. اثبات کامل است. 

ي جابجایی،  یک حلقه �فرض کنید . 11- 3نتیجه

�مدول و عنصر - �یک  � ∈ چنان موجود  �

(�)����باشد که  = . در این صورت اگر 0

� �گاه  )مورفیک باشد آن-(شبه �  �و  �

  )مورفیک است. - نیز (شبه

�فرض کنید اثبات.  مورفیک باشد. -شبه �

، هر ]5[از  4ي  ابتدا توجه کنید که طبق نتیجه

اي مورفیک  مورفیک، حلقه-ي جابجایی و شبه حلقه

، دیدیم 10- 3ي  چه در اثبات گزاره است. بنابر آن

�شود  نتیجه می = �� . اکنون شرط �

کند که  ایجاب می � جابجایی بودن

� � � �. لذا � مورفیک  )-(شبه �

 )- نیز (شبه �، 6-2ي  است و در نتیجه طبق قضیه

 �مورفیک است. 

را نشان 10-3ي  ي زیر نیز کاربردي از گزاره نتیجه

دهد. همچنین  جهت درك بهتر، این نتیجه را  می

  مقایسه کرد.  8- 3ي  توان با نتیجه می

  

یک  �یک حلقه و  �فرض کنید . 12-3نتیجه 

� �دو مدول باشد به طوري که  � -شبه �

یا  ��هاي  مورفیک چپ است. اگر یکی از مدول

��
��گاه  آزاد باشد آن 	

دوري است. همچنین اگر  	

���
گاه  اي براي آن، آن پایه  �آزاد باشد  و  	

|�| = 1.  

�فرض کنید اثبات.  مورفیک چپ - شبه �

��یا ��باشد. توجه کنید اگر 
گاه  آزاد باشد آن 	

�عنصري همچون  ∈ موجود است که به  �

��(�) = (�)��یا  0 = ي  . بنابراین طبق گزاره0

3-10 ،��
دوري است. علاوه بر این، در حالتی که  	

�به عنوان  �  �دو مدول آزاد باشد و  �

�اي براي آن، به وضوح به ازاي هر  پایه ∈ ، داریم �

��(�) = ��(�) = (�)��جا که  . از آن0 = و  0

، 10- 3ي  همچنین با توجه به روند اثبات گزاره

�داریم  = (�)��. از طرفی دیگر، چون �� = 0 ،
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��پایه براي  {�}لذا 
 گیریم است و نتیجه می 	

|�| = 1.� 

ي اصلی این  ي زیر که نتیجه اکنون به بیان قضیه

پردازیم. در واقع در این قضیه،  مقاله است می

(نه لزوماً  دامنهیک  �کنیم که اگر  مشخص می

باشد طوري  �یک دو مدول روي  �جابجایی) و 

گاه شرط  مدول چپ آزاد است، آن- �که به عنوان 

�که  لازم و کافی براي این یک مورف )- (شبه �

 باشد چیست. چپ

  

یک  �دامنه و  �فرض کنید . 13- 3قضیه

� ��دو مدول باشد به طوري که  �
آزاد است. 	

  یکدیگر معادلند:شرایط زیر با 

�(الف)    مورفیک چپ است، �

�(ب)    مورفیک چپ است،-شبه �

�ي بخشی است و  حلقه �(ج)  ��
	

�
	.  

  (ب). به واضح برقرار است. (الف) اثبات.

�(ج). فرض کنید  (ب) � - شبه �

��را براي  �ي  مورفیک چپ باشد. همچنینپایه
	 

��، 12- 3ي  در نظر بگیرید. بنابر نتیجه
دوریست.  	

�لذا عنصر  ∈ �چنان موجود است که  � = �� .

,�1بنابراین عناصر  �2, , �� ∈ و �

�1, �2, , �� ∈  موجودند که �

� = �1�1 + �2�2 + ����.  

  

است، نتیجه   یک دامنه �که  لذا با توجه به این

(�)�� گیریم می = ��و لذا  0
	 	 ��

. اکنون 	

ي بخشی است. براي  ا هحلق �کنیم  کافی است ثابت

�عنصر ناصفر  این منظور، ∈ را در نظر بگیرید.  �

مورفیک چپ است لذا عنصري -شبه �جا که  از آن

,�)همچون  ��) ∈ موجود است به طوري که  �

�(�, �) = ��((�, ,�(توجه کنید  (�� � ∈ � .(

,�)اکنون شرط  �)(�, ��) = کند  ایجاب می 0

  که:

�� = 0,	  

��� + �� = 0.  

  

�شود  بنابراین از روابط فوق نتیجه می = و لذا  0

��� = ��داریم  lR(y)=0جا که  . از آن0 = و  0

�در نتیجه  =   . لذا داریم:0

�(�, �) = �� �0� = �  

  

پذیر  وارون �در  �کند که عنصر  و این امر بیان می

  چپ است. لذا اثبات کامل است. 

اي بخشی و  حلقه �(الف). فرض کنید (ج)

��
	 ��

)	���. بنابراین 	 �) = 1�
. براي اثبات 	

�ي  مورفیک چپ بودن حلقه � ، عنصر �

(�, �) ∈ را به دلخواه در نظر بگیرید. اکنون اگر  �

� =   گاه داریم: ، آن0

�� ��0, ��� = ��(�) � = 0 � = 0

�� = � �0, ��.  

  

مورفیک چپ بودن -ي فوق بیانگر شبه لذا رابطه

,�)عنصر  �) ∈ �باشد. حال اگر  می 	� ≠ 0 ،

�گاه  آن ∈ ي  یکه است و در نتیجه طبق نکته �

,�)یابیم که  )، درمی2قسمت ( 2-2 عنصر  (�

,�)است. لذا در این حالت نیز  �اي از  یکه �) 

  �مورفیک است. - شبه

آوریم که  دست می اکنون در ادامه نتایجی را به

باشند. لازم به  می13-3ي  بیانگر کاربردي از قضیه

که در زیر به آن اشاره 14-3ي  ذکر است که نتیجه

نیز اثبات  ]14[ و ]12[کنیم در واقع در مراجع  می

ي  شده است اما در اینجا آن را به عنوان نتیجه

  م. کنی ي فوق بیان می مستقیم قضیه

  

ي بخشی و  یک حلقه �فرض کنید . 14-3 نتیجه

�یک  � �ي  مدول باشد. حلقه � �   
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مورفیک چپ  است اگر و تنها اگر  )- (شبه

���	( �) ≤ 1�
	  .  

  �باشد. می13.3ي  ي مستقیم قضیه نتیجهاثبات.

 

یک دو  �یک دامنه و �فرض کنید.15-3نتیجه 

�باشد. اگر عنصر  �مدول روي  ∈ موجود باشد  �

(�)��که  = �گاه  آن 0 مورفیک چپ است  �

اي بخشی باشد  و  حلقه �اگر و تنها اگر 

� ��
	

�
	.  

��، 5-3ي  توجه کنید بنابر گزاره اثبات.
آزاد  	

  �کند.  پیروي می 13- 3ي  است. لذا حکم از قضیه

 16را تابدار �مدول چپ  -�کنیم  یادآوري می

�گویند هرگاه به ازاي هر ∈ آل چپ  و هر ایده �

(�)��، داشته باشیم �از  �ناصفر  ∩ � ≠ . توجه 0

مدول -�گاه  ي صحیح باشد، آن دامنه �کنید اگر 

�تابدار است اگر و تنها اگر  به ازاي هر  � ∈ � ،

����(�) ≠ 0 . 

  

ي صحیح باشد  دامنه �فرض کنید . 16- 3نتیجه

را در نظر بگیرید.  �مدول -  � که میدان نیست.

�اگر  به عنوان  �گاه  مورفیک باشد آن-شبه �

  مدول تابدار است.-�

�فرض کنید  اثبات. مورفیک باشد. - شبه �

�جابجایی است لذا  �چون  مورفیک است.  �

�اکنون اگر عنصر  ∈ موجود باشد به طوري که  �

����(�) = ، ایجاب 15-3ي  گاه نتیجه ، آن0

میدان باشد و این امر با فرض مسأله  �کند که  می

�در تناقض است. لذا به ازاي هر  ∈ ، همواره �

(�)����داریم  ≠ تابدار  �مدول -�و لذا  0

  �است. 

ي زیر، به طور کلی یکی دیگر از شرایط  در قضیه

�ي  مورفیک بودن حلقه- لازم براي شبه را  �

  آوریم.  دست می هب

                                                 
16 Torsion 

یک دو  �یک حلقه و  �فرض کنید . 17-3قضیه 

�باشد. اگر  �مدول روي  مورفیک -شبه �

موجود  �از  �چپ (راست) باشد و عنصر ناصفر

(�)��	که  باشد چنان = 0)��(�) = گاه  )، آن0

�� = � )�� = � .(  

�فرض کنید اثبات.  � مورفیک - شبه �

�چپ باشد. عنصر ناصفر  ∈ را چنان در نظر  �

(�)��بگیرید که  = ��کنیم  . ثابت می0 = � .

��به وضوح  ⊆ دانیم که  .  طبق فرض، می�

(�,�)عنصر ∈ �(�,�)���موجود است که  � =

�0,��شود  نتیجه می .بنابراین(0,�)� (�,�) = 0 

�و لذا  ∈ ��(�) = �. حال عنصر دلخواه 0 ∈ � 

,�0را در نظر بگیرید. به وضوح  �� �0, �� = 0. 

  لذا:

�0, �� ∈ �� ��0, ��� = � ��,0�.  

  

,��1در نتیجه عنصر  �1� ∈ چنان موجود است  �

  که:

�0, �� = ��1, �1� ��,0�.  

  

�لذا = �1� ∈ ��و در نتیجه  �� ⊆ . توجه �

مورفیک راست نیز به -کنید اثبات در حالت شبه

  �باشد.  طور مشابه می

ي فوق  زیر که کاربردي از قضیه ي قبل از بیان نتیجه

دهد، جهت یادآوري خواننده، به بیان  را نشان می

مدول چپ - �پردازیم.  می 17پذیر تعریف مدول بخش

�پذیر گویند هرگاه به ازاي هر  را بخش � ∈ با  �

(�)��شرط  = ��(�) = ، داشته باشیم 0

�� = �. 

  

یک دو مدول روي  �فرض کنید . 18-3نتیجه 

�باشد. در این صورت اگر  �ي  حلقه -شبه �

                                                 
17Divisible 
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��( ��گاه  مورفیک چپ (راست) باشد آن
	 (

  پذیر است.  بخش

نتیجه  17-3ي  به طور مستقیم از قضیه اثبات.

  �شود.  می

  

یک دو مدول روي  �فرض کنید . 19-3نتیجه 

�باشد. اگر  �ي  حلقه مورفیک باشد  - شبه �

��و  ��هاي  گاه مدول آن
  هستند. پذیر  بخش 	

  �توجه نمایید.18-3ي  به نتیجه اثبات.

پذیر است.  ، بخش18دانیم که هر مدول تزریقی می

اکنون با توجه به نتایج ذکر شده، سوالی که به ذهن 

مورفیک روي - آیا شرط شبه«رسد این است که  می

�ي توسیع بدیهی  حلقه دهد که  نتیجه می �

��یا  ��هاي  حداقل یکی از مدول
تزریقی  	

ي مثال زیر که بیان  این بخش را با ارایه» هستند؟

کند پاسخ این سوال منفی است به پایان  می

  رسانیم.  می

  

ي  دهد که اگر حلقه این مثال نشان می. 20- 3مثال

�توسیع بدیهی  گاه  مورفیک باشد آن- شبه �

و یا  ��هاي  لزومی ندارد که حداقل یکی از مدول

��
زریقی باشند. براي این منظور، ابتدا توجه ت 	

ي منظم  ، حلقه]19[از  13.8کنید بنابر مثال 

به  �موجود است طوري که  �جابجایی مانند 

عنوان مدول روي خودش تزریقی نیست. جهت 

اي به ساختار این  راحتی و فهم بهتر خواننده، اشاره

 �یک میدان و  �فرض کنید حلقه داریم. 

باشد. به ازاي هر عدد طبیعی  �زیرمیدان محضی از 

��، قرار دهید � = ��و  � = ي  . اکنون حلقه�

� ∏�∈  �را در نظر بگیرید. به وضوح  ��

است.  19ي جابجایی، منظم و خود تزریقی یک حلقه

  را به صورت زیر در نظر بگیرید: �ي  اکنون حلقه

� = {{��} ∈ �	|	∃� ∈ , ∀� ≥ �, 	�� ∈ ��}.  

                                                 
18 Injective 
19 Self-injective 

منظم است در جایی و اي جاب حلقه �توجه کنید که 

ي  حالی که خودتزریقی نیست. براي مشاهده

جزئیات این امر به مرجع ذکر شده مراجعه نمایید. 

ي  دانیم که حلقه ، می10-2ي   اکنون بنابر نتیجه

�توسیع بدیهی  )مورفیک است. در -، (شبه�

به عنوان مدول روي خودش تزریقی  �حالی که 

  نیست.
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