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  چکيده
,ݔ يرهاييدرجه دوم بر حسب متغ يهايا چندجمله ,ݕ ن مقاله با استفاده از يکند. در ا يه درجه دوم را مشخص ميک روي، ݖ

درجه دوم در  يها هيکند به مطالعه نگاشت گاوس رو يها اثر م هيرو يهموار رو يها او) که بر تابعي-(عملگر چنگ  ଵܮعملگر
ଵ݂ܮ باشد، آنگاه ܯه يک تابع هموار بر روي ݂د يم. فرض کنيپرداز يم ℛଷ يسه بعد يدسياقل يفضا = )ݎݐ ଵܲ݋	∇ଶ݂) 
است،  ݂ان يبا هس يمتر يارز عملگر خودالحاق و هم ଶ݂∇ه و يرو ين فرم اساسيوتن وابسته به دوميل نين تبدياول ଵܲکه 

ܩ = ,ଵܩ) ,ଶܩ ܩଵܮو  (ଷܩ = ,ଵܩଵܮ) ,ଶܩଵܮ درجه دوم با نگاشت  يها هيم تنها رويده ين مقاله نشان مي. در ا(ଷܩଵܮ
ଵGܮصادق در شرط  ܩگاوس  = AG  ۳س يک ماتري ܣکه در آن × . هستند  تخت درجه دوم يها يهها و رو  است، کره ۳

ܩଵܮدر شرط صادق  ܩفشرده با نگاشت گاوس  درجه دوم يها يهروها تنها  بعلاوه کره = ۳س يک ماتري يبرا ܩܣ × ۳ 
  هستند. ܣمانند 
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 مقدمه .۱
 نوع در مطالعه هندسه ابر يمفهوم نگاشت گاوس متناه

را  ]۳،۲،۱[ يها دارد (مرجع يمهم و اساسها نقش  هيرو
، نگاشت گاوس Mر يپذ جهت يدسياقل هيرو د). ابرينيبب
G ،۱-  نوع دارد، اگرG  در شرط،∆G = λ(G + C) 
λک ي يبرا ∈ ℛ چن و  ۱۹۸۷کند. در سال  ، صدق
فشرده با نگاشت گاوس  يها هيرو به مطالعه ابر ينيچيپ

ه فشرده يرو ابر نوع پرداختند. آنها نشان دادند که يمتناه
M  درℛ୬ାଵ  نگاشت گاوس،G ۱- نوع دارد اگر و تنها

صادق در  يها هيرو ن ابريک ابرکره باشد. همچني Mاگر 
G∆،	شرط  = λG		 (	C = که  يحالت يعني، 	(0

در ن است، را يژه لاپلاسيک تابع وي Gنگاشت گاوس 
ن يم اي. با تعم]۴[کردند  يبند خاص رده يها حالت يبرخ

دوار  يها هيگران ثابت کردند تنها رويلن و دي، دمعادله
ℛଷ  صادق در شرط،∆G = AG,	A∈ ℛଷ×ଷ 

ن ي. همچن]۵[دوارند  يها ها و استوانه ها، کره صفحه
 ℛଷ يخط يها هير ثابت کردند تنها رويس و بليکوسيبا

  .]۲[مدورند  يها ها و استوانه صفحهصادق در شرط بالا، 
 يدرجه دوم در فضا يها هيرو م، ابرين راستا کيدر ا

  .]۶[ر را ثابت کرد يه زيرا مطالعه و قض ℛ୬ାଵ يدسياقل
  

 يدرجه دوم در فضا يها هي. تنها ابررو:]۶[۱ه يقض
ر يکه در شرط ز Gبا نگاشت گاوس  ℛ୬ାଵ يدسياقل

 يها ها و استوانه ها، ابرکره صفحهکند، ابر يصدق م
  .مدورند

∆G = AG,						A	 ∈ ℛ(୬ାଵ)×(୬ାଵ)            )۱(  
  

 ي، در فضاMه يم عملگر لاپلاس ابررويدان يچنانچه م
مرتبه  ير خطيپذ ليفرانسيک عملگر دي، ℛ୬ାଵ يدسياقل

ن يانگيم يدگير اول خمييتغ يدوم است که بخش خط
دگاه، عملگر ين ديه است. با اينرمال ابررو يرهاييتغ يبرا

  عملگر nاز  يا لاپلاس، عضو اول مجموعه
L଴ = ∆	, Lଵ, … , L୬ିଵ  است که در آنL୰ عملگر ،

r)ر اول ييشده تغ يخط + ن يانگيم يدگين خميام -(1
ଵܮ،]۷[ه است يرات نرمال ابرروييتغ يبرا = ⎕	  

ن ياست. ا ]۸[شده در مرجع  ياو معرفيعملگر چنگ 
f	 هر يعملگرها برا ∈ Cஶ(M) با رابطه  

  

L୰(f) = tr(	P୰	o	∇ଶf) ،شود که در آن  يده مدا	P୰ ،
r-ه يابررو ين فرم اساسيوتن وابسته به دوميل نين تبديام
و جالب  يعيدگاه، طبين دياست. پس از ا fان يهس ଶf∇و 

نوع  يرسد اگر مفهوم نگاشت گاوس متناه يبه نظر م
 ∆ يبه جا L୰ يگذاريرا با جا يدسياقل يها هيرو ابر يبرا

 ييها هين ابررويچن يبند ه و ردهم و به مطالعيگسترش ده
 يها هيرو ين راستا محققان مختلفيم. در ايبپرداز

LଵG	راصادق در شرط  يدسياقل = f(G + C)  مطالعه
را  ييها هين رويچن يط هندسيشرا يو با اعمال برخ

ژه اثبات شد که تنها يو  به. ]۱۰،۹[کردند  يبند رده
LଵG،دوار صادق در شـرط  يها ـهيرو = AG 

ܣ	 ∈ ℛଷ×ଷ	مدور،  يها مخروط ها، ، صفحه
ن يم اي. با تعـم]۹[ها هستند  مدور و کره يها استـوانه

 ]۱۲،۱۱[سنده اول در مراجع يها نو هيج به حالت ابرروينتا
 صادق در شرط يها هياز ابررو يبرخ يبند و رده يبه بررس

	L୰G = f(G + C)  ن راستا در ياست. در هم پرداخته
درجه  يها هيرو يه برايقض يعيم طبيبه تعمز ين مقاله نيا

 م ويپرداز يم ∆ يبه جا Lଵ عملگر يگذاريدوم با جا
آنها در  Gدرجه دوم که نگاشت گاوس  يها هيرو ي همه

  م کرديخواه يبند کند، رده ير صدق ميشرط ز
LଵG = AG,														A ∈ ℛ(ଷ)×(ଷ).           )۲(  

  
 ]۱۳،۶[ يها ست که در مرجعا يين مقاله ادامه کارهايا

به  يسنده اول و کاشانينو ]۱۳[اند. در مرجع اثبات شده
نوع  يمتناه L୰درجه دوم  يها هيابررو يبند رده

  اند. پرداخته
  
  اي پايه  يها مفهوم .۲
 L୰ و مطالعه خواص عملگر ين بخش ابتدا به معرفيدرا

 يعرفرا م درجه دوم  يها هيپرداخته و در ادامه ابررو
 يدسياقل يها هياز ابررو ييها ز مثاليان نيم. در پايکن يم
n که در شرط  يبعد،	L୰G = AG 

A∈ ℛ(୬ାଵ)×(୬ାଵ) م يده يکند، ارائه م ي، صدق م
]۱۴،۱۳[ . 

x:M୬ه فرو برده شده يابررو → ℛ௡ାଵ يرا در فضا 
د يد. فرض کنيريدر نظر بگ Gبا نگاشت گاوس  يدسياقل
∇଴  يتا رويسو   يلو يها ب مشتقيرتبه ت ∇و ℛ௡ାଵ	  و
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M ها به  هينگاتن ابرروين فرمول گاوس و ويباشند. بنابرا
  شود. ير نوشته ميصورت ز

 	∇ଡ଼଴Y =	∇ଡ଼Y+< SX, Y > G, 
	SX = ∇ଡ଼଴G, 
 

عملگر   S : ࣲ (M)→ ࣲ (M)و  ࣲ ∋M (X,Y(که 
ک ي S  . است G نسبت به نگاشت گاوس  M يشکل

ف يتعر T୮Mصفحه مماس  يودالحاق روخ يعملگر خط
ن عملگر، يژه وابسته به ايو يکند و مقدارها يم

κଵ(p), … , κ୬(p) ده يه ناميابررو ياصل يها يدگيخم
به  يجبر يايپا n، يشود. متناظر با عملگر شکل يم

  شود. يف مير تعريصورت ز
S୰(P)= σ୰(κଵ(p), … , κ୬(p)),    1 ≤ r≤ n,  
    

:σ୰ که ℛ୬ → ℛ در  يتابع متقارن مقدماتℛ୬  است
  :شود يف مير تعريکه با رابطه ز

σ୰(xଵ, … , x୬) = 	 ෍ 			x୧భ , … , x୧౨
୧భழ⋯ழ୧౨

. 

  
 يتوان به صورت جملات يرا م Sمشخصه  يا چند جمله
  نوشت، S୰بر حسب 

Qୱ(t) = det(tI − S) =
∑ (−1)୰S୰t୬ି୰,୬
୰ୀ଴ 	                              )۳(  

  
s଴که  =  ياصل يدگين خميام r-. استف شده يتعر 1
H୰ شود. يف مير تعريه به صورت زياز ابررو  

ቀnrቁH୰= S୰,																							0 ≤ 	r	 ≤ n.	 
  

ݎ يژه برايبه و = ݎ و 1 =   ميب داريبه ترت ݊

Hଵ =	
1
n
෍κ୧ =

1
n
	tr(S) = H,					

୬

୧ୀଵ

 

H୬ = κଵ…κ୬.	  
 

	Hଵن يانگيم يدگيهمان خمM  است وH୬ يدگيخم 
r) ه بايشود. ابررو يده مينام  Mکرونکر - گاوس + 1) - 

مال ينيمℛ௡ାଵ −r،ن صفر در يانگيم يدگين خميام
  شود. يده مينام

 ، P୰ : ࣲ (M)→ ࣲ (M) کيوتن کلاسين يهاليتبد
rهر  ي، براS يگر شکلوابسته به عمل = 1,… , n 
  شود. يف مين تعريچن يبصورت استقرائ

 P଴ = I			,									P୰ =	ቀ
n
rቁH୰I − SoP୰ିଵ	, 

  
دهد.  يرا نشان م  (M) ࣲ	در يل هماني، تبدIکه 

  :ميمعادلاً دار
P୰ =		∑ 	(−1)୨୰

୨ୀ଴ ቀ
n

r − jቁH୰ି୨	S
୨.	        )۴(  

 
کند  يان ميلتن که بيهم-يليه کيده از قضنرو با استفاياز ا

مشخصه اش پوچ  يا توسط چند جمله يهر عملگر
P୬م که يريگ يجه ميشود، نت يم = ، ܯϵ	p هر ي. برا0

P୰(p) خود الحاق است که با  يعملگر خطS(p)  جابجا
 يشدن يهمزمان قطر P୰(p)و  S(p)شود. در واقع يم

,eଵ}هستند. اگر  … , e୬} ژه يو يردارهابS(p)  به
…,λଵ(p)ژه يو يمتناظر با مقدارها  تيبتر , λ୬(p) 

، متناظر P୰(p)ژه يو ين بردارهايباشد، آنگاه آنها همچن
  باشند. ير ميژه زيو يبا مقدارها

μ୧,୰(p) = ∑ ௜ೝߣ…௜భ(p)ߣ 	(p),୧భழ⋯ழ୧౨,୧ౠಯ୧     )۵(  
  

1که در آن ≤ i ≤ n	.  
:L୰  مرتبه دوم يل خطيفرانسير دعملگ Cஶ(M) →

Cஶ(M)  ،وتن يل نيوابسته به تبدP୰ ف ين تعريچن
  شود يم

L୰(f) = tr(	P୰	o	∇ଶf), 
  

:ଶf∇که  ࣲ (M)→ ࣲ (M)  ،خود الحاق  يعملگر خط
ف ين تعرياست و چن يکيهم ارز متر fان ياست که با هس

  شود يم
< ∇ଶf(X), Y >	=< ∇ଡ଼(∇f), Y >,	 

 
∋X,Yکه در آن  ࣲ (M)  و∇f انيگراد f .است  
,Eଵد {يفرض کن … , E୬بر ي} قاب متعامد موضع M  

  م يباشد، آنگاه دار

	P୰(∇f)) =෍ < ൫∇୉౟P୰൯(∇f), E୧ >
୬

୧ୀଵ
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+෍ < P୰൫∇୉౟∇f൯,E୧ >	
୬

୧ୀଵ

 

=	< divP୰, ∇f > +L୰(f),	                       )۶(  
  

چون    است.  Mورژانس بر يعملگر د  divکه 
divP୰ =    ميريگ يجه مي) نت۶، از (]۱۴[ 0

L୰(f) 	= (divP୰(∇f)).                           )۷(  
 

در دستگاه  يحيتوان فرمول صري) م۷با استفاده از (
ان کرد. در دستگاه يب L୰ يبرا يمختصات موضع
 Mبر X  يدان برداريم يبرا X	div، يمختصات موضع

  شود يان مين بيچن
div	X = ଵ

ඥ|୥|
∑ ∂୧୧ ൫ඥ|g|X୧൯,                  )۸(  

  
  و  X يدان برداريم يهاها مولفهX୧	که 

	|g| = | det g୧୨| يها نان مولفهيمطلق دترم قدر 
  ک است.يتانسور متر

ت ر بدسيان فرمول زيف گرادي) و تعر۸)، (۷با استفاده از (
  ديآ يم

L୰(f) =
ଵ

ඥ|୥|
∑ ∂୧୧,୨,୩ ൫ඥ|g|g୨୩Pri,୩ ∂୨f൯,   )۹(  

  که

௜߲ܲ௜ =෍ ௥ܲ௜,௞ ∂୩
୩

. 

  
) ۹(از فرمول  L୰ محاسبه عملگر يدر سراسر مقاله برا

     م.يکن ياستفاده م
x:M୬د يفرض کن ]۱۴[: ۲لم  → ℛ୬ାଵ ه فرو يابررو

 يدسياقل يفضا ير هموار بتويبرده شده جهت پذ
ℛ୬ାଵ با نگاشت گاوس ،G  باشد. آنگاه نگاشت گاوس

G  ازM کند. ير صدق ميرابطه ز در  
L୰G = ቀ n

r + 1ቁ∇H୰ାଵ + ቀ n
r + 1ቁ 

(nHଵH୰ାଵ − (n − r − 1)H୰ାଶ)۱۰(          ܩ(  
 

  درجه دوم يها هيابررو .۲ .۱
 يبعد- n يدسياقل ياز فضا  Mر مجموعه يز : ۳يف تعر
ℛ୬  متشکل از نقاط(xଵ, … , x୬) 	ه درجه دوم يابررو

 ر صدق کند،يدر رابطه ز Mشود، هرگاه  يده مينام

∑ a୧୩୬
୧,୩ୀଵ x୧x୩  

+∑ b୧୬
୧ୀଵ x୧ + c = 0,	              )۱۱(  

  
,	a୧୩	که در آن  b୧	, cاند.   يقياعداد حق  

م يکن يت فرض ميبدون از دست دادن کل
ࣛسيماتر =(a୧୩)  ر ييمتقارن و ناصفر است. با تغ

از  يکي) به صورت ۱۱توان فرض کرد ( يمختصات م
  ر است.ياستاندارد ز يها فرم

(I)					෍a୧x୧ଶ
ୱ

୧ୀଵ

+ 2xୱାଵ = 0, 

	(II)				෍a୧x୧ଶ
ୱ

୧ୀଵ

+ 1 = 0,	 

(III)			෍a୧x୧ଶ
ୱ

୧ୀଵ

= 0,	 

  
,aଵ}که  … , aୱ , 0, … n(با  {0, − s   صفر) متناظر با

،ࣛس يژه ماتريو يمقدارها 	 s≤ n 1≤ اسـت. در (II) 
sيوقت  (III) و  = n    و در(I)  يوقت s + 1 = n ،
M ه درجه دوميابررو (n − ده يسره نام يبعد - (1
درجه دوم  يا ه استوانهيابررو Mها  ه حالتيشود، در بق يم

n)ه درجه دوم، يشود. ابررو يده مينام −  يبعد - (1
ده ينام يجبر يه مخروطي، ابررو (III) 	ره از نوع س
 ياه استوانهيابررو   (III)و  (II) يهاشود. در حالت يم

و  يبعد -  (n-s) يخط ير فضايدرجه دوم، حاصلضرب ز
است. در حالت  يبعد - (s-1) ه درجه دوم سرهيابررو
 (I)، ير فضايدرجه دوم، حاصلضرب ز يا ه استوانهيابررو 
 -sه درجه دوم سره يو ابررو يبعد (n-s-1)- يخط
  است. يبعد

باشد.  ℛ୬ାଵ در يدسيه اقليک ابرروي  Mد يفرض کن
  ديريدر نظر بگ M ير را برايش زيپرما

ܺ(uଵ, … , u୬) = (uଵ , … , u୬, v),  
  

vکه  = v(uଵ, … , u୬)  و∂୧v =
ப୴
ப୳౟

نشان  v୧را با  
  م. آنگاهيده يم

g୧୨ = δ୧୨ + v୧v୨,					g୧୨ = δ୧୨ −
୴౟୴ౠ
୥
,	  )۱۲(  

g = det	(g୧୨) = 1 + ∑ v୧ଶ୬
୧ୀଵ ,           )۱۳(  
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g୧୨ୀو  < ∂୧X, ∂୨X )، ۹با استفاده از فرمول (.  <
  شود. ير نوشته ميبه صورت ز Mاز  L୰عملگر 

L୰ = −∑ (ப౟୥
ଶ୥
g୨୩P୰୧,୩ + ∂୧gjkP୰୧,୩୧,୨,୩   

+∂୧P୰୧,୩g୨୩) ∂୨ −∑ g୨୩P୰୧,୩ ∂୧ ∂୨.୧,୨,୩ 	  )۱۴(  
																																									 

اثبات  ير به راحتيان لم زيف تابع هسيبا توجه به تعر
  شود. يم

 
fهر  ي: برا۴لم  ∈ Cஶ(M)  و تابع هموار

φ:ℛ → ℛ ميدار  
L୰(φof) = φᇱ(f)L୰(f)  
+φ"(f) < P୰(∇f), ∇f >.                       )۱۵(  
																			 

  ها مثال :۲.۲
نشان دادند که  ]۱۴[از مرجع  ۳اس و گوربوز در بخش يال

مدور در شرط  يها ها و استوانه ها، ابرکره ابر صفحه
௥ܺܮ = +ܺܣ ن بخش يدر ا مشابهاًکند،  يصدق م ܾ

L୰G	ها در شرط  هيررون ابيم که ايده ينشان م = AG 
L୬ିଵGها در شرط  مالينيم -nن يو همچن = AG 
  کنند. يصدق م

 
ثابت است، و  Gن حالت يدر ا :]۱۴[الف) ابرصفحه 

r هر يبرا = 0, . . . , n − 1 ،،	L୰G = لذا  0
L୰Gها در شرط  ابرصفحه = AG  با فرضA = 0 
  کند. يصدق م

 
ره به ک ابرکي S୬(a)د يفرض کن :]۱۴[ب) ابرکره

باشد. با توجه به مرجع  ℛ୬ାଵدر aو شعاع  0مرکز 
هر  يبه ازا L୰G)، ۱۰و با استفاده از رابطه ( ]۱۴[

r = 0, . . . , n −   کند ير صدق ميدر رابطه ز 1
L୰G = −(r + 1) ቀ n

r + 1ቁ
ଵ

ୟ౨శమ
.             )۱۶(  

 
 ) با فرض۲در شرط ( S୬(a)رو  نياز ا

A = −(r + 1) ቀ n
r + 1ቁ

ଵ
ୟ౨శమ

I  
  

  کند. يصدق م
 

ک استوانه ي Mد يفرض کن :]۱۴[ج) استوانه مدور
ℛ୬ି୫ S୫(a)مدور به صورت  شعاع و  aباشد، که  ×

1 ≤ m ≤ n − و با  ]۱۴[. با توجه به مرجع 1
) به ۲در شرط ( Mم يريگ يجه مي) نت۱۰استفاده از رابطه (

 کند.  ير صدق ميصورت ز
r يبرا + 1 ≤ m  

L୰G = −(n −m + r + 1) ቀ m
r + 1ቁ

ଵ
ୟ౨శమ

G,	  
 

  جه يدر نت
A = −(n − m+ r + 1) ቀ m

r + 1ቁ
ଵ

ୟ౨శమ
I.	  

 
≤r+1 يو برا m+ 1 ،	L୰G = جه يو در نت 0

A = 0.  
 

ک ي M୬د يفرض کن:  ]۱۴[مال ينيم –	ܖه يابررو د)
باشد، با توجه به رابطه  ℛ୬ାଵمال در ينيم –nه يابررو

L୬ିଵGم يريگ يجه مي) نت۱۰( = در  Mن ي، بنابرا0
A) با در نظر گرفتن ۲شرط ( = کند، به  يصدق م 0

LଵGدر شرط  ℛଷمدور در   ژه مخروطيو = صدق  0
 برابر صفر است.  Hଶگاوس آن،  يدگيکند. چون خم يم
 
  يبند ه ردهيقض .۳

ا ي ܯنصورت يه درجه دوم باشد، در ايرو ܯد يفرض کن
ه درجه دوم سره از يا روي Ιه درجه دوم سره از نوع يرو

درجه  يهاهياست. رو يه درجه دوم خطيا رويو  ΙΙنوع 
اند و  مورد مطالعه قرار گرفته ]۱۵[در مرجع  يدوم خط

صادق در شرط  يخط يها هيثابت شده است که تنها رو
ܩଵܮ = ن ياند. بنابراتخت يها هي، روℛଷ×ଷ߳ܣ، ܩܣ

صادق در  درجه دوم يها هيرو يبندرده يست برايکاف
 يها هيا روي Ιدرجه دوم سره از نوع  يها هي)، رو۲شرط (

ن يا يم. برايريرا در نظر بگ ΙΙدرجه دوم سره از نوع 
ه درجه دوم يچ رويم هيده ينشان م ۱.۳منظور در بخش 

) وجود ندارد و در بخش ۲صادق در شرط ( Ιسره از نوع 
 درجه دوم سره از نوع يها هيم که رويده ينشان م ۲.۳

ΙΙ	 ) ه يها هستند. پس قض )، کره۲صادق در شرط
  شود. ير اثبات ميز يبند رده
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درجه دوم صادق در شرط  يهاهيتنها روه: يقض
،	LଵG = AG		 A ∈ ℛଷ×ଷيها هيها و رو ، کره 

  اند. تخت
  
   (۷)درجه دوم سره از نوع يها هيرو .۱.۳

 ℛଷدر  	(I)ه درجه دوم سره از نوعيچ رويه :۵ گزاره
LଵG،صادق در شرط  = AG	, A ∈ ℛଷ×ଷ  وجود

    ندارد.
و  Lଵ	از به محاسبه عملگر يان برهان گزاره، نيش از بيپ
ش يپرما ييها هين رويچن يم. برايدار ۷و  ۶ يها ان لميب
  م يبر ير را بکار ميز

X = (uଵ, uଶ , v),						v = 	
ଵ
ଶ
∑ a୧u୧ଶଶ
୧ୀଵ ,		  

aଵ, aଶ ≠ 0  
  

  ميآور ي) بدست م۱۳) و (۱۲از (
g୧୨ = δ୧୨ + a୧a୨u୧u୨,			 
g୧୨ = δ୧୨ −

ୟ౟ୟౠ୳౟୳ౠ
୥

,                             )۱۷(  
g = det	(g୧୨) = 1 + ∑ a୧ଶu୧ଶଶ

୧ୀଵ .  
  

  ديآ ين بدست ميچن  Mنگاشت گاوس 
G = (Gଵ, Gଶ, Gଷ) 
= ଵ

ඥ୥
((−vଵ, −vଶ, 1).                          )۱۸(  

  
 Pଵوتن يل نياز به محاسبه تبدين Lଵمحاسبه عملگر  يبرا
 م.يدار

  ميآور ي) بدست م۱۸با استفاده از (
SXଵ = gି

య
మ(aଵ(1 + aଶଶuଶଶ)xଵ −

(aଶଶaଵuଵuଶ)xଶ),                                 )۱۹(  

SXଶ = gି
య
మ(−(aଵଶaଶuଵuଶ)xଵ +

aଶ(1 + aଵଶuଵଶ)xଶ).  
  

  ميريگ يجه مينت )۱۹(و  	Pଵفيبا استفاده از تعر
Pଵ୧,୨ = gି

య
మQଵ୧,୨(uଵ, uଶ),	                       )۲۰(  

  
భ౟,ౠ୕ر است و يمتغ  ۲با  يا چند جمله Q1i,୨که در آن 

୥
 

,uଵبر حسب  يا دجملهچن uଶ ست.ين  

  ميآور يبدست م )۱۴(و  )۹( با استفاده از

Lଵ = gି
య
మ 	(∑ ப౟୥

୥
g୨୩Qଵ୧,୩ଶ

௜,௝,௞ୀଵ +

∂୧g୨୩Qଵ୧,୩ 					+ ∂୧Qଵ୧,୩g୨୩) ∂୨ +
∑ g୨୩Qଵ୧,୩ ∂୧ ∂୨).ଶ
௜,௝,௞ୀଵ                        )۲۱(  

  
  مير را داريلم ز) ۲۱(و  )۱۷( يها با توجه به رابطه

 
  کند، ير صدق ميدر رابطه ز 	Lଵg: ۶لم 

g
ళ
మLଵg = Qଵ(uଵ , uଶ) + gTଵ(uଵ, uଶ),     )۲۲(  

  
  ميبعلاوه دار

< Pଵ∇g, ∇g >	= − ଵ
ଶ
gି

ఱ
మQଵ(uଵ , u୬),	    )۲۳(  

 
,uଵ بر حسب ييهايا چند جمله   ଵܶو  Qଵکه  uଶ .است 

  ميآور يبدست م )۲۱(و  )۱۷( يها از رابطه :برهان

Lଵg = g
షళ
మ (∑ (g	 ∂୧g	g୨୩ଶ

୧,୨,୩ୀଵ Qଵ୧,୩  
+gଶ ∂୧g୨୩Qଵ୧,୩ + gଶ ∂୧Qଵ୧,୩g୨୩ ∂୨g			    )۲۴(  
+∑ gଶg୨୩Qଵ୧,୩ ∂୧g ∂୨gଶ

୧,୨,୩ୀଵ ).		  
  

gଶو   gg୧୨چون ∂୧g୨୩	 اند پس اگر قرار يا چند جمله
  ميده

Qଵ = ∑ ൫g∂୧gg୨୩Qଵ୧,୩ +ଶ
୧,୨,୩ୀଵ

gଶ ∂୧g୨୩Qଵ୧,୩൯ ∂୨g,                              )۲۵(  
 

  و
Tଵ = ∑ g∂୧Qଵ୧,୩ଶ

୧,୨,୩ୀଵ g୨୩ ∂୨g	  
+∑ gg୨୩Qଵ୧,୩ ∂୧gଶ

୧,୨,୩ୀଵ ∂୨g,  
  

 Tଵ وQଵ د. واضح است که يآ يبدست م )۲۲(آنگاه 
uଵ	برحسب  ييهايا چندجمله , uଶ از  )۲۳(هستند. رابطه

  د.يآ يبدست م )۲۵(و  )۱۷( يها و رابطه g∇ف يتعر
  

Lଵg يبرا :۷لم 
ିభమ مير را داريرابطه ز:  

Lଵg
ିభమ = −gିହ ൬ቀଵ

଼
ቁQଵ +

ଵ
ଶ
Tଵ൰.  
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  م يدار ۴با استفاده از لم  برهان:

Lଵ ቀg
ିభమቁ = − ଵ

ଶ
gି

య
మLଵg −

ଷ
ସ
gି

ఱ
మ <

Pଵ∇g, ∇g >,  
 

 )۲۷(در معادله بالا رابطه  )۲۳(و  )۲۲( يگذاريبا جا
  د.يآ يبدست م

 يراب )۲(در شرط  Mد يفرض کن: ۵اثبات گزاره 
A = (a୧୨) ،1≤ i, j ≤ ، صدق کند. با استفاده از 3

  ميدار )۲۷(و  )۱۸( يها رابطه

g
వ
మ൫−∑ aଷ	୨a୨u୨ + aଷଷଷ

௝ୀଵ ൯  
= −(ଵ

଼
Qଵ +

ଵ
ଶ
gTଵ)                              )۲۸(  

  
جه ياست، نت يا بالا چندجمله يچون طرف چپ تساو

ଵم يريگ يم
଼
Qଵ +

ଵ
ଶ
gTଵ = భ୕ جهينتو در  0

୥
 چند 

భ୕ ياست. از طرف يا جمله
୥
= ∑g୨୩Qଵ୧,୩ ∂୧g ∂୨ g ،

ொభ೔,ೖنکه يو از ا )۱۷(در رابطه  g୨୩با توجه به ضابطه 
௚

 
భ୕	شود  يجه ميست، نتين يا چندجمله

୥
 يا چندجمله 

 ۵ب گزاره ين ترتيک تناقض است. بدين يست و اين
 ود.ش ياثبات م

 
  )IIسره از نوع ( يها هيرو .۲.۳

ه درجه دوم سره از نوع ي، روܯد يفرض کن :۸گزاره 
(II)  کند اگر و  يصدق م )۲(در شرط  ܯباشد. آنگاه

  ک کره باشد. ي M تنها اگر
  م.ياز دارين ۹ ان لميو ب ଵܮاثبات به محاسبه  يبرا

  ميريگ يدر نظر م 	M ير را برايش زيپرما
X = (uଵ, uଶ , v), 
vଶ =	 aଵuଵଶ + aଶuଶଶ + c,		                      )۲۹(  
aଵ, aଶ ≠ 0.	  

  
i			 ميپس دار = v୧		که		1,2 = ∂୧v =

a୧u୧ vൗ از .
  ميآور يبدست م )۱۳(و  )۱۲(

	g୧୨ = δ୧୨ +
ୟ౟ୟౠ୳౟୳ౠ

୴మ
,						  

	g୧୨ = δ୧୨ −
ୟ౟ୟౠ୳౟୳ౠ
୥୴మ

,                             )۳۰(  
  

 نيهمچن

g = 1 + ଵ
୴మ
∑ (a୧u୧)ଶଶ
୧ୀଵ ,  

ଵ
୥
= 1− ଵ

୥୴మ
∑ (a୧u୧)ଶଶ
୧ୀଵ                     )۳۱(  

 
  ميريگيجه مينت )۳۱(ه از با استفاد

∂୧g =
ଶ
୴మ
൫a୧u୧(1 + a୧ − g)൯,  

 
   ديآ ين بدست ميچن  Mنگاشت گاوس 

ܩ = (Gଵ, Gଶ, Gଷ) =
ଵ
ඥ୥
(−vଵ, −vଶ, 1)   )۳۲(  

  
وتن يل نياز به محاسبه تبدين ଵܮ،محاسبه عملگر  يبرا
ଵܲ ميرآو يبدست م )۳۲(با استفاده از  ميدار  

SXଵ = −	∇ଡ଼భ
଴ G = − ୥ష

య
మ

୴
{vଵଶ(1 + aଵ −

2g)Xଵ + vଵvଶ(1 + aଶ − 2g)Xଶ},	  

SXଶ = −	∇ଡ଼మ
଴ G = − ୥ష

య
మ

୴
{vଵvଶ(1 + aଵ −

2g)Xଵ + vଶଶ(1 + aଶ − 2g)Xଶ}.             )۳۳(  
  

  ميريگ يم جهينت )۳۳(و رابطه  	ଵܲ فيبا استفاده از تعر

Pଵ୧,୨ = gି
య
మQଵ୧,୨,.                                    )۳۴(  

Qଵ୧,୨ =
ଵ
୴య
Sଵ୧,୨(uଵ, uଶ) + gRଵ୧,୨(uଵ, uଶ,

ଵ
୴
),  

 
 ۲با  ييهايا ب چند جملهيبه ترت ଵ௜,௝ܴو  ௝,1݅ܵکه در آن 

  ديآ ين بدست ميچن ௝,1݅ܵ   يها بيراند و ضريمتغ 	۳  و
∏ (−1)஑ౡ൫1 + a୨൯(1 + a୏)ஒౡa୩

ஓౡ ,ଶ
୩ୀଵ   )۳۵(  

  
 يها از رابطه، اندحياعداد صحγ୩	 و α୩ β୩، که در آن

  ميآور يبدست م )۳۴(و  )۱۴(

Lଵ = gି
య
మ(∑ ப౟୥

୥
g୨୩Qଵ୧,୩ଶ

௜,௝,௞ୀଵ ∂୨ −
∑ ∂igjkQ1i,k ∂j
2
݅,݆,݇=1 −                         )۳۶(  

gି
య
మ ∂୧Qଵ୧,୩g୨୩ ∂୨ −

∑ g୨୩Qଵ୧,୩ ∂୧ ∂୨).ଶ
୧,୨,୩ୀଵ    

  
  ديفرض کن

A୨ = −2g∑ ∂୧gଶ
୧,୩ୀଵ g୨୩Qଵ୧,୩,           )۳۷(  
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  ميدار )۳۷(و  )۳۶(آنگاه با استفاده از 
Lଵ =
gି

ళ
మ ∑ A୨ ∂୨ଶ

௝ୀଵ −

gି
ఱ
మ ∑ (2 ∂୧gଶ

௜,௝,௞ୀଵ Qଵ୧,୨  
− ଶ

୴ర
a୧a୨a୩u୧u୨u୩Qଵ୧,୩ +

ଵ
୴మ
a୨a୩u୨Qଵ୩,୩                                     )۳۸(  

+ ଵ
୴మ
a୨a୩u୩Qଵ୨,୩ +

ଵ
୴మ
a୧a୨u୧u୨ ∂୧Qଵ୨,୩  

	−g ∂୧Qଵ୧,୩) ∂୨ −

gି
య
మ ∑ g୨୩Qଵ୧,୩ ∂୧ ∂୨ .୧,୨,୩   

  
  م ياگر قرار ده

c୨୩ = gg୨୩,                                           )۳۹(  
 

  م يريگ يجه مينت )۳۹(و  )۳۱( ،)۳۰( يها آنگاه از رابطه
c୨୩ =
δ୨୩ +

ଵ
୴మ
(δ୨୩ ∑ b୧ଶu୧ଶ −ଶ

୧ୀଵ a୩a୨u୩u୨).   )۴۰(  
 

  ميآور يبدست م )۴۰( و )۳۷(ن از يبنابرا
∑ c୨୩Qଵ୧,୩ ∂୧gଶ
୧,୨,୩ୀଵ ∂୨g =

− ଵ
ଶ
	∑ A୨ ∂୨gଶ

୨ୀଵ                                    )۴۱(  
		 

ଵ݃ܮ يبرا: ۹لم 
ିభమ مير را داريرابطه ز  

Lଵg
ିభమ = − ଵ

଼
gିହ ∑ A୨ ∂୨gଶ

୨ୀଵ   
+gିସP෩ଵ(uଵ, uଶ,

ଵ
୴
),  

  
,P෩ଵ(uଵ که uଶ,

ଵ
୴
  		است.  ر يمتغ ۳با  يا چندجمله (

  م  يدار )۳۸( ي با استفاده از رابطه برهان:

Lଵg
ିభమ = − ଵ

ଶ
	gି

య
మ	Lଵg −

ଷ
ସ
gିସ  

∑ g୨୩Qଵ୧,୩ ∂୧g	 ∂୨gଶ
௜,௝,௞ୀଵ   

=	− ଵ
ଶ
	gିହ ∑ A୨ ∂୨gଶ

௝ୀଵ +

gିସP෩ଵ(uଵ, uଶ,
ଵ
୴
)                                  )۴۳(  

− ଷ
ସ
	gିହ ∑g g୨୩Qri,୩ ∂୧g	 ∂୨g  

  

) ۴۲) و رابطه بالا رابطه (۴۱(   حال با استفاده از رابطه
  د. يآ يبدست م

 
   ي) برا۲در شرط ( Mد يفرض کن :۸اثبات گزاره 			

A = (a୧୨) ،1≤ i, j ≤ ، صدق کند. با استفاده از 3
  مي) دار۲) و (۴۲( يها رابطه

g
వ
మ ቄ∑ aଷ୨a୨

୳ౠ
୴
− aଷଷଶ

୨ୀଵ ቅ  

= − ଵ
଼
	gି

వ
మ ∑ A୨ ∂୨g +ଶ

୨ୀଵ gP෩ଵ.  
  

ر يمتغ ۳با  T෩୰مانند  يا م چندجملهيريگ يجه مين نتيبنابرا
  وجود دارد چنانچه

∑ A୨ ∂୨g = gଶ
୨ୀଵ T෩ଵ ቀuଵ, uଶ,

ଵ
୴
ቁ.          )۴۵(  

 
   توان فرض کرد ي) م۳۴( بنابر رابطه

B୨ 	= −2g∑ ∂୧gg୨୩Sଵ୧,୩ଶ
௜,௝,௞ୀଵ           )۴۶(  

  
,uଵ حسببر يا دجملهچن vଶ چون uଶ  است، از
مانند  يا چندجمله ميريگ يجه مي) نت۴۶) و (۴۵( يها رابطه
Rଵ  بر حسبuଵ, uଶ وجود دارد چنانچه  

vଵହ(∑ B୧ ∂୧gଶ
୧ୀଵ ) = gRଵ(uଵ, uଶ)      )۴۷(  

  
vଵ  ـميده ي) قرار م۴۷در رابـطه ( = vଶ،اي0 = 0  

) بدست ۴۷) و (۲۹)، (۲۸)، (۵( يها اه از رابطهآنگ
 م يآور يم

Rଵ(0, uଶ) = 0,						Rଵ(uଵ, 0) = 0. 
 

ଵܴجه، يدر نت = ) و ۴۶)، (۲۱( يها ن از رابطهي. بنابرا 0
u୨م، يريگ يجه مي) نت۴۷( =  کره است. M. پس 1−
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