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 ۲۷/۰۹/۹۷تاريخ پذيرش مقاله:  ۰۳/۱۰/۹۶تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
د يمختلف تول يم که در مقاطع زمانيسرو کار دار ييهايها با خروجداده يل پوششيتحل يهان مقاله با استفاده از مدليدر ا

د يتول يکه خروج ين معنيگردند به ايد ميمختلف تول يها در مقاطع زمانيخروج ،يل عمليها و مساشوند. در اکثر مثاليم
با  ييهايها را با عنوان خروجين نوع خروجيدهد. اير قرار ميرا تحت تاث يدات در زمان بعديتول اول، يزمان يشده در مرحله

نقش در  يفايت ايشوند قابليد ميمختلف تول يها در مقاطع زمانين خروجينکه ايکنند. لذا با توجه به ايم يمعرف ير زمانيتاخ
 يدر مرحله زمان يورود عنوانمرحله اول وهم به يعنوان خروجکه هم زمان به ين معنيدوگانه را دارند به ا يقالب فاکتورها

قرار داده و با هدف  يدگاه فاکتور دوگانه مورد بررسيرا با د ير زمانيبا تاخ ييهاين مقاله، خروجيا شود.يدر نظر گرفته م يبعد
ه از د ينمونه واقع يج بررسيدهد. نتايه ميوابسته را ارا ياز تکنولوژ يلي، تعديابيواحد تحت ارز ييبه حداکثر کارا يابيدست

  است.   ير زمانيبا تاخ يهايمدل در رفتار با خروج ييت و توانايدانشکده نشان دهنده قابل
  

  .ي، فاکتور دوگانه و بازه زمانير زمانيبا تاخ يها، خروجداده يل پوششيتحل هاي کليدي: واژه

                                                
  Email: s.seyedboveir@gmail.com                                                                                      :دار مکاتباتعهده .*

                                    
هاي نوین در ریاضیپژوهش  دانشگاه آزاد اسلامی، واحد علوم و تحقیقات                                                                                                 
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  مقدمه - ۱
ن يتراز متداول يکي (DEA) هاداده يل پوششيتحل

عملکرد نهادها و  يابيرزا يبرا ير پارامتريغ يهاروش
مختلف است. علت  يهانهيج در زميرا يهاتيگر فعاليد

ها امکان ر روشين روش نسبت به سايت گسترده ايمقبول
و  ين ورودين چديده و اغلب نامعلوم بيچيروابط پ يبررس
ن روش يگر، در ايعبارت داست. به ين خروجيچند

ا همان يرنده يگميتصم ي، واحدهاياضير يزيربرنامه
DMUمه مثبت ين يهاياست که ورود يتيها موجود

ل يمه مثبت چندگانه تبدين يهايچندگانه را به خروج
 يهاآن مورد نظر است. در مدل يابيکنند و ارزيم

د يتول يهايها، تمام خروجداده يل پوششياستاندارد تحل
چ يشود و هيدر نظر گرفته م يک مقطع زمانيشده در 

ت يگر ندارد. واقعيد يبر خروج يتاخرا يتقدم  يخروج
ن فرض چندان درست يا يواقع ياين است که در دنيا
گردند يد نميک زمان توليها لزوماً در يست و خروجين

 د گردند.يمختلف تول يتوانند در مقاطع زمانيبلکه م
ها را ين نوع خروجيا ۲۰۱۵در مقاله ساکوتو و همکاران 
ن يف کرده و ايمان توصوابسته به ز يتحت عنوان خروج

سندگان ياند. نوقرار داده يها را مورد بررسينوع خروج
که در مقاطع مختلف  يدارند که دو خروجيمقاله اظهار م

تواند به عنوان فاکتور دوگانه در يشوند ميد ميتول يزمان
 ييدوگانه همان فاکتورها ينظر گرفته شود. فاکتورها

   يرا باز يخروجو  يهستند که هم زمان نقش ورود
 يهاها، مدلداده يل پوششيات تحليکنند. در ادبيم

ن فاکتورها به کار گرفته يف ايان و توصيب يبرا يمتفاوت
ن ياول يبرا ۱۹۹۵و  ۱۹۹۰ يهادر سال يزليشده است. ب

در  يوربهره يابيارز يبار از عبارت فاکتور دوگانه برا
نمود. کوک و  هيرا ارا يها استفاده نموده و مدلدانشگاه

ن يبه دو مشکل عمده ا يادر مقاله ۲۰۰۶همکاران در 
 يهااب نسبتينکه در غيمدل اشاره نمودند. اول ا

 ۱۰۰تواند تا يب، هر واحد ميضرا يبر رو يمخروط
 يل به اجرايشتر تمايدرصد کارا باشد و فاکتور دو گانه ب

نکه مدل دوگان مدل ي. دوم ايدارد تا خروج ينقش ورود
 يقابل کنترل از جمله فاکتورها يهاي، تمام ورودفوق

ن امر يدهد و ايکسان کاهش ميدوگانه را به نسبت 
دوگانه در نقش  يدر رفتار با فاکتورها يسبب ناهماهنگ

د يب، مدل جدين معايبا در نظر گرفتن ا شود.يم يخروج
مشابه با  يهاآن بر مجموعه داده يه شد و با اجرايارا

نشان داده شد. کوک  يشنهاديمدل پ يبرتر ،يزليمقاله ب
اس ثابت و در يبر بازده به مق يمبتن ي، مدل۲۰۰۷و ژو در 

ه نمودند. يها اراداده يل پوششيتحل يهاچهارچوب مدل
دوگانه، نه تنها  ين مدل ضمن در نظر گرفتن فاکتورهايا

 يابيک واحد است بلکه قادر به ارزي يابيقادر به ارز
ن يگر ايدگاه ديرنده است. ديگميتصم ياز واحدها يگروه

 يورود يهابا مدل يابيکه در حال ارز ياست که زمان
دوگانه را  يم، فاکتورهايها هستداده يل پوششيمحور تحل

 يطيمح يرهايا متغير قابل کنترل يغ يرهايبه عنوان متغ
طلوع در سال  م.يريبه کار بگ يثابت و در نقش ورود

) ۲۰۰۷( کوک و ژو يادشنهيمدل پ يبا بررس ۲۰۰۹
ک اشتباه يرا ين مدل نادرست است. زينشان داد که ا

نادرست گردد  ييجاد نمره کارايتواند سبب ايم يمحاسبات
 ين خطايه نمود که فاقد ايمتفاوت را ارا يو مدل

) ۲۰۰۹طلوع ( يشنهاديمدل پ يبود. بررس يمحاسبات
داد ، نشان ۲۰۱۲و امروز نژاد در سال  يموريرتيتوسط ام

 يشتر از حد واقعيرا ب يياز کاراياوقات امت يکه مدل گاه
 يحت يواقع يهامثال يدهد و در برخيآن نشان م

را  يمجدداً مدل ۲۰۱۵است. طلوع و برات در سال  ينشدن
 ين نمودن نقش فاکتورهايه نمودند که قادر به معيارا

نکه يدوگانه، ا ينقش فاکتورها يبررس يبرا دوگانه بود.
، دو روش يا خروجيباشند  يدر نقش ورود اکتورهاين فا

نگ و يه شد. ديسندگان مقاله اراينو يمتفاوت از سو
موجود رفتار  يهاشدند که مدل يمدع ۲۰۱۵همکاران در 

ل يدخ يريگميرا در روند تصم يط خارجيک محياستراتژ
ها در ن مدلياز ا يناش يهالين رو تحليدانند. از اينم

 باشد.يامروز، مناسب نم يقابتاقتصاد به شدت ر
شنهاد نمودند که يرا پ يادو مرحله يسندگان، استراتژِينو

 ين عرضه کننده در حضور فاکتورهايافتن کاراتريقادر به 
ل ياستاندارد تحل يهامدل ۲۰۱۰ن در يدوگانه باشد. صا

نمود تا بتواند  يها را چنان دستکارداده يپوشش
 يهاها بگنجاند. مدلمدل نيدوگانه را در ا يفاکتورها

 3PL يهاد کنندهين در انتخاب توليصا يشنهاديپ
 يمفهوم تکنولوژ ۲۰۱۴و موثر بود. ون چن در  يکاربرد

دوگانه را به  يل فاکتورهاينمود و تما يوابسته را معرف



 

 ۷۳                                                                                                  هاداده يل پوششيبر تحل يمبتن ي: مدلير زمانيبا تأخ يهايخروج
 

   

ج ينتا يابيبراساس ارز يا خروجي ينقش ورود يفايا
 يايزواقرار داد و آن را از  يحاصل شده مورد بررس

ن ياست که ا يسنده مقاله مدعيح نمود. نويمتفاوت تشر
ت يخاص يا خروجي ياز دو نقش ورود يکيه يل به ارايتما

ر. نکته جالب يت خود متغير شده است نه خاصيمرز تصو
ر ي، استفاده از مقاديمورد بررس يهاتوجه در تمام مدل

 يواقع يايدن يهاق است. هر چند دادهيو دق يعدد
 ۲۰۱۸باشند. طلوع و همکاران در يق ميادقن يهمگ
دوگانه  يفاکتورها را با حضور يابازه DEA يهامدل

ز ينان نيچنان توسعه دادند که شامل مفهوم عدم اطم
 ينه به هر کدام از فاکتورهايب بهين مدل ضرايباشد. در ا

ن فاکتور يا اين گردد که آيدوگانه اختصاص داده شد تا مع
 .است يخروج

ن فاکتور در حالت تعادل است. با يا اصلاً اي يودا وري
ن مقاله درصدد توسعه مفهوم يدر ا ر،ياخ يتوجه به بررس

م. يهست ير زمانيبا تاخ ييهايوابسته به خروج يتکنولوژ
مفهوم  يبرا ،DEAاساس اصول موضوعه در بر

وابسته به زمان مجدداً اصول  يوابسته و خروج يتکنولوژ
ن اصول موضوعه ياساس اه و برديف گرديموضوعه تعر

خواهد شد. بنابر مفهوم  شنهاديپ يابيارز يبرا يمدل
 يهاد و مدليوابسته، مجموعه امکان تول يتکنولوژ

ن مدل يف هستند. همچنيخوش تعر يهمگ يشنهاديپ
کاملاً  ير زمانيبا تاخ ييهايخروج يبررس يبرا يشنهاديپ

اده و س يشنهاديباشند. روند پيو موثر م يکاربرد
اده يات در آن پييوابسته به زمان با تمام جز يهايحروج

   د،يمختلف تول يهاحسب زماناند. برشده يساز
دوگانه  يدر قالب فاکتورها ير زمانيبا تاخ ييهايخروج

ن مقاله به يل قرار خواهد گرفت. ايو تحل يمورد بررس
شده است.در بخش دوم مفهوم  يبندر قالبيشرح ز

عملکرد  يابيک روش ارزيعنوان مشترک بهد يامکان تول
 يريبا به کارگ رد. در بخش سوم،يگيمورد بحث قرار م

ل يوابسته به زمان تحل يمفهوم فاکتور دوگانه، خروج
ه شده به يو مدل ارا يشنهاديپ يشود. سپس تکنولوژيم

شود. يدر ادامه بخش آورده م يک مثال واقعيهمراه 
  رسد. يان ميبه پا يريگجهيمقاله با نت

  
  

  ازهايش نيف و پيتعار - ۲
هر واحد  م.يرنده داريگميواحد تصم n ديفرض کن

( 1,..., )jDMU j n  در حضورd  فاکتور دو گانهm 

)مه مثبت ين يورود 1, ..., ) 0x i mij   د يتول يرا براs 
)مه مثبت ين يخروج 1, ..., ) 0y r srj   رد. يگيبه کار م

) فاکتور دوگانه با بردار 1, ..., ) 0w k dkj    نشان داده
داست يفاکتور دوگانه همان طور که از اسم آن پ شود.يم

 يوقت را خواهد داشت. يو خروج يهمزمان نقش ورود
را داشته باشند علاوه بر  ين فاکتورها نقش خروجيا

وارد خواهد شد  يابيز در ارزيدوگانه ن ي، خروجy يخروج
، x يرا داشته باشد علاوه بر ورود ياگر نقش ورود و

 يل خواهد بود. تکنولوژيدخ يابيز در ارزيدوگانه ن يورود
به  w فاکتور دوگانه يد بر نقش خروجيمورد نظر با تاک

  ف است:ير قابل تعريصورت ز
 ),( producecan    );,,(1 ywxywxT   

  
 يري، با به کارگy يد خروجيمورد نظر با تول يتکنولوژ

به  w فاکتور دوگانه يد بر نقش وروديو تاک x يورود
  گردد:يف مير تعريصورت ز
 . producecan  ), ( );,,(2 ywxywxT   

  
 يو خروج يد بر هر دو نقش وروديبا تاک يکل يتکنولوژ

فوق  يدر واقع اشتراک دو تکنولوژ w فاکتور دوگانه
تحدب  ،يقو يريپذ يدسترس اساس فرضخواهد بود. بر
مجموعه  يبرا ين احتمالياس ثابت تخميو بازده به مق

1 ديامکان تول 2T T تواند باشد. ير ميبه قرار ز  

( , , ) , ,
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  

   

 
          
       
    



  
 ب واحديضر فوق معلوم است يهمانطور که از تکنولوژ

 شود. ياستفاده م يدو تکنولوژ ياشتراک گذار يبرا
௞ݔ) يابيواحد تحت ارز يين اساس، کارايبر ا , ௞ݓ ,  (௞ݕ

  است: يابير قابل ارزيز يخط يزيربرنامه يريبا به کارگ
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و  x يورود يبرا  ب انقباضيبالا ضر يدر مدل خط

تواند باشد يهم م يکه در نقش ورود w فاکتور دوگانه
ن انقباض را حداقل يست. تابع هدف مدل ااعمال شده ا

ييتان است که بردار سهيکند. نکته در ايم
( , , )x w yk k k

  کند. يود مدل صدق ميدر تمام ق 

  
   يدارا يساختار يبرا يتکنولوژ - ۳

   ير زمانيتاخ با يهايخروج
را  يزمان ريتأخ با ييهايک واحد با خروجيساختار  ۱ شکل 
  هايورود  ،t يدر دوره زمان هد.ديم نشان

x୧୨୲ با (i = 1,… ,m) ها بايخروج و  
y୰୨୲ (r = 1,… , s) تيفعال شود.يداده م نشان  wୢ୨

୲ ،
  در نظر گرفته  ير زمانيبا تأخ ييهايعنوان خروجبه 

  در دوره  يعنوان خروجتوانند بهيهم م يعنيشوند يم
  

  در  يعنوان ورودتوانند بهيعمل کرده و هم م t يزمان
توجه به وارد شوند. حال با  t̅ يگريد يدوره زمان

دو  ي، ساختار جبر۱مفروضات بخش قبل و شکل 
 يبرا شود.يساخته م 2Tو  1Tد يمجموعه امکان تول

ر را در نظر يز يها، فرضTଵ يش جبرين نماييتع
  هر يبه ازا (Aଵ) :يدريبگ

 Ttnj ,...,1, ,...,1  ؛  ),,( 1Tywx t
j

t
j

t
j   

  
(Aଶ)  هر يبرا   اشعه: يکرانياصل ب  

0t ),,(    if ؛ 1Tywx ttt   
  آنگاه

   ),,( 1Tywx tttttt     
 

(Aଷ)  ديفرض کن: اصل تحدب  
   ),,( 1Tywx ttt  ,    ),,(   1Tywx ttt   

  
λهر  ين صورت برايدر ا ∈  يم داشت خواه[0,1]

   ),,(  )-(1   ),,( 1
t Tywxywx ttttttt    

  
(Aସ) ديفرض کن آزاد: يريپذ ياصل دسترس  

   ),,( 1Tywx ttt    
  اگر

tt xx   ,
tt yy   ,   tt ww   

  
  :م داشتين صورت خواهيدر ا

 1),,( Tywx ttt    

  

  هايي با تاخير زماني. ساختار يک واحد با خروجي۱شکل 
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 (Aହ) يابينه درونياصل کم: 
صدق کند در   A4 تا A1   يهادر فرض Tᇱد يفرض کن

Tᇱ ن صورت يا ⊆ Tଵ.  پسTଵ به صورت  

1 1

1

,
( , , )1

, 0, 1,..., , 1,...,

n n
t t t t t t
j j j j

j jt t t
n

t t t t
j j j

j

x x y y
T x y w

w w j n t T

 

 

 



 
  

  
    
 

 


 

  ف است.يقابل تعر
ته شود آنگاه در نظر گرف يبه عنوان ورود wر يو اگر متغ

ش يم داشت که نمايرا خواه Tଶد يمجموعه امکان تول
  آن بر اساس اصول موضوعه: يجبر

(Aଵ) هر يبه ازا  
 1,...,  , 1,...,j n t T    ، ( , , ) 2

t t tx w y Tj j j  . 

 
(Aଶ)  هر يبرا  اشعه  يکران ياصل ب  

0t ),,(    if ؛  2Tywx ttt   
  آنگاه

   ),,( 2Tywx tttttt    
 

(Aଷ)  ديفرض کن: اصل تحدب  
    ),,( 2Tywx ttt  ,    ),,( 2Tywx ttt    

  
λهر  ين صورت برايدر ا ∈   :م داشتيخواه [0,1]

   ),,(  )-(1   ),,( 2
t Tywxywx ttttttt    

  
(Aସ) آزاد: يريپذ ياصل دسترس  

  ديفرض کن
   ),,( 2Tywx ttt   ، 

if 
tt xx   ,  tt ww   ،

tt yy   
  

  :م داشتين صورت خواهيدر ا

 2),,( Tywx ttt   . 
(Aହ) د يفرض کن يابينه درونياصل کمTᇱ  در  
ن صورت يصدق کند در ا  A4  با تا A1  يهافرض

Tଶ ⊆ Tᇱر خواهد بود:ي، به صورت ز  

1 1

1

,
( , , )2

, 0, 1,..., , , 1,...,

n n
t t t t t t
j j j j

j jt t t
n

t t t t
j j j

j

x x y y
T x w y

w w j n t t T

 

 

 



 
  

  
    
 

 


 

  
ن دو ينقش دوگانه ب يدارا w௧ نکه فاکتوريبا توجه به ا

صورت به يکل ين تکنولوژيباشد. بنابرايم يدوره زمان
ܶاز  يبيتقر = ଵܶ ∩ ଶܶ آن  يش جبريباشد و نمايم
  ر است:يصورت زبه

, ,
1 1 1

( , , , , , ) , ,1 2
1 1 1
, 0, 1,..., , , 1,...,

n n nt t t t t tx x y y w wj j j j j j
j j j
n n nt t t t t t t t t t t tT T x w y x w y x x y y w wj j j j j j
j j j
t t j n t t Tj j

  

  

 

 
     

   
 
       
   
    
  



 
 يدر دوره زمان ଵܶ يد اول مربوط به تکنولوژيسه ق

ݐ = 1,… , tب يضر يدارا ܶ

j ود مربوط به يه قيو بق

t بياست و از ضر ،t يدر دوره زمان ଶܶ يتکنولوژ
j 

ܶ فيدر تعر استفاده شده است. = ଵܶ ∩ ଶܶ  فرض بر
با نقش دوگانه است  ک فاکتوري w௧ن است که اندازه يا

مشترک به  يمربوط به آن به نام تکنولوژ يو تکنولوژ
 ن صورت ساخته شده است که فاکتور با نقش دوگانهيا

 يابيتواند در ارزيم يو خروج يعنوان ورودهم زمان به
  ل باشد.يدخ
  
  يشنهاديمدل پ - ۴

 يمربوط به مرز تکنولوژ ينسب يين بخش کارايدر ا
ܶمشترک  = ଵܶ ∩ ଶܶ شنهاد يو مدل مربوط به آن پ

مربوط به  يي، مرز کارا۱شده است. با توجه به شکل 
  ر است:يصورت زبه ଵܶد يمجموعه امکان تول

( , , )
( , , ) ( , , )

1 1 ,( , , ) ( , , )
( , , ) 1

t t tx w y
t t t t t tx w y x w yEffT T t t t t t tx w y x w y

t t tx w y T

 
 
        

   
      

 

  
د يمربوط به مجموعه امکان تول يي، مرز کارابه طور مشابه

ଶܶ يدر دوره زمان t ر است:يورت زبه ص  
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2

( , , )
( , , ) ( , , ),

2 ( , , ) ( , , )
( , , ) 2

EffT

t t tx w y
t t t t t tx w y x w yT t t t t t tx w y x w y

t t tx w y T



 
 
       
   
 

     

 

 
مربوط به  ييمرز کارا يکل يف تکنولوژيبا توجه به تعر

  ف ير تعريصورت زد مشترک بهيمجموعه امکان تول
  شود:يم

(1)    )()( 1221
cc TEffTTEffTEffT   

  
م شد يخواه ير، بررسيز ياي) و قضا۱ف (يبا توجه به تعر

 ريکه متغ يحالت يبرا ،* ييمم اندازه کارايماکسکه 
w௧ در دوره  يبه عنوان خروجt در  يو به عنوان ورود

 يدرحالت ييشود برابر با اندازه کارايبه کار برده م tدوره 
. شودين فاکتور با نقش دوگانه به کار برده مياست که ا

  توان نوشت:يم يبه طور جبر

 
 

* ( , , ) ,1min
( , , ) 2

min ( , , ) 1
 max

,min ( , , ) 2

t t tx w y T
t t tx w y T

t t tx w y T

t t tx w y T

  


 

  


  


 
 
  
  

 
  

 
 
  

         (2) 

  
  اگر :۱هيقض

   21 ),,(min),,(min TywxTywx tttttt  


  آنگاه
cttt TEffTywx 21),,(  . 

  
 يينکه که مزر کارايه با توجه به اين قضيا :اثبات

دو  ييد مشترک، اشتراک مرز کارايمجموعه امکان تول
باشد، يمتفاوت م يد در دو دوره زمانيمجموعه امکان تول

  دياثبات است. فرض کنقابل  يبه آسان
 1

* ),,(min Tywx ttt 



  

  نيبنابرا

1
** ),,( Tywx ttt  . 

 اگر ديفرض کن
tttttt yywwxx    and    ,     

  آنگاه
  ** tt xx    

  
  :مين صورت ما داريدر ا

 *
1  xθxαθxθ tt*t*    

  نيو بنابرا

1
**

1
** ),,(),,( Tywxywx tttttt     

  
  :مين ما داريبنابرا

cttt TEffTywx 21
** ),,(    

  
  شود.يو اثبات کامل م

  
  اگر  :۲هيقض

   min ( , , ) min ( , , )1 2
t t t t t tx w y T x w y T     

 
    

  آنگاه
cttt TEffTywx 12),,(   

  
  م: يدهيقرار م )۱به رابطه ( يبا نگاه :اثبات

 2
* ),,(min Tywx ttt  


 

  
  توان نوشتين ميبنابرا

2
** ),,( Tywx ttt   

  
 م يکنيفرض م

tttttt yywwxx    and    ,     
  سپس

  ),,( 2
** Tywx ttt    

  
  :مينصورت ما داريدر ا

 * min ( , , ) 2
t t tx w y T  


    

  نيبنابرا
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* *( , , ) 2 1
t t t cx w y E ffT T     

  
  شود. يو اثبات کامل م

  
 اگر :۳هيقض

   21 ),,(min),,(min TywxTywx tttttt  


 

  آنگاه
cttt TEffTywx 21

** ),,(   , 
cttt TEffTywx 12

** ),,(  . 
  

   شود.ياثبات م يه قبليه از دو قضيقض :اثبات
و با دلالت بر  DEA براساس اصول موضوعه يحال مدل

ا و به کمک ياساس قضاشود. بريم هيارا w௧ نقش دوگانه
 ر ي) مدل ز۲( و )۱( روابط

),,,,( t
k

t
k

t
k

t
k

t
kk yxywxDMU  

  . کنديم يابيرا ارز

,...,T  ,ttnj

,...,T  ,t,...s, ryyλ

,...,T  ,t,...d, tpθwwλ

,...,T  ,t,...m, iθxxλ

,...,T,,...,s, t    ryyλ
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t
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t
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(3)                11    
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..
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1

1

1

1

1

*
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د که يتوجه کن

t
pkw  ود دوم و پنجم يقدر سمت راست

)را بردار ياست. ز , , , , )t t t t t
k k k k kx w y x y   ود يد در قيبا

بعلاوه  کند. صدق ଶܶو  ଵܶ يمربوط به هر دو تکنولوژ
t بيضرا

j  وt
j متفاوت در  يدو دوره زمان يبرا

که  يياند. از آنجادر نظر گرفته شدهمشترک  يتکنولوژ

ن مقدار يمحور است بنابرا يشنهاد شده وروديمدل پ
کند که واحد ين دلالت ميک بر ايک به ينزد ييکارا

توجه داشته  باشد.يم يبهتر ييکارا يدارا يابيتحت ارز
، داشته باشد يش به نقش خروجيگرا w௧اگر اندازه  ديباش

ن مدل يو بنابرا شوديغالب م ଵܶد يامکان تولمجموعه 
  شود: يه مير قابلارايمربوط در فرم ز

,...,T  ,tnj

,...,T,,...,s, t    ryyλ

,...,T,,...,d, t  pθwwλ
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به عنوان  ௞௧ݓن است که اندازه ياست ا يهيآنچه که بد
 ي. به سادگکنديعمل م t يدر دوره زمان يک خروجي
مم نمودن ينيبر م علاوه ن مدليتوان گفت که ايم

ز کاهش ين ௞௧ݔ يهايبا نقش دوگانه، ورود يهايخروج
با نقش دوگانه  ييهايکه خروج ييکنند. از آنجايدا ميپ

  نده عمل يدر آ يدوره زمان يبرا يک وروديعنوان به
 يارا بر ي، مدلଶܶد ين مجموعه امکان توليبنابرا کنند،يم

گذارد. مدل يار ميدر اخت يشعاع يين کردن اندازه کارايمع
  ر است:يصورت زه شده بهيارا يخط
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),( ديآيم فوق بر يهمانطور که از مدل خط t

j
t
j wx بردار

,)1,...,(  در مرحله يورود Ttt ياست که خروج
t
jy کند.يد ميمان تولرا در همان ز  
  



  ۷۸                                                 ۱۳۹۸ مهر و آبان، بيستم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  ريدبويلا سيسه
 

 

 

  يمثال عدد –۵
د ياز مجموعه امکان تول ينشان دادن کاربرد يبرا

م يواحد تصم ۱۰که شامل  يک مثال واقعيمشترک 
نشان  ۱ ها در جدولشود. دادهيرنده است استفاده ميگ

، تعداد (xଵ)ان يها تعداد دانشجويداده شده است. ورود
است.  (xଷ) يشپژوه يو تعداد کارها (xଶ)د ياسات

و  (yଵ)ل يالتحصان فارغيدانشجو يينها يهايخروج
از  ياست. درصد (yଶ)درآمد حاصل از دانشگاه 

   يل نشدند و برايالتحصان که به موقع فارغيدانشجو
شوند يدر نظر گرفته م ينده به عنوان وروديآ يهاترم

در مقاله  که (w) هستند يمانر زيبا تاخ ييهايخروج
با نقش  ييهاين خروجي) چن۲۰۱۵ساکاتو و همکاران (

اند. ستون دوم و سوم از جدول دوگانه در نظر گرفته شده
مربوط به  tو  t يزمان يهادوره يبرا يياندازه کارا )۲(

. دهديب نشان ميرا به ترت ଶܶو  ଵܶ يهايتکنولوژ

ب با ي) به ترت۵) و (۴( يهانه مدلير بهيمقاد
*1

k  و
*2

k 
مشترک  ياند. با به کار بردن تکنولوژنشان داده شده
ܶ = ଵܶ ∩ ଶܶبا نماد  يي، اندازه کارا*  در ستون آخر

گر به کار يعبارت دنشان داده شده است. به ۲جدول 
  شود.يم يمنته ۲) به ستون آخر جدول ۳بردن مدل (

 ۵و  ۳ ينشان داده شده واحدها ۲همانطور که در جدول 
نقش  w௧که  يگامهن ۹و  ۸ يکارا هستند. واحدها

رود ي. همانطور که انتظار مستنديرا دارد کارا ن يورود
، اختلاف متفاوت يدو دوره زمان يبرا ييکارا يهااندازه

  جه ي، نت۲ف آخر در جدول يدارند. مطابق با دو رد
اول  يدوره زمان يبرا يين اندازه کارايانگيم که ميريگيم

  مشترک است. يم و تکنولوژکمتر از دوره دو

  
  يمثال عدد يها: داده۱جدول 

  

W 2y  1y xଷ xଶ xଵ DMU  
0.894 0.337 0.879 0.962 0.277 0.838 1 
0.678 0.180 0.538 0.443 0.132 1.233 2  
0.836 0.980 0.911 0.482 0.045 0.321 3  
0.869 0.491 0.570 0.467 0.111 1.483 4  
0.693 0.372 1.086 0.073 0.208 1.592 5  
0.996 0.253 0.722 0.545 0.139 0.790 6  
0.647 0.241 0.509 0.366 0.075 0.451 7  
0.756 0.097 0.619 0.229 0.074 0.480 8  
1.191 0.380 1.023 0.690 0.061 1.864 9  
0.792  0.178 0.769 0.337 0.149 1.222 10  

  
  

  يليج تحلي: نتا۲جدول 
*  

*2
k  

*1
k  DMU 

0.800 0.800  0.453 1 
0.582  0.582 0.425 2  

1  1  1 3  
0.548  0.548 0.479 4  

1  1  1 5  
0.608 0.608 0.558  6  
0.673 0.673 0.621 7  

1  0.976 1 8  
1  0.828 1 9 

0.719 0.719  0.645  10  
 انسيوار 0.11 0.06 0.05
 نيانگيم 0.576 0.759 0.762

  



 

 ۷۹                                                                                                  هاداده يل پوششيبر تحل يمبتن ي: مدلير زمانيبا تأخ يهايخروج
 

   

 ينقش ورود w௧که  يشود هنگاميده ميهمانطور که د
مشترک و دوره  يان تکنولوژيکند تفاوت ميم يرا باز

، يست. بر اساس محاسبات آمارير نيدوم چشمگ يزمان
به طور واضح نشان  اول يها در دوره زمانييانس کارايوار
 ييل کاراير چگونه در تحلين با تأخايدهد که دانشجويم

 يت در تکنولوژين کميگذارند. به علاوه اندازه اياثر م
  ). ۰۵/۰ن مقدار را دارد (يکمتر مشترک

دوگانه  يت فاکتورهاين کردن موقعييمنظور تع يبرا
ز ين )۲در شکل ( يابيده واحد تحت ارز يير کارايمقاد

 ۹و  ۸و  ۳ ي، واحدها)۲مطابق با شکل( آورده شده است.
 ي. با نگاهگر دارنديد ين واحدهاين عملکرد را بيبهتر

ن يدر اول ۷معلوم است که واحد  )،۲( تر به شکلقيدق
عنوان تواند بهين واحد ميست. اما ايکارا ن يدوره زمان

مشترک  يدوم و تکنولوژ يدوره زمان يواحد کارا برا
ن دوره يب موجود يهاتفاوت يبررس يلذا برا عمل کند.

 يت يمشترک تست آمار يدوم و تکنولوژ ينزما
 يين تست تفاوت اندازه کارايا ودنت انجام شده است.ياست

  درصد رد  ۱ يرا با سطح معنادار )۳( و )۵دو مدل (
طور توانند بهيها مدهد که تفاوتين نشان ميا کند.يم

علاوه ده گرفته شوند. بهيا ناديپخش شده و  يتصادف
پروسه فارغ  د بتوانديواحد با دهد که هريج نشان مينتا

  ج نشان يگر نتايعبارت دنه کند. بهيرا به يليالتحص
ان با ياز دانشجو يليالتحصر در فارغيدهد که هر تاخيم

در نظر  يبعد به عنوان ورود يهاترم يکه برار (يتاخ
در عملکرد واحدها  يچ بهبوديشوند) باعث هيگرفته م

  .شودينم
  

  گيرينتيجه
د يتول يهاي، خروجيواقع يايل دنياز مسا ياريدر بس

ن يگردند. هر چند ايد ميمختلف تول يشده در مقاطع زمان
 يو خروج يتوانند هم زمان در نقش وروديمحصولات م

 ين محصولات را فاکتورهايق شوند. ايستم تزريبه س
 ير زمانيبا تاخ ييهاين مقاله، خروجينامند. در ايدوگانه م

دوگانه در چهارچوب  يدگاه فاکتورهايد را با استفاده از
ن يم. به ايقرار داد يها مورد بررسداده يل پوششيتحل

استفاده کرده و مدل  مشترک يمنظور، از مفهوم تکنولوژ
شنهاد داده شد. يها پين خروجيمواجهه با ا يبرا يخط

را در  يشنهاديذکر شده در مقاله قوت مدل پ يمثال عدد
  سازد.يبرجسته م ير زمانيتاخ يادار يهايرفتار با خروج

  
  يتشکر و قدردان

انجام گرفته در  يمقاله فوق مستخرج از طرح پژوهش
سندگان مقاله يواحد آبادان است. نو يدانشگاه آزاد اسلام

دانشگاه آزاد  يمعاونت پژوهش يمال يهاتياز حما
  را دارند. يت تشکر و قدردانيواحد آبادان نها ياسلام

  
  

 يارج آمي. نتا۲شکل 
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