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  مقدمه - ۱
پذير براي يک جبر باناخ دوگان  ميانگين –مفهوم کن 

 ܣمعرفي گرديد که جبر باناخ دوگان  ]۶,۵[توسط روند در
–پذير است اگر براي هر  ميانگين –کن  مدول نرمال  ܣ

:ܦپيوسته  ∗ܹ−هر مشتق  ܺدوگان مانند  ܣ → ܺ 
 ܩفشرده  ثابت کرد که گروه موضعاً ]۵[دروني باشد و در 

 پذير است اگر و فقط اگر جبر باناخ دوگان ميانگين
  پذير باشد. ميانگين –کن  (ܩ)ܯ
در  ܣنشان داد که جبر باناخ آرنز منظم  ]۶,۵[روند در 
 ∗∗ܣپذير است اگر و فقط اگر ايده آل باشد ميانگين ∗∗ܣ
  پذير باشد. ميانگين –کن 

 (X)ܥܹߪبا بيان تعريف  ]۷,۶[همچنين روند 
ݔ(مجموعه تمام  ∈  باشد، دو مدول مي ܣ–يک  ܺکه ܺ

ܹهاي نگاشت −ܹ∗, ܣ → ܺ	, ܽ → ቄܽ. .ݔݔ ܽ 
 –کن  ܣپيوسته باشد.) ثابت کرد که جبر باناخ دوگان 

–پذير است اگر براي هر  ميانگين هر  ܺمانند  مدول ܣ
:ܦپيوسته  ∗ܹ−مشتق  ܣ → ൫ܥܹߪ(ܺ)൯

دروني  ∗
به اين  ]۷,۶[قطر حقيقي در  ܥܹߪ−باشد. او با معرفي

ܯ،	ܥܹߪ−، ܣمعني که براي جبر باناخ دوگان  ∈

൫ܥܹߪ൫ܣ⨂෡ܣ൯
∗൯
∗

  قطر حقيقي است هرگاه 
ܯ.ܽ = .ܯ ܽ,	  
	ܽ. ܯఙௐ஼߂ = ܽ					(ܽ ∈   (ܣ

  
ఙௐ஼߂که درآن  : ൫ܥܹߪ൫ܣ⨂෡ܣ൯

∗൯
∗
→ يک  ܣ

  همومورفيسم است.
پذيري مدولي با  ن مقاله با بيان مفهوم ميانگيندر اي

و با معرفي آرنز منظم  ]۲[ساختار متفاوت با تعريف 
پذير  ميانگين -مدولي، جبر باناخ دوگان مدولي و کن

پذير  ميانگين ܣدهيم  مدولي، تحت شرايطي نشان مي
∗∗஺مدولي است اگر و فقط اگر 

௃ಲ
఼఼ ≃ ௃ಲ఼ܬ

 –کن ୄ
  پذير مدولي باشد. ميانگين

بر دهيم که ج نشان مي (ܺ)௎ܥܹߪو با بيان مفهوم 
پذير مدولي هرگاه  ميانگين –کن  ܣ باناخ دوگان مدولي

:ܦپيوسته مشتق مدولي  ∗ܹ−هر  ܣ →
൫ܥܹߪ௎(ܺ)൯

  دروني باشد. ∗

قطر حقيقي مدولي  ܥܹߪ−و همچنين با بيان تعريف 
دهيم که جبر باناخ دوگان مدولي  تحت شرايطي نشان مي

اگر و فقط قطر حقيقي مدولي است  ܥܹߪ−داراي  ܣ
  پذير مدولي باشد.ميانگين –،کن ܣاگر 

  
 ميانگين –پذيري مدولي و کن  ميانگين - ۲

  پذيري مدولي 
مدول  ܷ–يک  ܣدو جبر باناخ و  ܷو  ܣفرض کنيم 
  باناخ باشد که

.ߙ) ܽ)ܾ = .ߙ (ܾܽ)	,	  
(ܾܽ). 	ߙ = ܽ(ܾ. ,ܽ)				(ߙ ܾ ∈ ,ܣ ߙ ∈ ܷ)  

  
–يک  ܺهمچنين فرض کنيم  ل باناخ و يک مدو ܣ

ܽمدول باناخ باشد بطوريکه براي هر  ܷ– ∈ ، ܣ
ݔ ∈ ߙو  ܺ ∈ ܷ  

.ߙ (ܽ. (ݔ = .ߙ) ܽ).   ݔ
(ܽ. .(ݔ ߙ = ܽ. .ݔ)   (ߙ
.ݔ (ܽ. (ߙ = .ݔ) ܽ).   ߙ
(ܽ. .(ݔ ܽ = .ߙ .ݔ) ܽ)  

  
ܷ–را يک  ܺدر اينصورت  − مدول باناخ گوييم.  ܣ

ߙهمچنين اگر براي هر  ∈ ݔو  ܷ ∈ ܺ  
.ߙ ݔ = .ݔ   ߙ

  
ܷ–را يک  ܺنگاه آ −   مدول باناخ جابجايي گوييم. ܣ

ܷ–يک  ܺاگر  − مدول باناخ (جابجايي) باشد آنگاه  ܣ
  نيز چنين خواهد بود. ∗ܺ

مدول که  U−A–فضاهاي باناخ  Yو  ܺفرض کنيم 
ܽبراي هر  ∈ ݔ، ܣ ∈ ߙو  ܺ ∈ :߮تابع  ܷ ܺ → ܻ 

  در شرايط زير صدق کند
.ߙ)߮ (ݔ = .ߙ   (ݔ)߮
.ݔ)߮ (ߙ = .(ݔ)߮   ߙ
߮(ܽ. (ݔ = ܽ.   (ݔ)߮
.ݔ)߮	 ܽ) = .(ݔ)߮ ܽ  

  
مدولي ناميم. فرض کنيم  را دو همريختي  ߮در اينصورت 

ܷ–يک باناخ  ܺ − مدول باناخ جابجايي، در  ܣ
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ܷ–نيز با ضرب هاي زير  ෡ܺ⨂ܣاينصورت  − مدول  ܣ
  خواهد شد:

ܽ. (ݔ⨂ܾ) =   ,ݔ⨂(ܾܽ)
.(ݔ⨂ܾ) ܽ = .ݔ)⨂ܾ ܽ)  
.ߙ (ݔ⨂ܾ) = .ߙ)   ,	ݔ⨂(ܾ
.(ݔ⨂ܾ) ߙ = .ݔ)⨂ܾ   (ߙ

  
,ܽبراي هر  ܾ ∈ ݔ،ܣ ∈ ߙو  ܺ ∈ ܷ.  

ܽحال براي  ∈ ݔو ܣ ∈ ௑ߨ، تابع ܺ : ෡ܺ⨂ܣ → را  ܺ
  کنيم به صورت زير تعريف مي

(ݔ⨂ܽ)௑ߨ = ܽ.   ݔ
  

ܷ–يک  ௑ߨواضح است که  − مدولي  دو همريختي  ܣ
  است.

ܷ–يک  ௑ܫض کنيم فر − مدول بسته از ضرب  زير ܣ
که توسط مجموعه  ෡ܺ⨂ܣتنسوري پروژکتيو 

{(ܽ. ݔ⨂(ߙ − .ߙ)⨂ܽ ܽ		:(ݔ ∈ ,ܣ ߙ ∈ ܷ, ݔ ∈ ܺ} 
که  ܺرا زيرمدول بسته  ௑ܬتوليد شده است. همچنين 

گيريم. در  توليد شده است در نظر مي (௑ܫ)௑ߨتوسط 
  اينصورت

௑ܬ = 〈(௑ܫ)௑ߨ〉
തതതതതതതതതതത  

=〈ቄ(ܽ. .(ߙ ݔ − ܽ. .ߙ) :(ݔ
ܽ ∈ .ܣ ߙ ∈ ܷ. ݔ ∈ ܺ

ቅ〉
തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത

  
  

ܺ	در حالت خاص، اگر  .۱-۱نکته  =  ஺ܬآنگاه  ܣ
.ܽ)} آل بسته توليد شده توسط ايده ܾ(ߙ −

.ߙ)ܽ ܾ): ܽ, ܾ ∈ .ܣ ߙ ∈ باشد.  مي ܣاز  {	ܷ
஺همچنين جبر باناخ خارج قسمتي 

௃ಲ
 با اعمال زير يک 

–ܷ −  مدول است. ܣ
ܣ × ஺

௃ಲ
→ ஺

௃ಲ
  

(ܽ, ܾ + (஺ܬ → ܽ. (ܾ + (஺ܬ = ܾܽ +   ஺ܬ
஺
௃ಲ
× ܣ → ஺

௃ಲ
  

(ܾ + ,	஺ܬ ܽ) → (ܾ + .(஺ܬ ܽ = 0  
ܷ × ஺

௃ಲ
→ ஺

௃ಲ
  

,ߙ) ܽ + (஺ܬ → .ߙ (ܽ + (஺ܬ = .ߙ ܽ +   ஺ܬ
஺
௃ಲ
× ܷ → ஺

௃ಲ
  

(ܽ + ,	஺ܬ (ߙ → (ܽ + .(஺ܬ ߙ = ܽ. ߙ +   ஺ܬ
(ܽ, ܾ ∈ ,			ܣ ߙ ∈ ܷ)  

  
஺در ادامه 

௃ಲ
ܷ−با اعمال زير يک جبر باناخ   − ஺

௃ಲ
 

 مدول است.
஺
௃ಲ
× ஺

௃ಲ
→ ஺

௃ಲ
																																															

(ܽ + ,	஺ܬ ܾ + (஺ܬ → (ܽ + .(஺ܬ (ܾ + (஺ܬ
= ܾܽ + ஺ܬ

(ܾ + ஺ܬ 	, ܽ + (஺ܬ → (ܾ + .(஺ܬ (ܽ + (஺ܬ
= 0													

  

(ܽ, ܾ ∈   (ܣ
  

 ܺ	دو جبر باناخ و  ܷو  ܣفرض کنيم  .۱-۲تعريف 
ܷ–يک  − مدول باناخ باشد. يک تبديل خطي  ܣ

:ܦکراندار  ܣ → ي ناميم هرگاه در دو را مشتق مدول ܺ
  شرط زير صدق کند:

(ܾܽ)ܦ = .(ܽ)ܦ ܾ + ܽ.   (ܾ)ܦ
.ߙ)ܦ ܽ) = .ߙ ,(ܽ)ܦ .ܽ)ܦ (ߙ = .(ܽ)ܦ 	 ߙ

  
,ܽبراي هر  ܾ ∈ ߙو  ܣ ∈ ܷ .  

  
ܷ–يک  ∗ܺفرض کنيم  .۱-۳لم  − دول باناخ م ܣ

:ܦجابجايي و  ܣ → يک مشتق مدولي باشد، در  ∗ܺ
(ܣ)ܦاين صورت  ⊆   .௑ୄܬ

  
,ܽبراي هر  برهان. ܾ ∈ ,ܣ ߙ ∈ ݔو  ܷ ∈ ، داريم ܺ

(ܽ. .(ߙ ݔ − ܽ. .ߙ) (ݔ ∈   . بنابراين ௑ܬ
,(ܾ)ܦ〉 (ܽ. .(ߙ ݔ − ܽ. .ߙ) 〈(ݔ =  
.(ܾ)ܦ〉 (ܽ. (ߙ − .(ܾ)ܦ) ܽ). ,ߙ 〈ݔ = 0  

  
برابر  ௑ܬروي يک عضو دلخواه از عناصر پايه  (ܾ)ܦلذا 

در  نگاشت خطي و کراندار است، ܦصفر است و چون 
 اينصورت حکم ثابت است. 

دامنه آن در  با توجه به لم قبل، هر مشتق مدولي که هم
زيرمدولي از  ௑ୄܬاست. از طرفي  ௑ୄܬباشد برد آن برابر  ∗ܺ
که دوگان اول و  ∗∗ܺو  ∗ܺتوانيم  است. بنابراين مي ∗ܺ

دوم را  باشند، دوگان مدولي اول و مي ܺدوم فضاي باناخ 
  به صورت زير تعريف کنيم.

  
ܷ–. ۱-۴تعريف  − ௃೉఼ܬو  ∗ܺاز  ௑ୄܬمدول بسته  ܣ

ୄ   
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  ناميم. ܺرا به ترتيب دوگان مدولي اول و دوم از  ∗∗ܺاز 
–يک  ܺدر حالتي که  مدول جابجايي باشد آنگاه  ܣ
௑ୄܬ = ௃೉఼ܬو  ∗ܺ

ୄ = ܺ∗∗ .  
  

ቀ دانيم مي .۱-۵ه نکت ஺
௃ಲ
ቁ
∗
≃ ஺ୄܬ ቀ۱۰. ۲قضيه، [٣]ቁ.  

〉بنابراين  ሚ݂, ܽ + 〈஺ܬ = 〈݂, ܽ〉(ܽ ∈ بطوريکه  (ܣ
݂ ∈ ሚ݂عضو متناظر به  ஺ୄܬ ∈ ቀ ஺

௃ಲ
ቁ
∗

باشد. از  مي 

ቂ٤ቃ ،ቀ طرفي بنا به ஺
௃ಲ
ቁ
∗∗
≃ ஺∗∗

௃ಲ
఼఼.  بنابراين

,෨ܨ〉 ሚ݂〉 = ,ܨ〉 ݂〉൫ ሚ݂ ≃ ݂ ∈ بطوريکه  ஺ୄ൯ܬ
ܨ + ஺ୄୄܬ ∈

஺∗∗

௃ಲ
఼఼  ܨعضو متناظر به෨ ∈ ቀ ஺

௃ಲ
ቁ
∗∗

 

ቀباشد. لازم به ذکر است که  مي ஺
௃ಲ
ቁ
∗

–يک   مدول ܣ

ቀروي ܣاست به طوريکه عمل  ஺
௃ಲ
ቁ
∗

صورت زير به  
  شود: تعريف مي

〈 ሚ݂. ܽ, ܾ + 〈஺ܬ = 〈 ሚ݂, ܾܽ +   〈஺ܬ
〈ܽ. ሚ݂, ܾ + 〈஺ܬ = 〈 ሚ݂, ܾܽ +   〈஺ܬ

  
,ܽبراي هر  ܾ ∈ ሚ݂و  ܣ ∈ ቀ ஺

௃ಲ
ቁ
∗

. در حقيقت دوگان 
௃ಲ఼ܬيعني  ܣدوم مدولي 

و هم با  ∗∗ܣآل بسته  ، هم ايدهୄ
∗∗஺ل بسته آ تقريب يکريختي، ايده

௃ಲ
఼఼ باشد. مي  

 ܣپذيري مدولي براي جبر باناخ  ميانگين ቂ٢ቃاميني در 
صورت تعريف کرد که  باشد) را بدين نيز مي مدولܷ–(که 
را ميانگين پذير مدولي ناميم هرگاه براي هر  ܣ

–ܷ − و هر مشتق مدولي  ܺمدول باناخ جابجايي  ܣ
:ܦ ܣ → ݕ، عنصري مانند ∗ܺ ∈ موجود باشد به  ∗ܺ

ܽطوريکه براي هر  ∈   ،ܣ
(ܽ)ܦ = ܽ. ݕ − .ݕ ܽ  

  
)، چون برد هر مشتق مدولي ۱-۳حال با توجه به لم (

:ܦ ܣ → پذيري مدولي را  است، لذا ميانگين ஺ୄܬدر  ∗ܺ
  صورت زير تعريف کرد.توان به مي

  
پذير مدولي  را ميانگين ܣيک جبر باناخ  .۱-۶تعريف 

ܷ–مدول) گوييم هرگاه براي هر  ܷ–عنوان(به  −  ܣ

مدول جابجايي باشد، هر  ܷ−به عنوان ௑ୄܬکه  ܺمدول 
:ܦمشتق مدولي  ܣ →   که  ௑ୄܬ

ܾ. .ߙ) (ݕ = (ܾ. .(ߙ   ݕ
(ܾ ∈ ,ܣ ߙ ∈ ܷ, ݕ ∈   ،(௑ୄܬ

  
ݕعنصر  ∈ ܽموجود باشد، بطوريکه براي هر  ௑ୄܬ ∈   ،ܣ

(ܽ)ܦ = ܽ. ݕ − .ݕ ܽ.  
 

به  ܺپذيري مدولي را با شرايط جابجايي  ميانگين ቂ٢ቃدر 
ݕمدول و اينکه  ܷ–عنوان  ∈ وجود دارد تعريف  ∗ܺ

 ܷ–را به عنوان  ௑ୄܬ)، ما ۱-۶شده است. اما در تعريف (
ݕ	ايم و  مدول جابجايي در نظر گرفته ∈ وجود دارد  ௑ୄܬ

د نگاه ما به که مشتق دروني شود. بنابراين در تعريف جدي
مدولي در  ܷ–باشد و ساختار مي ∗ܺکه زيرمدولي از  ௑ୄܬ

  آن نمايان شده، معطوف گرديده است.
  

 ܷ–جبرهاي باناخ و  ܤو  ܣفرض کنيم  .۱- ۷گزاره 
هاي سازگار باشند و  هاي باناخ با ضرب مدول

߮: ܣ → يک همريختي جبري کراندار و يک  ܤ
چگال است. در  ܤدر  ߮݉݅ همريختي مدولي بطوريکه

پذيري مدولي  ، ميانگينܣپذيري مدولي  اينصورت ميانگين
  دهد. را نتيجه مي ܤ
  

ܷ–يک  ܺاگر  برهان. − مدول باناخ جابجايي  ܤ
توان به يک  را مي ܺ، ߮باشد آنگاه با استفاده از خواص 

–ܷ − مدول باناخ جابجايي تبديل کرد. همچنين  ܣ
:ܦولي براي هر مشتق مد ܤ → ، تابع ௑ୄܬ

:߮݋ܦ ܣ →  ܣيک مشتق مدولي است و چون  ௑ୄܬ
دروني است. با توجه  ߮݋ܦپذير مدولي است لذا  ميانگين

، نتيجه ܦو پيوستگي  ܤدر  ߮݃݉݅به چگال بودن 
  نيز دروني است. ܦشود که  مي
  

مدول  ܷ–يک جبر باناخ  ܣفرض کنيم  .۱- ۸نتيجه 
پذير مدولي  ميانگين ܣ	باشد،  ܣآل بسته در يک ايده ܫو 

஺باشد آنگاه 
ூ

  پذير مدولي است.ميانگين 
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مدول  ܷ–يک جبر باناخ  ܣفرض کنيم  .۱- ۹نتيجه 
஺پذير مدولي باشد آنگاه  ميانگين ܣ෡⨂ܣو 

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
 

  پذير مدولي است. ميانگين
  

مدول  ܷ–يک جبر باناخ  ܣفرض کنيم  .۱-۱۰قضيه 
و  ܫباشد. اگر  ܣزيرمدول از  ܷ–يک ايده آل بسته  ܫو 
஺
ூ

پذير مدولي  ميانگين ܣپذير مدولي باشد آنگاه  ميانگين 
  است.

  
ܷ–يک فضاي باناخ  ܺفرض کنيم  برهان. −  ܣ
:ܦمدول و  ܣ → يک مشتق مدولي کراندار باشد  ௑ୄܬ

۱݂دولي است در نتيجه پذير م ميانگين ܫچون  ∈ ௑ܬ
ୄ 

  موجود است بطوريکه:
಺|ܦ = ௙۱ܦ

 . 

  
෩ܦحال نگاشت  = ܦ ௙۱ܦ−

گيريم،  را در نظر مي 
  مجموعه بسته توليد شده توسط ܻفرض کنيم 

ݔ)ܽ} + (௑ܬ + ݕ) + .(௑ܬ ܾ|		ܽ, ܾ ∈ ,ܫ ,ݔ ݕ ∈
ܺ}  

  و
ܨ = ቄ߰ ∈ ቀ ௑

௃೉
ቁ
∗
≃ ௑ୄቚܬ ܽ. ߰ = ߰. ܽ =

0	, ܽ ∈   ቅܫ
 

  توان بررسي کرد که و به آساني مي
௒ୄܬ = ܨ ⊆ ቀ ௑

௃೉
ቁ
∗
≃   ௑ୄܬ

  
:۱ܦ

஺
ூ
→ ܾ)۱ܦرا به صورت  ௑ୄܬ + (ܫ =  (ܾ)෩ܦ

تعريف و مشتق مدولي است و  خوش ۱ܦکنيم تعريف مي
  با توجه به اينکه

ܽ. (ܾ)෩ܦ = (ܾܽ)෩ܦ − .(ܽ)෩ܦ ܾ	 = 0  
(ܽ ∈ ,	ܫ ܾ ∈   (ܣ

  
.(ܾ)෩ܦو به صورت مشابه  ܽ = 0 .  

(ܾ)෩ܦدر نتيجه  ∈ ܨ = ஺و چون  ௒ୄܬ
ூ

پذير  ميانگين 
۲݂مدولي است پس  ∈ ௒ܬ

وجود دارد بطوريکه  ୄ
۱ܦ = ௙۲ܦ
  . بنابراين 

ܦ = ௙۱ܦ
+ ௙۲ܦ

= ௙۱ା௙۲ܦ
   

  
  پذير مدولي است. ميانگين ܣدر نتيجه 

  
 ܷ–دو جبر باناخ  ܤو  ܣفرض کنيم  .۱-۱۱قضيه 

پذير مدولي است اگر و فقط  ميانگين ܤ⨁ܣمدول باشند، 
  پذير مدولي باشند. ميانگين ܤو  ܣاگر 

  
پذير مدولي باشند  ميانگين ܤو  ܣفرض کنيم  برهان.

	஺⨁஻باشد و  مي ܤ⨁ܣايده آل بسته از  ܣچون 
஺

≃  ܤ
) ۱-۱۰پذير مدولي است. در نتيجه در قضيه ( ميانگين
  پذير مدولي است. ميانگين ܤ⨁ܣ

  
پذير مدولي است  ميانگين ܤ⨁ܣطبق فرض  برعکس:

	஺⨁஻و چون 
஻

≃ 	஺⨁஻و  ܣ
஺

≃ ) ۱-۸طبق نتيجه ( ܤ
 باشند.  ميانگين پذير مدولي مي ܤو  ܣ
  

پذير باشد آنگاه  ميانگين ܣجبر باناخ اگر  .۱-۱۲قضيه 
  پذير مدولي است.ميانگين ܣ
  

ܷ–براي هر  برهان. − به  ௑ୄܬ که ∗ܺمدول باناخ  ܣ
௑ୄܬمدول جابجايي باشد، چون ܷ–عنوان ≃ ቀ ௑

௃೉
ቁ
∗

 
  بنابراين حکم ثابت است.

  
ܣيک جبر باناخ . ۱- ۱۳تعريف  ቀمدول −ܷቁ  را آرنز
,	݉ناميم هرگاه به ازاي هر  دولي ميمنظم م ݊ ∈

∗(஺ୄܬ) ≃ ௃ಲ఼ܬ
ୄ ،݉□݊ = ݉ ◊ ݊ .  

஺آرنزمنظم مدولي است اگر و فقط اگر  ܣدر اينصورت 
௃ಲ
 

  آرنز منظم باشد.
  

را جبر باناخ دوگان مدولي  ܣ. ۱- ۱۴تعريف 
−ܷ − اي  ناميم اگر زيرمدول بستهمدول مي ܣ
−ܷ − موجود باشد بطوريکه  ஺ୄܬاز  ∗ܣمدول مانند  ܣ
∗஺ܬ
ୄ =   گوييم) ܣ دوگان مدولي را پيش ∗ܣ. ( ܣ
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مدولቀجبر باناخ  ܣاگر  .۱- ۱۵مثال  −ܷቁ  آرنز
∗∗஺منظم مدولي باشد در اين صورت 

௃ಲ
఼఼  يک جبر باناخ

ܷ−دوگان مدولي  −  ஺ୄܬدوگان  مدول با پيش ܣ
آرنز منظم مدولي باشد در نتيجه  ܣباشد. چون  مي

ቀ ஺
௃ಲ
ቁ
∗
≃ ܷ−اي از  زيرمدول بسته ஺ୄܬ − ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ مدول

൬஺از 
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗
௃ಲ఼ܬاست، بطوريکه:  

ୄ ≃ ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ .  

  
௃ܬ. ۱-۱۶لم 

಻ಲ
఼
఼ = {0} .  

  
	݉ه ازاي هر ب برهان. ∈ ௃ಲ఼ܬ

ߙ، ୄ ∈ ܽ	وܷ ∈  ܣ
  داريم

〈(ܽ. ݉.(ߙ − ܽ. ,(݉.ߙ) ݂	〉  
= 〈݉		, ݂. (ܽ. (ߙ − (݂. ܽ).   〈ߙ
= ݈݅݉௜〈ܾప෡ 	, ݂. (ܽ. (ߙ − (݂. ܽ).   〈ߙ
= ݈݅݉௜〈݂. (ܽ. (ߙ − (݂. ܽ). ,		ߙ ܾ௜〉  
= ݈݅݉௜〈݂	, (ܽ. ௜ܾ(ߙ − ܽ. .ߙ) ܾ௜)〉 = 0			  
(݂ ∈ 	 (஺ୄܬ

 
.ܽ)در نتيجه  ݉.(ߙ − ܽ. (݉.ߙ) = و چون  0

(ܽ. ݉.(ߙ − ܽ. ௃ܬي  عناصر پايه (݉.ߙ)
಻ಲ
఼
఼ باشد  مي

௃ܬبنابراين 
಻ಲ
఼
఼ = {0}  .  

  
يک جبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۱-۱۷تعريف 

ܷ−دولي يک جبر باناخ دوگان م ܣ − مدول باشد  ܣ
ܷ−، ܺفضاي باناخ دوگان  − مدول را نرمال  ܣ

  گوييم هرگاه مي
ܣ → ܺ	, ܽ → ቄܽ. .ݔݔ ܽ(ܽ ∈ ,	ܣ ݔ ∈ ܺ)  

  
−ܹ∗   پيوسته باشد. ∗ܹ−

ܷ → ܺ		,			ܽ → ቄߙ. .ݔݔ ߙ)ܽ ∈ ܷ		, ݔ ∈ ܺ)  
  

−ܹ∗   پيوسته باشد. ∗ܹ−
  

ر باناخ دوگان و يک جب ܷفرض کنيم  .۱-۱۸تعريف 
ܷ−يک جبر باناخ دوگان مدولي  ܣ − مدول باشد  ܣ

ناميم هرگاه به ازاي  پذير مدولي مي   ميانگين -را کن ܣ
ܷ−هر فضاي باناخ دوگان  − مدول نرمال جابجايي  ܣ

∗ܹ−هر  ܺ پيوسته مشتق مدولي  ∗ܹ−
:ܦ ܣ → ௑

௃೉
  دروني باشد. 

  
يک جبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۱-۱۹قضيه 

ܷ−يک جبر باناخ دوگان مدولي  ܣ − مدول و  ܣ
  نگاشت  

ܷ → ,ܣ ߙ → ቄܽ. .ߙߙ ܽ ߙ) ∈ ܷ, ܽ ∈   	(ܣ
  

−ܹ∗ ஺پيوسته باشد و ( ∗ܹ−
௃ಲ
	، مدول  ܷ−

஺پذير مدولي باشد آنگاه   ميانگين -کن ܣجابجايي) اگر 
௃ಲ
 

  عضو خنثي دارد.
  

ܷ−باناخ يک فضاي  ܺض کنيم فر برهان. −  ܣ
௑مدول جابجايي باشد در اين صورت 

௃೉
  ،−ܷ −  ܣ

گيريم  در نظر مي ܣمدول جابجايي است. فضاي زمينه را 
஺با اعمال زير 

௃ಲ
 ،−ܷ −   مدول نرمال است ܣ

ܣ → ஺
௃ಲ

  

ܽ → ൜ܽ.
(ܾ + (஺ܬ = ܾܽ + ஺ܬ
(ܾ + .(஺ܬ ܽ = 0 , (ܽ, ܾ ∈   (ܣ

ܷ → ஺
௃ಲ

  

ߙ → ൜ߙ.
(ܽ + (஺ܬ = .ߙ ܽ + ஺ܬ

(ܽ + .(஺ܬ ߙ = ܽ. ߙ + ஺ܬ
	,  

ߙ) ∈ ܷ, ܽ, ܾ ∈   (ܣ
 

−ܹ∗  باشد. پيوسته مي ∗ܹ−
:ܦحال  ܣ → ஺

௃ಲ
(ܽ)ܦ،  = ܽ + را در نظر  ஺ܬ

مشتق مدولي است و  ܦتعريف و  خوش ܦگيريم،  مي
دروني  ܦپذير مدولي است پس     ميانگين -کن ܣچون 

ܽاست، يعني براي هر  ∈ ܾ، ܣ + ஺در  ஺ܬ
௃ಲ

موجود  
  است بطوريکه: 

(ܽ)ܦ = ܽ. (ܾ + (஺ܬ − (ܾ + .(஺ܬ ܽ =
ܽ. (ܾ + 	 (஺ܬ
⟹ ܽ + ஺ܬ = ܽ. (ܾ + (஺ܬ = ܾܽ + ஺ܬ =
(ܽ + ܾ)(஺ܬ +   (஺ܬ
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஺پس 
௃ಲ

஺ي راست دارد. به همين صورت همان 
௃ಲ

هماني  
  چپ دارد. 

  
جبر  ܣجبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۱-۲۰قضيه 
جبر باناخ دوگان مدولي  ܤمدول و  ܷ−باناخ 

−ܷ − :߮مدول و  ܤ ܣ → مدول  ܷ−يک  ܤ
∗ܹهمومورفيسم پيوسته باشد و  തതതതതതത(ܣ)߮− =   ܤ

 –کن  ܤنگاه پذير مدولي باشد آ ميانگين ܣ) ۱
  پذير مدولي است. ميانگين

ܷ−يک جبر باناخ دوگان مدولي  ܣ) ۲ − مدول و  ܣ
∗ܹ−پذير مدولي باشد و  ميانگين –کن  پيوسته باشد  ،߮

  پذير مدولي است. ميانگين –کن  ܤآنگاه 
  

يک فضاي باناخ دوگان  ܺ) فرض کنيم ۱ برهان.
−ܷ − ௑مدول نرمال و  ܤ

௃೉
دول جابجايي م ܷ−، 

يک فضاي باناخ  ܺباشد، در اين صورت طبق اعمال زير 
−ܷ −   مدول است  ܣ

ܣ × ܺ → ܺ					(ܽ, (ݔ → ܽ. ݔ = ߮(ܽ).   ݔ
, ܺ × ܣ → .ݔ)				ܺ ܽ) → .ݔ ܽ = .ݔ ߮(ܽ)  
(ܽ ∈ ,	ܣ ݔ ∈ ܺ)  

  
௑و نيز 

௃೉
ܷ−يک فضاي باناخ   − مدول است. فرض  ܣ

∗ܹ−کنيم  :ܦ،	∗ܹ− ܤ → ௑
௃೉

پيوسته مشتق  
يک فضاي باناخ دوگان  ܺمدولي باشد، با توجه به اينکه 

−ܷ − ௑مدول در اين صورت  ܤ
௃೉

نيز يک فضاي باناخ  
ܷ−دوگان  − باشد يعني زير مدول  مدول مي ܤ

௑ୄܬاز ܻاي مانند  بسته ≃ ቀ ௑
௃೉
ቁ
∗

موجود است بطوريکه  
ܻ∗ ≃ ௑

௃೉
  ر اين صورتد 

:ܦ ܤ → ௒ୄܬ ⊆ ܻ∗ ≃ ௑
௃೉

   
 

−ܹ∗   پيوسته مشتق مدولي است. ∗ܹ−
:߮݋ܦبنابراين  ܣ → ܻܬ

 ܣمشتق مدولي است و چون  ⊥
دروني است.  ߮݋ܦميانگين پذير مدولي است در نتيجه 

ܽ	يعني به ازاي هر ∈ ݂، ܣ ∈ موجود است  ௒ୄܬ
  بطوريکه:

(ܽ)߮݋ܦ = ܽ. ݂ − ݂. ܽ   

∗ܹبا توجه به اينکه  − തതതതതതത(ܣ)߮ = پس براي هر  ܤ
ܾ ∈ موجود است  ܣدر  ఈ(ఈܽ) اي مانند دنباله ܤ
  بطوريکه

ܹ∗ − ݈݅݉ఈ ߮(ܽఈ) = ܾ  
(ܾ)ܦ = ∗ܹ)ܦ − ݈݅݉ఈ ߮(ܽఈ))  
= ܹ∗ − ݈݅݉

ఈ
൫߮݋ܦ(ܽఈ)൯  

= ܹ∗ − ݈݅݉ఈ(ܽఈ . ݂ − ݂. ܽఈ)  
= ܹ∗ 	− ݈݅݉ఈ൫߮(ܽఈ). ݂ − ݂. ߮(ܽఈ)൯  
= ܾ. ݂ − ݂. ܾ  

  
  پس دروني است. 

ܷ−يک فضاي باناخ  ܺ) ۲ − مدول دوگان نرمال  ܤ
ܷ−يک فضاي باناخ  ܺ) ۱باشد طبق ( − مدول و به  ܣ

௑تبع آن 
௃೉

ܷ−نيز يک فضاي باناخ   − مدول  ܣ
 ܣ−يک  ܺباشد. حال کافي است نشان دهيم که  مي

  گيريم.  مدول نرمال است، نگاشت زير را در نظر مي

ܣ → ܺ		, ܽ → ൜ܽ. ݔ = ߮(ܽ). ݔ
.ݔ ܽ = .ݔ ߮(ܽ) 	

(ܽ ∈ ,	ܣ ݔ ∈ ܺ)  
  

 تعريف است. فرض کنيم نگاشت فوق خوش
ܹ∗ − ݈݅݉௡ ܽ௡ = ܽ   

  
∗ܹ−طبق فرض،    ته است، پسپيوس ،߮

ܹ∗ − ݈݅݉௡ ߮(ܽ௡) = ߮(ܽ)  
  

  مدول نرمال است در اين صورت  ܤ−يک  ܺو چون 
ܹ∗ − ݈݅݉௡ ߮(ܽ௡). ݔ = ߮(ܽ).   ݔ

  
௡݈݉݅،پس  ܽ௡. ݔ = ܽ. مدول  ܣ−يک  ܺيعني ݔ

  باشد. ) مي۱نرمال است و بقيه برهان، همانند (
  

نيمك.۱- ۲۱گزاره  يک جبر باناخ دوگان و  ܷ 	فرض	
ܷ−جبر باناخ دوگان مدولي  ܣ −  ܣمدول باشد، اگر  ܣ

پذير ميانگين -کن ܣميانگين پذير مدولي باشد آنگاه 
  مدولي است.

  
يک فضاي باناخ دوگان  ܺفرض کنيم  برهان.

−ܷ − مدول جابجايي)، در اين  ܷ−مدول نرمال ( ܣ
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௑ صورت
௃೉

ܷ−اناخ دوگان يک فضاي ب  − مدول  ܣ
  نرمال است.

:ܦفرض کنيم  ܣ → ௑
௃೉

∗ܹ−يک   پيوسته  ∗ܹ−
௑مشتق مدولي باشد، با توجه به اينکه 

௃೉
يک فضاي باناخ  

ܷ−دوگان  − اي  مدول است پس زيرمدول بسته ܣ
∗ܻموجود است بطوريکه  ௑ୄܬاز  ܻمانند  ≃ ௑

௃೉
در اين  

:ܦصورت  ܣ → ௒ୄܬ مشتق مدولي است و چون  ∗ܻ	⊇
  دروني است. ܦپذير مدولي است پس  ميانگين ܣ
  

يک جبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۱-۲۲قضيه 
ܷ−يک جبر باناخ  ܣ − مدول، آرنز منظم مدولي  ܣ

ߙباشد و به ازاي هر  ∈ ܽو  ܷ ∈   هاينگاشت ܣ
ܷ → ߙ			,ܣ → ቄܽ. .ߙߙ ܽ  
 

஺پيوسته باشند و  ∗ܹ−
௃ಲ

∗∗஺آلي در  ايده 

௃ಲ
఼఼  ،ܣباشد 

∗∗஺پذير مدولي است اگر و فقط اگر  ميانگين

௃ಲ
఼఼  کن– 

  پذير مدولي باشد. ميانگين
  

ميانگين پذير مدولي باشد در نظر  ܣفرض کنيم  برهان.
  گيريم مي

߮: ܣ → ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ ≃ ௃ಲ఼ܬ

ୄ   

߮(ܽ) = ොܽ + ஺ୄୄܬ ≃ ොܽ  
  

−ܹ∗ مدولي است و  ܷ−پيوسته همريختي  ،߮
ܹ∗ തതതതതതത(ܣ)߮− = ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ )۱-۲۰پس بنا به قضيه ،(஺∗∗

௃ಲ
఼఼ 

  پذير مدولي است. ميانگين –کن 
  

ܷ−يک فضاي باناخ  ܺفرض کنيم  برعکس: −  ܣ
௑باشد در اين صورت  مدول جابحايي

௃೉
يک فضاي باناخ  

−ܷ − ௑مدول جابجايي است و همچنين  ܣ
௃೉

طبق  
ܷ−اعمال زير يک فضاي باناخ  − ஺

௃ಲ
  مدول است 

஺
௃ಲ
× ௑

௃೉
→ ௑

௃೉
  

(ܽ + .(஺ܬ ݔ) + (௑ܬ = ܽ. ݔ +   ௑ܬ
௑
௃೉
× ஺

௃ಲ
→ ௑

௃೉
  

ݔ) + .(௑ܬ (ܽ + (஺ܬ = .ݔ ܽ +   ௑ܬ
(ܽ ∈ ,	ܣ ݔ ∈ ܺ)  

  
توان نشان داد که نگاشتهاي فوق  به آساني مي

௑ୄܬاند. و به تبع آن  تعريف خوش ≃ ቀ ௑
௃೉
ቁ
∗

نيز يک  
ܷ−فضاي باناخ  − ஺

௃ಲ
مدول است. فرض کنيم  

:ܦ ܣ → پس خواه باشد. مشتق مدولي پيوسته دل ௑ୄܬ
:ഥܦطبق تعريف  ஺

௃ಲ
→ ܽ)ഥܦ، ௑ୄܬ + (஺ܬ =  (ܽ)ܦ

  يک مشتق مدولي است.
يکدار  مدول شبه ܣ−يک فضاي باناخ  ܺفرض کنيم 

ݔ باشد يعني به ازاي هر ∈ ܽو  ܺ ∈ ݕو  ܣ ∈ ܺ 
ݔموجود باشند بطوريکه  = ܽ. ௑در اين صورت  ݕ

௃೉
 ،

− ஺
௃ಲ

يکدار است، يعني به ازاي هر  ل شبهمدو 
ݔ + ௑ܬ ∈

௑
௃೉

ݔ	،داريم   + ௑ܬ = ܽ. ݕ + و  ௑ܬ
ݔهمچنين  + ௑ܬ = (ܽ + .(஺ܬ ݕ) + و چون  (௑ܬ

஺∗∗

௃ಲ
఼఼ ≃ ௃ಲ఼ܬ

پذير مدولي است، پس بنا به  ميانگين  –کن ୄ

)، ۱-۱۹قضيه (
ಲ∗∗

಻ಲ
఼఼

௃ಲ∗∗
಻ಲ
఼఼

داراي عضو هماني است و بنا به لم  

௃ܬ)، ۱۶-۱(
಻ಲ
఼
఼ ≃ ∗∗ಲܬ

಻ಲ
఼఼
= ቀپس  {0} ஺

௃ಲ
ቁ
∗∗
≃ ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ 

داراي عضو خنثي است. در نتيجه بنا به 
ቀ۵. ١. قضيه،	٨ ቂ٨ቃቁ ஺

௃ಲ
 داراي واحد تقريبي کراندار است. 

.ቀ٢پس بنا به  ١. ۶	 ،قضيه ቂ۵ቃቁ ܦ෩: ቀ ஺
௃ಲ
ቁ
∗∗
→ يک  ௑ୄܬ

஺روي  ෩ܦباشد. بطوريکه تحديد مشتق مي
௃ಲ

 ഥܦبرابر  
  است. 

−، ௑ୄܬکنيم  ادعا مي ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ ≃ ቀ ஺

௃ಲ
ቁ
∗∗
مدول  ܷ−

∗∗஺در  دنباله کراندار ఈ(ఈܽ)کنيم   نرمال است. فرض

௃ಲ
఼఼ 

∗ܹبطوريکه  − ݈݅݉ఈ ܽఈ = و فرض کنيم  0
݂ ∈ ݔدلخواه باشد، براي هر  ௑ୄܬ + ௑ܬ ∈

௑
௃೉

با توجه  
௑به اينکه 

௃೉
−يکدار  شبه  ஺

௃ಲ
مدول است پس  

ܽ + ஺ܬ ∈
஺
௃ಲ

ݕو   + ௑ܬ ∈
௑
௃೉

ست بطوريکه موجود ا 
ݔ + ௑ܬ = ݕ) + .(௑ܬ (ܽ +  ∗ܹ−چون  (஺ܬ

∗∗஺توپولوژي از 

௃ಲ
఼఼  تحديد به஺

௃ಲ
  توپولوژي بر ܹ− يک 
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஺روي
௃ಲ
  است پس داريم 

ܹ − ݈݅݉ఈ(ܽ + .(஺ܬ ܽఈ = 0   
  

  بنابراين
ܹ − ݈݅݉ఈ(ݔ + .(௑ܬ ܽఈ  
= ൫(ݕ + .(௑ܬ (ܽ + .஺)൯ܬ ܽఈ  
= ݕ) + .(௑ܬ ൫(ܽ + .(஺ܬ ܽఈ൯ = 0  

  
  از اين رو داريم

〈ܽఈ . ݂	, ݔ + 〈௑ܬ =  
〈݂	, ݔ) + .(௑ܬ ܽఈ〉 → 0 	

  
∗ܹپس  − ݈݅݉ఈ ܽఈ . ݂ = به همين صورت  0

ܹ∗ − ݈݅݉ఈ ݂. ܽఈ = از طرفي طبق فرض  0
  تنگاش

ܷ → ߙ				ܣ → ቄߙ. ܽܽ. ܽ)ߙ ∈ ,	ܣ ߙ ∈ ܷ)  
  

−ܹ اي در  دنباله (௡ܽ)باشد يعني  پيوسته مي ∗ܹ−
  باشد بطوريکه: ܷ

ܹ∗ − ݈݅݉ఈ ܽ௡ = 0  
  

  آنگاه
ܹ − ݈݅݉ఈ ܽ௡. ܽ = 0  

  و همچنين
ܹ − ݈݅݉ఈ ܽ௡. (ܽ + (஺ܬ = 0  

  
ݔحال براي هر  + ௑ܬ ∈

௑
௃೉

௑با توجه به اينکه  
௃೉

 ،
− ஺

௃ಲ
ܽمدول شبه يکدار است   + ஺ܬ ∈

஺
௃ಲ

و  
ݕ + ௑ܬ ∈

௑
௃೉

  موجود است بطوريکه  
ܹ − ݈݅݉ఈ ܽ௡. ݔ) +    (௑ܬ
= ൫ܽ௡. (ܽ + .஺)൯ܬ ݕ	) + (௑ܬ = 0	  

  
ܷ−، ௑ୄܬپس  − ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ .مدول نرمال است  

 ఈ(ఈܽ)باشد زيرا فرض کنيم  پيوسته مي ∗ܹ−، ෩ܦ
∗∗஺دنباله کراندار در 

௃ಲ
఼఼  ܹکه∗ − ݈݅݉ఈ ܽఈ = 0 ،

ݔبراي هر  + ௑ܬ ∈
௑
௃೉

௑چون  
௃೉

 ،− ஺
௃ಲ

مدول  
ܽيکدار است  شبه + ஺ܬ ∈

஺
௃ಲ

ݕو   + ௑ܬ ∈
௑
௃೉

  موجود  
  

  است بطوريکه:
ݔ + ௑ܬ = ݕ	) + .(௑ܬ (ܽ +   (஺ܬ

  
  بنابراين داريم 

,	෩(ܽఈ)ܦ〉 ݔ +   〈௑ܬ
= ,	෩(ܽఈ)ܦ〉 ݕ	) + ܽ)(௑ܬ +   〈(஺ܬ
= 〈(ܽ + ,	෩(ܽఈ)ܦ(஺ܬ ݕ +   〈௑ܬ
= ܽ)ഥ൫ܦ〉 + .(஺ܬ ܽఈ൯–ܦഥ(ܽ + .(஺ܬ ܽఈ , ݕ +   〈௑ܬ
= .ܽ)ܦ〉 ܽఈ) − ൫ܦഥ(ܽ + .஺)൯ܬ ܽఈ	, ݕ +   〈௑ܬ

  
، ௑ୄܬپيوسته ضعيف است و  ܦبا توجه به اينکه 

−ܷ − ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ پس  مدول نرمال است  

.ܽ)ܦ ܽఈ) − ൫ܦഥ(ܽ + .஺)൯ܬ ܽఈ → 0  
  

∗ܹن بنابراي − ݈݅݉ఈ ෩(ܽఈ)ܦ = 0 .  
ߙدهيم که براي هر  در ادامه نشان مي ∈ و  ܷ

݉ ∈ ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ ،(݉.ߙ)ܦ = . با توجه به (݉)෩ܦ.ߙ

݉اينکه  ∈ ஺∗∗

௃ಲ
఼఼  دنباله کرانداري مانند൫ܽఉ൯ఉ  در஺

௃ಲ
 

∗ܹموجود است بطوريکه  − ݈݅݉ఉ ොܽఉ → ݉  
(݉.ߙ)෩ܦ = ∗෩൫ܹܦ − ఉ.ߙ݈݉݅ ොܽఉ൯ = ܹ∗ −
݈݅݉ఉ .ߙ෩൫ܦ ොܽఉ൯  
= ܹ∗ − ݈݅݉ఉ .ߙ෩൫ܦ ܽఉෟ൯=ܹ −
݈݅݉ఉ .ߙഥ൫ܦ ොܽఉ൯ = ൫ܹߙ − ݈݅݉ఉܦഥ൫ܽఉ൯൯  
= ∗൫ܹߙ − ݈݅݉ఉܦ෩൫ ොܽఉ൯൯ = .ߙ   (݉)෩ܦ

  
∗∗஺از طرفي چون 

௃ಲ
఼఼  پذير مدولي است پس  ميانگين -کن

نيز دروني است. حال نشان  ഥܦدروني است و همچنين  ෩ܦ
:ܦدهيم  مي ܣ → دروني است. براي هر  ஺ୄܬ

ܽ ∈ ݂	،ܣ ∈   :بطوريکهموجود است  ௑ୄܬ
(ܽ)ܦ = ܽ)ഥܦ +   (஺ܬ
= (ܽ + .(஺ܬ ݂ − ݂. (ܽ +   (஺ܬ
= ܽ. ݂ − ݂. ܽ  
 

  پذير مدولي است.   ميانگين ܣپس 
  

جبر  ܣجبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۱-۲۳قضيه 
ܷ−باناخ  −   مدول،ܣ

ܷ → ߙ							ܣ → ቄߙ. ܽܽ.   ،ߙ



  ۹۴                                    ۱۳۹۸ اسفندو  بهمن، دومسال پنجم، شماره بيست و هاي نوين در رياضي/ و همکاران/ پژوهش محمود خوشحال
 

 

 
 
 

 

−ܹ ∗∗஺، ܣپيوسته باشد و  ∗ܹ−

௃ಲ
఼఼  آرنز منظم مدولي

൬஺، اگر باشند
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
پذير مدولي باشد  ميانگين -کن 

∗∗஺آنگاه 

௃ಲ
఼఼  پذير مدولي است. ميانگين –کن  

∗∗஺همچنين اگر 

௃ಲ
఼఼ آلي از  ايده൬஺

∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
∗∗஺باشد بنابراين 

௃ಲ
఼఼ 

  .پذير مدولي است انعکاسي و ميانگين
  

ܷ−فضاي باناخ،  ܺفرض کنيم  برهان. − ൬஺
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
 

௑نرمال دوگان باشد در اينصورت مدول
௃೉
يک فضاي  	

ܷ−باناخ  − ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ نرمال دوگان است. فرض مدول	کنيم  

π: ܽ∗∗
∗∗

→ ܽ∗∗
∗∗

: ൬஺
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
→ ஺∗∗

௃ಲ
఼఼  

 
 ܷ−نگاشت  π چون باشد ஺ୄܬ رويتحديد  نگاشت
∗ܹ−همومورفيسم  مدول پيوسته است در  ∗ܹ−

௑نتيجه 
௃೉
ܷ−طبق اعمال زير   − ஺∗∗

௃ಲ
఼఼ باشد.مي مدول  

ܽ∗∗
∗∗

. ݔ) + (௑ܬ = ߨ ൬ܽ∗∗
∗∗

൰ ݔ) +   	,	(௑ܬ

ݔ) + .(௑ܬ ܽ∗
∗∗
∗

= ݔ) + ߨ(௑ܬ ൬ܽ∗
∗∗
∗

൰  

൬ݔ + ௑ܬ ∈
௑
௃೉
		 , ܽ∗∗

∗∗

∈ ൬஺
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
൰  

  

∗ܹ−فرض کنيم  :ܦ،∗ܹ− ஺
∗∗

௃ಲ
఼఼ →

௑
௃೉

مشتق  

:ߨ݋ܦ،مدولي پيوسته باشد، بنابراين  ൬஺
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
→

௑
௃೉
−ܹ∗   مشتق مدولي پيوسته است.  ∗ܹ−

൬஺حال چون 
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
پذير مدولي است پس  ميانگين -کن 

دروني است. از طرفي  ܦدروني است. در نتيجه  ߨ݋ܦ

 )۱-۱۹طبق قضيه (
ಲ∗∗

಻ಲ
఼఼

௃ಲ∗∗
಻ಲ
఼఼

خنثي است و داراي عضو  

∗∗ಲܬ) ۱-۱۶طبق لم (
಻ಲ
఼఼
= ∗∗஺بنابراين  {0}

௃ಲ
఼఼  داراي عضو

൬஺آلي در خنثي است و چون ايده
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
باشد پس  مي 

൬஺
∗∗

௃ಲ
఼఼൰

∗∗
= ஺∗∗

௃ಲ
఼఼يعني஺∗∗

௃ಲ
఼఼  است و طبق قضيهانعکاسي 

)۲۲-۱ (஺∗∗

௃ಲ
఼఼ پذير مدولي است. ميانگين  

  

قطر حقيقي مدولي جبر باناخ  ࡯ࢃ࣌– - ۳
  دوگان مدولي

 ܷ−يک جبر باناخ  ܣ 	فرض	كنيم	.۲-۱تعريف 
ܷ−يک فضاي باناخ  ܺمدول و  − مدول باشد هر  ܣ
ݔ ∈   تقريباً متناوب ضعيف مدولي گوييم اگر  ܺ
  هاينگاشت

ܣ → ܺ			,					ܽ → ቄܽ. .ݔݔ ܽ  

ܷ → ߙ							ܺ → ቄߙ. .ݔݔ   ߙ
(ܽ ∈ ,	ܣ ߙ ∈ ܷ)  

  
فشرده ضعيف باشد، مجموعه تمام عناصر تقريبا متناوب 

ܣܹضعيف مدولي را با  ௎ܲ(ܺ) دهيم. نشان مي  
  

جبر  ܣجبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۲-۲قضيه 
ܷ−باناخ دوگان مدولي  − يک  ܺ	مدول و  ܣ

−ܷ − يک فضاي باناخ  ∗ܺمدول بطوري که  ܣ
−ܷ − مدول نرمال باشد در اين صورت  ܣ

ܺ = ܣܹ ௎ܲ(ܺ) .  
  

ݔ. فرض کنيم برهان ∈ ܷ−، ∗ܺچون  ܺ −  ܣ
  مدول نرمال است پس 

ܣ → ܺ, ܽ → ቄܽ. .ݔݔ ܽ(	ܽ ∈   (ܣ

	ܷ → ߙ			,	ܺ → ቄߙ. .ݔݔ ߙ)ߙ ∈ ܷ)  
  

−ܹ   پيوسته است.∗ܹ−
 ∗ܹ−، ܣاوغلو هر گوي واحد در  -ه باناخ آلطبق قضي

هاي فوق پيوسته هستند در نتيجه فشرده است و نگاشت
هاي فوق فشرده ضعيف مي باشند يعني نگاشت

ܺ = ܣܹ ௎ܲ(ܺ) .  
  

يک  ܣجبر باناخ دوگان و  ܷفرض كنيم  .۲- ۳تعريف 
ܷ−جبر باناخ دوگان مدولي  − مدول، مجموعه تمام  ܣ

ݔ ∈    که ܺ
ܣ → ܺ			,				ܽ → ቄܽ. .ݔݔ ܽ  

ܷ → ߙ							ܺ → ቄߙ. .ݔݔ   ߙ
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−ܹ نمايش  (ܺ)௎ܥܹߪپيوسته باشند را با  ∗ܹ−
  دهيم. مي

  
ܷ−اي  مدول بسته زير (ܺ)௎ܥܹߪ .۱تبصره  −  ܣ
  .است ܺمدول از 
(ܺ)௎ܥܹߪ .۲تبصره  ⊂ ܣܹ ௎ܲ(ܺ).  

  
يک جبر باناخ دوگان  ܣم فرض کني .۲ - ۴قضيه 

−ܷ − ܷ−يک  ܺمدول و  ܣ − مدول باناخ باشد  ܣ
  هاي زير معادلند: گزاره

ܷ−يك فضاي باناخ  ∗ܺ) ۱ −   مدول نرمال است. ܣ
۲ (ܺ =   .(ܺ)௎ܥܹߪ
  

ܷ−يك فضاي باناخ  ∗ܺفرض کنيم  برهان. −  ܣ
) ۲ -۲مدول نرمال باشد، طبق برهان قضيه (

ܺ =   برقرار است. (ܺ)௎ܥܹߪ
ܺفرض کنيم  = برقرار باشد پس به ازاي  (ܺ)௎ܥܹߪ

ݔهر ∈ ܺ  
ܣ → ܺ			,				ܽ → ቄܽ. .ݔݔ ܽ  

ܷ → ߙ							ܺ → ቄߙ. .ݔݔ   ߙ
  

−ܹ نرمال  ∗ܺپيوسته است. پس در نتيجه ∗ܹ−
  است.

  
௎(ܺ)൯ܥܹߪ൫تمام عناصر  .۳تبصره

∗ ،−ܷ −  ܣ
  باشد. مي مدول نرمال

  
يک  ܣجبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۲- ۵نتيجه 

ܷ−جبر باناخ  − ஺مدول بطوريکه  ܣ
௃ಲ

يک جبر باناخ  
ܷ−دوگان  − باشد در اين  ∗Bدوگان  مدول با پيش ܣ
∗ܤصورت  ⊂   .(஺ୄܬ)௎ܥܹߪ

  
جبر  ܣجبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۲-۶قضيه 

ܷ−ان مدولي باناخ دوگ − مدول باشد. اگر براي هر  ܣ
ܷ−فضاي باناخ  −  ∗ܹ−هر  ܺمدول مانند  ܣ

:ܦپيوسته مشتق مدولي  ܣ → ൫ܥܹߪ௎(ܺ)൯
∗   

  

  ميانگين پذير مدولي است. –کن  ܣدروني باشد آنگاه 
  

ܷ−يک فضاي باناخ  ܺفرض کنيم  برهان. −  ܣ
௑ مدول دوگان نرمال بطوريکه

௃೉
مدول جابجايي  ܷ−، 

:ܦباشد و  ܣ → ௑
௃೉

 ،−ܹ پيوسته مشتق  ∗ܹ−
ܷ−يک  ܺمدولي باشد. چون  − مدول دوگان پس  ܣ

௑
௃೉

 ،−ܷ − باشد  مي ܻدوگان  مدول دوگان با پيش ܣ
∗ܻبطوريکه  = ௑

௃೉
ܷ−يک  ܺو همچنين چون   −  ܣ

∗ܻمدول نرمال است پس  ≃ ௑
௃೉

 ،−ܷ − مدول  ܣ
  نرمال است. 

ܻ)، ۲-۴در نتيجه طبق قضيه ( = پس  (ܻ)௎ܥܹߪ
  داريم:

:ܦ ܣ → ൫ܥܹߪ௎(ܻ)൯
∗
= ܻ∗ ≃ ௑

௃೉
  

 
−ܹ∗  ܦمشتق مدولي است حال طبق فرض  ∗ܹ−

  پذيرمدولي است.  ميانگين-کنܣ	دروني استپس
஺فضاي باناخ 

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ا تعريف زير يک جبر باناخ ب 

−ܷ −   مدول است: ܣ
(ܽ + ஺ܬ ⊗ܾ + ܿ)(஺ܬ + ݀⊗஺ܬ + (஺ܬ =
(ܽܿ + ܾ݀⊗஺ܬ +   (஺ܬ
ܽ. (ܾ ⊗ ஺ܬ ⊗ܿ + (஺ܬ = ܾܽ + ஺ܬ ⊗ܿ + 	 ஺ܬ
(ܾ + ஺ܬ ⊗ܿ + .(஺ܬ ܽ = ܾ + ஺ܬ ⊗ ܿܽ + 	 ஺ܬ
.ߙ (ܽ + ஺ܬ ⊗ܾ + (஺ܬ = .ߙ ܽ + ஺ܬ ⊗ܾ + 	 ஺ܬ
(ܽ + ⊗஺ܬ ܾ + .(஺ܬ ߙ = ܽ + ஺ܬ ⊗ܾ. ߙ + 	 ஺ܬ
:ߨ ஺

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
→ ஺

௃ಲ
 	

ܽ)ߨ + ஺ܬ ⊗ܾ+ (஺ܬ = ܾܽ + 	 ஺ܬ
  
ܷ−يک  ߨ − مدول همومورفيسم است. در اين  ܣ

  صورت
:∗ߨ ቀ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
→ ቀ ஺

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
  

∗ߨ ቀܥܹߪ௎(ܬ஺ୄ)ቁ ⊆ ௎ܥܹߪ ቀ
஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
  

 
ܷ−جبر باناخ  ܣاز طرفي اگر  − مدول باشد،  ܣ

஺بطوريکه 
௃ಲ

ܷ−جبر باناخ دوگان   − دوگان  با پيش ܣ
∗ܤباشد يعني  ∗ܤ ⊆ موجود است بطوريکه  ஺ୄܬ

∗(∗ܤ) ≃
஺
௃ಲ

  ) داريم۲-۵، در اينصورت طبق نتيجه (
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∗ܤ ⊂   . بنابراين (஺ୄܬ)௎ܥܹߪ
:∗஻|∗ߨ ∗ܤ → ௎ܥܹߪ ቀ

஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
  

⟹ ఙௐ஼ߨ : ቀܥܹߪ ቀ ஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
ቁ
∗
⟶

∗(∗ܤ) ≃
஺
௃ಲ

  

  
يک  ܣجبر باناخ دوگان و  ܷکنيم  فرض .۲- ۷تعريف 

ܷ−جبر باناخ دوگان مدولي  −   هايمدول و نگاشت ܣ
ܷ → ߙ							ܣ → ቄߙ. ܽܽ.   ߙ

  
−ܹ∗ ܯپيوسته باشند  ∗ܹ− ∈ ቀܥܹߪቀ ஺

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
ቁ
∗

 
–را    ناميم هرگاه  مي ܣ	قطر حقيقي مدولي  ܥܹߪ

ܯ.ܽ = .ܯ ܽ	,	  
ܽ. (ܯ)ఙௐ஼ߨ = 	ܽ + ܽ)஺ܬ ∈   (ܣ

  
ܷ−يک جبر باناخ  ܣفرض کنيم  .۲- ۸لم  −  ܣ

஺مدول دوگان مدولي بطوريکه 
௃ಲ

عضو خنثي داشته باشد  
ܷ−يک فضاي باناخ دوگان  ܺو فرض کنيم  −  ܣ

∗ܹ−مدول و فرض کنيم  :ܦ	،∗ܹ− ܣ → ௑
௃೉

 
:ߠ پيوسته مشتق مدولي باشد و نگاشت ஺

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
→ ௑

௃೉
 

 بصورت 
ܽ)ߠ + ܾ⊗஺ܬ + (஺ܬ = (ܽ + .(஺ܬ   (ܾ)ܦ

  
  تعريف شود در اين صورت

ߠ
∗
(ܻ) ⊆ ௎ܥܹߪ ቀ

஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
  

  
௑دوگان   پيش (ܻ

௃೉
(  

  
همومورفيسم  ߠ تعريف است و خوش ߠبرهان. 
−ܷ − ߠول چپ است. پس بنابراين مد ܣ

∗ 
ܷ−همومورفيسم  − مدول راست است در اين  ܣ

  )۲-۵به نتيجه(صورت بنا 
ߠ
∗
(ܻ) ⊂

ߠ
∗
ቀܥܹߪ௎(ܬ௑ୄ) ⊂ ߠ

∗
ቁ((௑ୄܬ)௎௥ܥܹߪ) ⊂

௎௥ܥܹߪ ቀ
஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
  

  
݁فرض کنيم  ಲ

಻ಲ

஺عضو خنثي 
௃ಲ

ܴباشد و  = ݁ ಲ
಻ಲ

⊗
஺
௃ಲ

ܷ−زير مدول بسته  ܴ،  − مدول باناخ راست  ܣ
஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
஺باشد در اين صورت  مي 

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
=

ߨݎ݁݇ ⊕ ܴ ،−ܷ − مدول باناخ راست است. در  ܣ
ቀنتيجه  ஺

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
= ∗(ߨݎ݁݇) ⊕ܴ∗ ،−ܷ −  ܣ

  باشد.  مدول باناخ چپ مي
۱ߠفرض کنيم  = ۲ߠو  ௞௘௥గ|ߠ = بنابراين  ோ|ߠ

ߠ = ۱ߠ + ߠ. در نتيجه ۲ߠ
∗
= ۱ߠ

∗
⊕ ۲ߠ

۱ߠ، ∗
∗ 

ܷ−همومورفيسم  − باشد.  مدول باناخ چپ مي ܣ
۱ߠبنابراين 

∗
(ܻ) ⊂ ௎௟ܥܹߪ ቀ

஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗

. به آساني 

஺با ܴشود که  ديده مي
௃ಲ

باشد. بنابراين  ايزومتريک مي 

۲ߠ
∗
: ௑ୄܬ → ቀ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
≃   )۲-۵بنابر نتيجه ( ∗ܴ

۲ߠ
∗
(ܻ) ⊂ ∗ܤ ⊂ (஺ୄܬ)௎௟ܥܹߪ =	  

(∗ܴ)௎௟ܥܹߪ	 ⊂ ௎௟ܥܹߪ ቀ
஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
  

  
஺دوگان مدولي پيش ∗ܤ(

௃ಲ
(  

ߠدر اينصورت 
∗
(ܻ) ⊂ ௎௟ܥܹߪ ቀ

஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗

.  
  

جبر  ܣجبر باناخ دوگان و  ܷفرض کنيم  .۲-۹قضيه 
ܷ−باناخ دوگان مدولي  − مدول نرمال باشد و  ܣ

  هاينگاشت
ܷ → ߙ							ܣ → ቄߙ. ܽܽ.   ߙ

  
−ܹ∗ ஺پيوسته باشند و  ∗ܹ−

௃ಲ
஺و  

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
 ،−ܷ 

پذير مدولي است  ميانگين -کن ܣمدول جابجايي باشند، 
–داراي  ܣاگر و فقط اگر  قطر حقيقي مدولي  ܥܹߪ

  باشد.
  

پذير مدولي باشد  ميانگين -کن ܣفرض کنيم  برهان.
஺)، ۱-۱۹ق قضيه (آنگاه طب

௃ಲ
داراي عضو خنثي است.  

  کنيم: تعريف مي



 ۹۷                                                                                                                   پذيري مدولي جبرهاي باناخ دوگان مدولي ميانگين
   

   

:ܦ ܣ → )௎ܥܹߪ)
஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
)∗)∗  

(ܽ)ܦ = ܽ + ݁⊗஺ܬ ಲ
಻ಲ

− ݁ ಲ
಻ಲ

⊗ܽ+ ஺ܬ =  

ܽ + .஺ܬ (݁ ಲ
಻ಲ

⊗݁ ಲ
಻ಲ

) − (݁ ಲ
಻ಲ

⊗݁ ಲ
಻ಲ

)ܽ +    ஺ܬ

  
஺يک مشتق مدولي است. با توجه به اينکه  ܦ

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
 

)௎ܥܹߪ)نشاننده طبيعي 
஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
 باشد و مي ∗(∗(

−ܷ − )௎ܥܹߪ)،		ܣ
஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
مدول نرمال  ∗(∗(

∗ܹ−،ܦ	راين باشد بناب مي پيوسته مشتق  ∗ܹ−
بسته  ∗ܹ−مدول  زير  ܦمدولي است، همچنين مقادير 

ܰباشد، از اين رو  مي ఙௐ஼ߨݎ݁݇از  ∈  ఙௐ஼ߨݎ݁݇
  موجود است بطوريکه

(ܽ)ܦ = ܽ.ܰ − ܰ. ܽ		(ܽ ∈   (ܣ
  

ܯحال فرض کنيم  = ݁ ಲ
಻ಲ

⊗݁ ಲ
಻ಲ

−  در اين ܰ

  صورت داريم
ܯ.ܽ = ܽ. (݁ ಲ

಻ಲ

⊗݁ ಲ
಻ಲ

− ܰ)  

= (ܽ)ܦ + (݁ ಲ
಻ಲ

⊗݁ ಲ
಻ಲ

). ܽ − ܽܰ	  

= (݁ ಲ
಻ಲ

⊗݁ ಲ
಻ಲ

). ܽ − ܰ. ܽ	 = .ܯ ܽ  

ܽ. (ܯ)ఙௐ஼ߨ = ܽ(݁ ಲ
಻ಲ

) − (ܰ)ఙௐ஼ߨ = ܽ +

஺ܬ − ஺ܬ = ܽ +   ஺ܬ
  

  پس
ܯ = ݁ ಲ

಻ಲ

⊗݁ ಲ
಻ಲ

− ܰ ∈ ܣ)ܥܹߪ)
ܣܬ
⨂෡ ܣ

ܣܬ
)
∗
)
∗

، 

  باشد. مي ܣ قطر حقيقي مدولي ܥܹߪ	−
  

 ܣ	قطر حقيقي مدولي  ܥܹߪ	−، ܯاگر  برعکس:
஺عضو خنثي (ܯ)ఙௐ஼ߨباشد، آنگاه 

௃ಲ
باشد. فرض  مي 

ܷ−يک فضاي باناخ دوگان  ܺکنيم  − مدول  ܣ
௑بطوريکه 

௃೉
−مدول جابجايي و  ܷ−،  ஺

௃ಲ
مدول يکدار 

∗ܹ−باشد و  ܣ:ܦ،∗ܹ− → ௑
௃೉

پيوسته مشتق مدولي  
  گيريم: باشد در نظر مي

:ߠ ஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
→ ௑

௃೉
  

ܽ)ߠ + ܾ⊗஺ܬ + (஺ܬ = (ܽ + .(஺ܬ   (ܾ)ܦ
 

௑تعريف است.  خوش ߠ
௃೉

يک فضاي باناخ دوگان  
−ܷ − ∗ܻ، بطوريکه ܻدوگان  مدول با پيش ܣ = ௑

௃೉
 

ܷ−مدول بسته  زير ܻو  − باشد در اين  مي ௑ୄܬاز  ܣ
  )۲-۸صورت بنا به لم (

ߠ
∗
(ܻ) ⊂ ௎ܥܹܤ ቀ

஺
௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
ቁ
∗
  

  
  گيريم در نظر مي

φ = ߠ)
∗
ቚ
௒
)∗: )ܥܹߪ) ஺

௃ಲ
⨂෡ ஺

௃ಲ
)∗)∗ → ܻ∗ ≃ ௑

௃೉
  

  
  فرض کنيم

ܯ = ∑ (ܽ௡ + ஺ܬ ⊗ܾ௡ + ஺)ஶܬ
௡ୀ۱   

  
∑که  ‖ܽ௡ + ஺‖‖ܾ௡ܬ + ‖஺ܬ < ∞ஶ

௡ୀ۱ ،–  ܥܹߪ
  باشد. ܣمدوليقطر حقيقي 

∑در اينصورت  (ܽ௡ + .(஺ܬ (௡ܾ)ܦ = ஶ(ܯ)߮
௡ୀ۱ 

௑متعلق به 
௃೉
ܽباشد. به ازاي هر  مي  ∈  داريم  ܣ

ܽ. (ܯ)߮ − .(ܯ)߮ ܽ =  
(ܯ.ܽ)߮ − ቀ∑ (ܽ௡ + .(஺ܬ ஶ(௡ܾ)ܦ

௡ୀ۱ ቁ . ܽ =  

(ܯ.ܽ)߮ − ∑ (ܽ௡ + .(௡ܾ)ܦ)(஺ܬ ܽ)ஶ
௡ୀ۱ =  

(ܯ.ܽ)߮ − ∑ (ܽ௡ + ஶ(௡ܾܽ)ܦ(஺ܬ
௡ୀ۱   

+∑ (ܽ௡ܾ௡ + .(஺ܬ ஶ(ܽ)ܦ
௡ୀ۱   

= (ܯ.ܽ)߮ − .ܯ)߮ ܽ) + .(ܯ)ఙௐ஼ߨ   (ܽ)ܦ
=   (ܽ)ܦ

  
  دروني است. D	 در نتيجه
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