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  28/11/1397تاریخ پذیرش مقاله:    06/10/1397تاریخ ارسال مقاله: 

  چکیده

مقاله حاضر به بررسی یک روش نوین براي حل جریان لایه مرزي آشفته بر روي صفحه تخت بدون حضور گرادیان 

پردازد.ابتدا معادلات پیوستگی و مومنتم حرکت را براي شرایط حل مساله نوشته و سپس با ارائه یک مدل  فشار می

توربولانسی جدید در معادلات و نیز یک رابطه تحلیلی براي ترم تنش رینولدز، ترم تنش رینولدز را به ترم هاي 

همسان معادله تبدیل کرده. در نهایت با متغیرهاي تشابهی معادلات فوق را به یک معادله دیفرانسیل معمولی غیر 

م. این معادله با استفاده از روش رانک کوتا وشوتینگ، نامیخطی تبدیل نموده که آن را یک معادله شبه تشابهی می

به ازاي اعداد رینولدز مختلف حل شده و نهایتا تنش برشی دیواره و ضریب اصطکاك  محاسبه و با نتایج تجربی 

(ضریب  مقایسه شد که تطابق بسیار عالی مشاهده گردید. هم چنین با استفاده از روش انطباق منحنی ها براي

سته اي) و (ضخامت لایه مرزي) دو رابطه مستقل پیشنهاد گردید. دیده شد که در اعداد رینولدز اصطکاك پو

خاصی پروفیل سرعت بدست آمده با پروفیل سرعت توان قابل مقایسه است. هرچه عدد رینولدز افزایش یابد 

  شود. انحراف آنها از یکدیگر بیشتر می
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  مقدمه - 1

زندگی روزمره یک دانش اولیه و مقدماتی از 

دهد. یک جریان  آشفتگی سیال را به ما ارائه می

شود،هرگاه همه یا  نامیده میآشفته خود تشابه 

برخی از خواص آماري آن فقط به ترکیب مشخص 

از متغیرهاي مستقل به جاي هر متغیر مستقل، به 

صورت منفرد بستگی داشته باشد. نتیجه این رفتار 

جریانی آن است که تعداد متغیرهاي مستقل مساله 

تر  یابد، بنابراین حل آن بسیار ساده کاهش می

اي  . از آنجایی که اغتشاش پدیده]5- 1[شود می

بسیار پیچیده است و تحلیل و شناسایی دقیق آن به 

آسانی امکان پذیر نیست لذا یافتن یک حل تشابهی 

. در ]8-6[می تواند روند حل را بسیار ساده نماید

لایه مرزي آشفته خود تشابه کارهاي رابطه با 

آزمایشگاهی و تئوري هاي مختلف این ایده را 

کند که سرعت جریان آزاد تابع قانون  حمایت می

توان، براي خود تشابهی مورد نیاز است. خود 

تشابهی لایه مرزي یک پدیده بسیار مفید است که 

  حل را ساده کرده و این حل ساده فهم بهتر لایه

ته بندي سازمان یافته و درك بهتر نتایج مرزي و دس

. اصل ]9[سازد آزمایشگاهی و تجربی را ممکن می

خود تشابهی به عنوان نماد یک تعادل متحرك 

معرفی شد. یک متغیر بدون  ]10[توسط تاونسند

بعد که به عنوان تابعی از مختصات عرضی بدون بعد 

شود اگر تابع با  شود خود تشابه نامیده می  نوشته می

. ]13-11[موقعیت پایین دست تغییر نکند

احتمال وجود یک حل خود  ]8- 6[ولفشتاین

تشابهی را براي مساله لایه مرزي آشفته غیر قابل 

تراکم دو بعدي مورد بررسی قرار داد، و احتمال داد 

که با بررسی بیشتر نتایج آزمایشگاهی و بررسی 

هاي معادلات  ها و ویژگی مشخصه تحلیلی تئوري

هایی را  توان حل دیفرانسیل معمولی تشابهی می

آزمایشهایی را انجام داد  ]14[بدست آورد. کلاوزر 

که در آنها گرادیان فشار را طوري تنظیم کرد که 

یک لایه مرزي آشفته خود تشابه بدست آید. یک 

گرادیان فشار بدون بعد ثابت 
dx

dp

w




*

  به عنوان

یک شرط براي خود تشابهی لایه مرزي معرفی شد. 

 wضخامت لایه مرزي جابجایی،  *در اینجا 

تنش برشی دیواره و 
dx

dp  .گرادیان فشار است

نشان دادند که خود تشابهی در  ]15[ملوروگبسون 

شود که متغیر جریان آزاد تابع  صورتی حاصل می

یک فرم توانی از متغیر در جهت پایین دست را 

)~(داشته باشد.  mxU  به طوري کهU 

مختصات در جهت جریان  xسرعت جریان آزاد و 

از طول و مقیاسهاي سرعت ]10[باشد. تاونسند 

استفاده کرد و معادله توصیف کننده بخش بیرونی 

لایه مرزي آشفته را تحلیل نمود. تحلیل وي نشان 

)(داد که علاوه بر شرط  mxU   مقیاس طولی

به صورت خطی با مختصات پایین دست تغییر باید 

  کند.

جریان لایه مرزي آشفته پیچیده تر از جریانهاي 

برشی و جت سیال آشفته هستند. زیرا حضور یک 

کند که  دیواره جامد نیرویی را به مساله تحمیل می

ترین موضوع  ها وجود ندارد. بدیهی در جتها و دنباله

ر از کوچک این است که ویسکوزیته سیال صرف نظ

بودن آن شرط عدم لغزش را به مساله اعمال 

کند سرعت سیال روي  کند. شرطی که بیان می می

  سطح جامد باید برابر با سرعت سطح باشد.

لایه مرزي متلاطم روي صفحه تخت در بسیاري از 

شود. به عنوان  کاربردهاي صنعتی و نظامی دیده می

وربو ماشین هاي ت توان کاربرد آن را در پره مثال می

و کمپرسورهاي دوار و محاسبه نیروي کشش 

ها در کاربردهاي صنعتی و  اصطکاکی بر روي کشتی

بلند کردن سطوح و بدنه هواپیماها در کاربردهاي 

  .]16[نظامی اشاره کرد

در این نوع جریانها اصطکاك پوسته با اصطکاك 

پوسته در جریان آرام آنچنان تفاوت زیادي نخواهد 

. همانطور که ذکر شد، جریان لایه ]18, 17[کرد

مرزي آشفته بر روي صفحه تخت کاربردهاي عملی 
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و صنعتی زیادي دارد و حل تحلیلی براي این نوع 

ریان تا کنون ارائه نشده است و تنها تحقیقات ج

هاي مستقیم  انجام شده بر مبناي شبیه سازي

) صورت پذیرفته است و این شبیه DNSعددي (

ها بر مبناي چهار مدل توربولانسی رایج  سازي

و مدل تنش رینولدز  K ،Kجبري، 

هاي زیادي در  . هنوز هم بحث]19, 16[باشد می

هاي تشابهی لایه مرزي آشفته بر  مقالات براي حل

ر وجود روي صفحه تخت بدون یا وجود گرادیان فشا

ها نه تنها مفید براي فهم بهتر  دارد. دانستن این حل

فهماند که  مفاهیم توربولانسی است بلکه به ما می

براي نتایج آزمایشگاهی مانند تونل باد تا چه حد 

. در ]12[توان مدل با مقیاس مشخص ساخت می

این مقاله روشی تحلیلی براي حل جریان لایه مرزي 

آشفته روي صفحه تخت بدون در نظر گرفتن 

گرادیان فشار ارائه شده است. براي حل از معادلات 

لایه مرزي آشفته با میانگین گیري رینولدز استفاده 

معادلات ) نیز در tکردیم که لزجت توربولانسی (

ظاهر گردید. به کمک مدل توربولانسی طول 

) را مدل نمودیم. با توجه به tاختلاط پرانتل (

مقادیر تجربی طول اختلاط که توسط کیز و 

شود که  ارائه شده است. مشاهده می  ,]20[اندرسون

l در نزدیکی دیواره متناسب باy  (فاصله از دیواره) و

2پس از آن متناسب با 

1

y باشد. می  

این انتخاب معادله دیفرانسیل بدست آمده از حل  با

تشابهی را با روش رانک کوتا وشوتینگ حل نموده و 

هاي سرعت، تنش برشی دیواره و  در نهایت پروفیل

  اي را محاسبه نمودیم. ضریب اصطکاك پوسته

  

  معادلات حاکم: -2

در این بخش معادلات لایه مرزي آشفته آورده 

غیر قابل تراکم در طول شود. براي لایه مرزي  می

یک صفحه تخت بدون در نظر گرفتن گرادیان فشار 

استوکس متوسط گیري شده  - معادلات ناویر

رینولدز در یک جریان آشفته به صورت زیر نوشته 

  ]16, 12, 9[شود. می

( )

( ) ( )

u v

x y

u u u
u v uv

x y y y


 
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  شود: فرم تنش رینولدز را به صورت زیر تعریف می

)(
y

u
)y(vu t 3





  

توان  ) می2) در معادله (3معادلات ( با جایگذاري

  نوشت:

)()
y
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y

u
(

yy

u
v

x

u
u t 4




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
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


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


















  

که ترم تنش رینولدز ترم اضافی است که در 

  شود.مرزي آرام ظاهر نمی  معادلات لایه

توان بر حسب طول اختلاط  لزجت توربولانسی را می

  ]16, 9[پراندتل به صورت زیر بیان کرد

)(
y

u
lt 62






  

را براي حل تشابهی با توجه به تغییر متغیرهاي زیر 

  گیریم: تابع جریان به صورت زیر در نظر می











 

)(
)x(g

y

)()(f).x(g.U

8

7

f)(و  xتابعی از فقط متغیر  g)x(که    تابعی از

  باشد. می فقط متغیر 

معادل توان روابط  ) می8) و (7با توجه به روابط (

  ) بدست آورد:5زیر را براي ترمهاي معادله (
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9
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11

12

2
132 2

) به 8) و (7) با تغییر متغیرهاي (5ترم آخر معادله (

  شود: صورت زیر نوشته می

( ) ( . ( )) ( )
( )

t

Uu
l f

y y g x
 


  


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2
2 2

3
14

  

) 5) در معادله (14) الی (9با جایگذاري روابط (

  توان نوشت: می

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

U Ug x
U f f f l f

g x g x g x



 



 
    



2
2 2 2

3
15

  

همانطور که ذکر شد لایه مرزي به دو بخش داخلی 

شود که هر یک از آنها مقیاس  و خارجی تقسیم می

بندي خاص خود را دارد. مقیاس بندي لایه مرزي 

آشفته بدون گرادیان فشار تا کنون توسط 

دانشمندان زیادي ارائه شده است از جمله ون 

و روتا 1938) و  میلیکال (1930کارمن (

) . با توجه به 1956) و کلوز (1954وژر (،کل1950(

منحنی تجربی طول اختلاط که توسط اندرسون و 

ارائه شده است، به نظر می رسد رابطه اي ]20[کیز 

  به فرم زیر می تواند وجود داشته باشد:

( ) ( )nl y
a

 
 16

  

  از این منحنی نتایج زیر را  استخراج نمودیم:

/
( )

/

y if y
l

y if y



 

 

  

1

2

0 0 1
17

0 1

  

( ) . ( )n n ny
l a l a y 


  2 2 2 2 2 18

  

  داریم:) 18) در (8با جایگذاري رابطه (

. ( ). ( )n n nl a g x 2 2 2 2 2 2 19

  

توان  ) می15) در معادله (19با جایگذاري رابطه (

  نوشت:

( ). ( )

( ) ( ) ( )n n n

U g x g x
f f f

U
g x a f



 
 



 


 


 


2 1 2 2 2 2 2 0 20

  

بایست ضرایب این معادله تابع  براي حل تشابهی می

x دهیم: نبوده و ثابت باشند لذا قرار می  

)(
.

)(
)().(

21
2

1


 


U

x
xg

xgxgU 



  

دو قسمت ) به 17اکنون میدان حل مطابق رابطه (

  شود: تقسیم می

  )1nالف) نزدیک دیواره (

)ylyl( 

 
بصورت  1n) براي 20و معادله ( /410که  

  آید: زیر در می

)()f(.
U

)x(gfff 220222 






 

  

  توان نتیجه گرفت: ) می8طرفی طبق رابطه ( زا

)(
)x(g

2399




  

  یا به عبارتی:1fجائیست که در آنجا  99که 

99099 /)(f   
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) و تعریف 22) در (23با جایگذاري (
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ب) کمی دورتر از دیواره  10/y )
2

1
n(  و

  ) در این حالت خواهد شد:20معادله (

. ( ) ( )
U

f f f a f



 
 

    


2 2 0 25

  

از طریق فیت کردن کردن معادله بر منحنی  aکه 

  بدست آمد. /130طول اختلاط اندرسون و کیز 

معادلات دیفرانسیل غیر  )25) و (24دو معادله (

خطی تشابهی براي لایه مرزي آشفته هستند توجه 

  داریم که:

. ( ). .
Re .

. Re ( )x

U g x UU x

U


  

  



 



  



99 99

99

2

2 26
  

  

شود که ضرائب  ) مشخص می26با توجه به رابطه (

معادله دیفرانسیل غیر خطی تشابهی لایه مرزي 

) بر 25و  24آشفته با گرادیان فشار صفر( معادلات 

  می باشد.xReحسب 

  

  الگوریتم حل مسأله - 2-1

همانطور که گفته شد معادله حاکم بر جریان 

بصورت زیر بوده که با استفاده از روش رانک کوتا 

  شود: حل می ]22, 21[وشوتینگ

/ ( )

ex

ex

f f R f
f

R f

y
if

 

 
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/ ( )

ex
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f f a R f
f

a R f

y
if



 



  
 



 

2 2
99

2
99

2

1 2 2

0 1 1 28

  

1با شرایط  )(f  0و)0()0(  ff

جائیست که در آنجا  99.لازم به یادآوري است که 

f   410کند.  میل می 1به سمت/ و با توجه

به منحنی تجربی طول اختلاط آندرسون و کیز 

]20 [a=0/13  28و  27می باشد. با حل معادلات  

با روش تکرار وشوتینگ به ازاي هر عدد رینولدز 

)(0f  99و .مربوط به آن بدست می آید  

0f)(بدست آوردن   کند  فراهم می این امکان را

که بتوان تنش برشی و یا ضریب اصطکاك را 

) و جایگزینی 12محاسبه نمود. با استفاده از رابطه (

  :xg)() براي 21از رابطه (

( )
( )

( ) ( ) ( )
.

Uu
f

y g x

U U
f f

xx

U

  








 




  



 

0

3

0

0 0 29
22

  و

( )
( )

Re

f

x

C f

U



 


 0

2

0
30

2 2

  

بنابراین به ازاي یک عدد رینولدز دلخواه معادلات 

) با شرایط مرزي معلوم با استفاده از 28) و (27(

، وروش تکرار و f'')0(روش شوتینگ با حدس 

(بقسمی که  99سعی و خطا براي یافتن 

99.0)(' 99 fشوند. واضح است که به ) حل می

هاي  99و  f'')0(ازاي اعداد رینولدز مختلف 

 99توان  مختلف بدست می آید. به این ترتیب می

  بدست آورد. xReرا بر حسب 
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  نتایج: - 3

به ازاي اعداد رینولدز مختلف مساله حل و نتایج 

) پروفیل سرعت 1لازم استخراج گردید. شکل (

بعد شده  بی
U

u  بر حسب


 y


99

به ازاي  

,رینولدزهاي مختلف  , , , 8 7 7 6 610 5 10 10 5 10 10

, 9 810 5   دهد. را نشان می 10

  
بعد شده در رینولدزهاي  پروفیل سرعت بی :1شکل 

  مختلف

  

) توزیع سرعت به ازاي رینولدزهاي 2در شکل (

,مختلف  , , , , ,  9 8 8 7 7 6 610 5 10 10 5 10 10 5 10 را بر  10

حسب 


y
و مقایسه آن با توزیع سرعت توان  

7

1

شود با  دهد. همانطور که مشاهده می نشان می

افزایش عدد رینولدز سرعت در هر 


y
ثابت افزایش  

یابد همچنین شیب سرعت روي دیواره نیز  می

یابد که این به معنی کاهش ضریب  افزایش می

  باشد. اصطکاك دیواره می

Re=106 

  

Re=5×106

 
Re=107

  
Re=5×107

  
Re=108 
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Re=5×108 

 
Re=109

 
توزیع سرعت به ازاي رینولدزهاي مختلف در  :2شکل 

مرزي درهم و مقایسه آن با توزیع سرعت   داخل لایه

توان 
7

1  

  

مشاهده می شود با افزایش عدد رینولدز همپوشانی 

حل عددي با حل تجربی بیشتر می شود که این 

که حل هاي شبه خود بیانگر این موضوع است 

تشابهی در حل مسائل جریان سیال حتی در 

محدوده اعداد رینولدز بالا نیز از دقت بالایی 

  برخوردار است.

  داریم: 99همچنین طبق تعریف 

( )
( ) Re. xg x xx

U

  
 





   99 99

2
31

2

  

که خود تابع عدد رینولدز  99بنابراین با داشتن 

توان  است می
x


  را محاسبه نمود. 

)مقادیر  1جدول  )f  و  0
2
fC  محاسبه شده از رابطه

  دهد: ) را نشان می30(

)) مقادیر 1جدول ( )f  در اعداد رینولدز مختلف  0

fCو 

2
  مربوطه. 

fC

2  

)0(f   xRe
  

310052 /  9032 /  
610  

3103591 /  7956 /  
710251 /  

41094669 /  9214/  
8101251 /  

410447 /  2935 /  
9101251 /  

4102696 /  6962/  
9105  

4109234 /  7155 /  
10105  

4109423 /  2394 /  
11105  

410683 /  2552 /  
12101251 /  

41080242 /  21401/  
1310251 /  

  

تجربی ضریب اصطکاك  یکی از معتبرترین روابط

  ]25رابطه زیر است: [

/
( )

[ln ( / Re )]

f

x

C


2

0 455
32

2 0 06  
)، مقایسه نتایج بدست آمده از مدل و 3در شکل (

دهد که تطابق بسیار خوبی  رابطه فوق را نشان می

  برقرار است.

اي  توان رابطه ) می1چنین با استفاده از جدول ( هم

(و  log(Re)خطی بین 
C

log( f

2
بدست آورده و  

  رابطه بین آنها را بیان نمود:

.

/
( )

R e

f

x

C


0 11 8 1

0 00 939 7
33

2  
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مقایسه نتایج بدست آمده از مدل با فرمول : 3شکل 

  تجربی

  

)log() رابطه 4شکل ( 99  را بر حسبlog(Re) 

 Curve fittingدهد که با استفاده از  نشان می

آید که با قرار دادن  بدست می 99اي براي  رابطه

  آید: ) رابطه زیر بدست می31آن در رابطه (

/

/
( )

Re xx




0 082

0 13
34

  
  

) رسم شده است. دیده 5این معادله در شکل (

 اي از اعداد رینولدز  شود که در طیف گسترده می

  است.  x/910متناسب با 

بعنوان روابط پیشنهادي این مقاله  34و  33روابط 

  ارائه می شود.

بر حسب عدد رینولدز به منظور  99رابطه بین  :4شکل 

  محاسبه ضخامت لایه مرزي

  

  

تغییرات  :5شکل 
x


  بر حسب عدد رینولدز 

  

  گیري: نتیجه - 4

، f)(اگرچه معادله دیفرانسیل بدست آمده 

 xReمعمولی است اما داراي ضریب غیر ثابت 

باشد که این مساله ما را از داشتن یک رابطه  می

عمومی (مانند رابطه بلازیوس در جریان آرام بر روي 

صفحه تخت که مستقل از عدد رینولدز است) 

. اما در عوض روش حل براي ]23[نماید محروم می

تر و  بدست آوردن توزیع سرعت بمراتب ساده

تر از حل معادلات اصلی حرکت (پیوستگی و  آسان

  مومنتم) خواهد بود.

عدد رینولدز بعنوان یک پارامتر در معادلات ظاهر 

) کاملاً مشخص 2( شده و این موضوع در شکل

  است.

اگر بپذیریم که طول اختلاط پرانتل که بصورت 

بدست آمده  ]20[تجربی توسط اندرسون و کیز 

براي طیف وسیعی از اعداد رینولدز معتبر است 

توان به نتایج بدست آمده از مدل تا حد بسیار  می

توان از  بالایی اعتماد کرد. اگر چه این اعتماد را می

طریق مقایسه نتایج تجربی ضریب اصطکاك و مدل 

  )) تا حد زیادي بدست آورد.3(شکل(
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توزیع سرعت توان 
7

1
اي از اعداد  فقط در محدوده 

96رینولدز  1010  Re  با نتایج ما سازگاري دارد

هاي سرعت از  و در اعداد رینولدز بالا انحراف پروفیل

پروفیل سرعت توان 
7

1
ي  شود. این نتیجه افزوده می 

ضریب اصطکاك بدست آمده از جدیدي نیست زیرا 

طریق توزیع توان 
7

1
در رینولدزهاي بالا با نتایج  

  کند. مغایرت پیدا می ]24, 16[تجربی 

گونه  خوشبختانه مشاهده شد که در این مدل، هیچ

محدودیتی در عدد رینولدز وجود ندارد بعبارت دیگر 

تر از رینولدز بحرانی  اد رینولدز بزرگبراي کلیه اعد

  دهد. مدل بخوبی پاسخ می

یکی از نتایج شاخص این مدل استخراج ضریب 

اي بصورت تابعی از عدد رینولدز  اصطکاك پوسته

) بیان گردید که صحت این 33است که در معادله (

) و 3رابطه از مقایسه آن با نتایج تجربی در شکل(

وه بر آن یک رابطه ) بخوبی مشهود است. علا4(

) 34مرزي طبق فرمول (  مشابه براي ضخامت لایه

  بدست آمد.

 xاز آنجا که حل تشابهی به معناي عدم وابستگی به 

است، این روش نیاز به اطلاعات بالادست جریان یا 

بعبارت دیگر جریان آرام ابتداي صفحه ندارد. و 

چنین این حل تشابهی نیاز به اطلاعات  هم

جریان نیز ندارد. و فقط تابعی از عدد دست  پایین

رینولدز محلی است که حل، در آن مقطع انجام 

هاي مهم این روش  گیرد. و این یکی از برجستگی می

  باشد. می
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  ضمیمه:

تغییر متغیرهاي زیر را براي حل تشابهی با توجه به 

  گیریم: تابع جریان به صورت زیر در نظر می
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) با تغییر متغیرهاي 7همچنین، ترم آخر معادله (

  شود: نوشته می) به صورت زیر 12) و (11)، (10(
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) در 20) الی (13در نتیجه، با جایگذاري روابط (

  توان نوشت: ) می8) و (7معادلات (
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  داریم:
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همانطور که ذکر شد لایه مرزي به دو بخش داخلی 

شود که هر یک از آنها  و خارجی تقسیم می

  را دارد.بندي خاص خود  مقیاس

)27(  
 ( )nl y

a
 
  

  

یک  aباشد و  ضخامت لایه مرزي می که در آن 

) نتیجه 27باشد. با مقایسه معادله ( پارارمتر ثابت می

  گیریم که: می
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 شود: ) به فرم زیر نوشته می27در نتیجه معادله (
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  ) داریم:29) در (11با جایگذاري رابطه (
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