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  مقدمه -1
ساده و بدون جهت با مجموعه رئوس  یگراف 퐺د یفرض کن

از گراف  푥 باشد. درجه رأس 퐸 يهاالیو مجموعه  푉 یناته
퐺  که آن را با نمادdeg (푥) م عبارت است از یدهینشان م

 یبر آنها واقع است. گراف کامل گراف 푥که رأس  ییهاال یتعداد 
푥هر  ياست که به ازا ∊ 푉(퐺) ،deg(푥) =

|푉(퐺)| − و  푥ن هر دو رأس یر بین مسی. طول کوتاهتر 1
푦  را با نماد푑(푥,푦) رأس  و آنرا فاصله دو  میدهینشان م푥 
م یدهینشان م 푑푖푎푚(퐺)را با  G. قطر گراف مینامیم 푦و 

  م:یکنیف میر تعریو به صورت ز
.푑푖푎푚(퐺) = max{푑(푥, 푦)|푥, 푦 ∊ 푉(퐺)}  

 푅در  푎 کدار باشد. عضو یو  ییک حلقه جابجای 푅د یفرض کن
وجود داشته باشد  푅در  ي푥م هر گاه ییومن منظم گویرا فون ن

푎که یبطور = 푎2푥 حلقه .푅 م هر ییومن منظم گویرا فون ن
ومن منظم باشند. مجموعه  یآن، فون ن يگاه همه عضوها

  فون يعضوها
م. گراف یدهینشان م 푉푛푟(푅)را با  푅 يومن منظم حلقه ین

퐺را که با  푅ومن منظم حلقه یفون ن (푅) میدهینشان م 
ف شد یر تعریبصورت ز یو صاحب يتوسط جعفر 2018در سال 

است که رئوس آن همه   یگراف ومن منظمی. گراف فون ن]1[
در آن  푦و  푥 ياست و دو رأس مجزا 푅حلقه  يعضوها

푥مجاورند اگر و فقط اگر  + 푦 ∈ 푉푛푟(푅)  .  
  ی کیتوپولوژ يهاف کننده یکه جزو توص یکی توپولوژ يهاشاخص

بات  یترک  یمولکول يهاهستند که از گراف  يباشند، اعدادیم
ه درجه و فاصله  یها بر پان شاخصیشوند. ایحاصل م ییایمیش

نشان دادن روابط  ي باشند که بطور گسترده برایها مدر گراف 
روند. یبکار م ییایمیو ش یکیزیو خواص ف ین ساختار مولکولیب

 يک گراف، مقدار عددی یکیشاخص توپولوژ  یاضیاز نظر ر
از  یشود و معرف بعضی است که به آن گراف نسبت داده م

ک و یباشد. تا کنون صدها شاخص توپولوژیخواص آن م
دا  شده است. یو علوم نانو پ یمیاز آنها در ش ياد یز يهاکاربرد

در  يولوژیو ب یمیدر ش یکیتوپولوژ يهان کاربرد شاخصیاول
نر ی. شاخص و  2نر انجام شدیتوسط پروفسور و  1974سال 

هاست ن شاخصیتریمین و قدیترکه از  معروف Gگراف 
  شود:یف میر تعریبصورت ز

  
푊(퐺) = 푑(푥,푦)

{ , }⫃ ( )



 يهاتوان به شاخصیگر می ک دیتوپولوژ يهااز جمله شاخص
ر  ی، اشاره کرد که بصورت ز4و 3زاگرب نوع اول، دوم و سوم 

  شوند:یف میتعر
푀1(퐺) = 푑푒푔2(푥)

∈ ( )

 

푀2(퐺) = deg(푥) deg (푦)
∈ ( )

 

푀3(퐺) = | deg(푥)− deg (푦)|
∈ ( )

 

توسط  1975ن بار در سال یاولG ک از گراف یشاخص رند
  .5شد ف یر تعریک بصورت زیرند

χ(퐺) =
1

deg(푥) deg (푔)∈ ( )

 

 یک یتوپولوژ يم که شاخص هاین مقاله بر آن شدیلذا در ا
نر ینر و ویو نر، ابریک، ویزاگرب اول، دوم و سوم ، رند

퐺معکوس گراف  (ℤ رئوس و بر اساس درجه  را (
  م.یفواصل آنها محاسبه کن

  ازهایش نیپ - 2
ا و یمقاله، ابتدا قضان یدر ا یج اصلیبه منظور اثبات نتا

퐺گراف   ير را برایز يهاگزاره  (푅) م.یکنیثابت م  
کدار  یو  ییک حلقه جا به جای Rد یفرض کن :1- 2ه یقض

2푥اگر   باشد.  ∉ 푉푛푟(푅)     آنگاهdeg(푥) =
|푉푛푟(푅)|  2 و اگر푥 ∈ 푉푛푟(푅)آنگاه ، deg(푥) =

|푉푛푟(푅)|− 1.  
  نصورتیاز حلقه باشد. در ا يعضو 푥 د یاثبات: فرض کن 
푥 + 푅 = 푅. هر  ين برایرایبناv  در푉푛푟(푅)    عنصر

푥 که یوجود دارد بطور푥 + 푥 =v بوضوح .푥  بطور
2푥د یشود. ابتدا فرض کنین مییتع vمنحصر بفرد با  ∉

푉푛푟(푅)م ین حالت داری. در ا푥 ≠ 푥ن ی. بنابرا푥  با x 
به مجموعه همه عناصر  푉푛푟(푅)از  fمجاور است. لذا تابع 

푓(푥)ف یبا تعر xمجاور با   = 푥  ف یک تابع خوش تعری
ن یک است و بنابرایک به یک تناظر ی  fاست. بوضوح 

deg(푥) = |푉푛푟(푅)|2د ی. حال فرض کن푥 ∈
푉푛푟(푅)2 ي. پس برا푥 ≠ 푣 م یدار푥 ≠ 푣  و푥2 =

푥2 ي. لذا برا푥 ≠ 푣 ،푥  با x  مجاور است. لذا تابعf   از
푉푛푟(푅)     به مجموعه همه عناصر مجاور باx ف یبا تعر
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푓(푥) = 푥 ف است. بوضوح ی ک تابع خوش تعریf   ک ی
  جهیک است. در نتیک به یتناظر 

deg(푥) = |푉푛푟(푅)| − 1.  
푅م یدهین پس قرار میاز ا = ℤ  و퐺 =

퐺 (ℤ)م:ی، دار ]6[از  3ه ی. طبق قض  
|푉푛푟(푅)| = 푝 − 푝 1 + 1 

 퐺گراف  يال هایمجموعه  퐸(퐺)د  یفرض کن :2- 2گزاره 
  نصورتیباشد.  در ا

푝اگر  )1( =   آنگاه  2
|퐸(퐺)| = 2 1(2 − 2 1 + 1) − 1  ،  

푝اگر  )2( ≠   آنگاه  2
|퐸(퐺)| = 1

2 (푝 − 푝 1 + 1).  
  که،یاثبات: از آنجائ

|퐸(퐺)| =
1
2 deg(푥)

∈ ( )

=
1
2 ( deg(푥)

2 ∈ ( )

+ deg(푥))
∉ ( )

 

푝اگر  )1( =   آنگاه  2
|퐸(퐺)| =

1
2 (deg(0) + deg(2 1)

+ deg(푥)) 

=
1
2 (2|Vnr(R)|− 1 + (2 − 2)|푉푛푟(푅)|) 

= 2 1(2 − 2 1 + 1) − 1 
푝اگر  )2( ≠  آنگاه  2

|퐸(퐺)| =  
1
2 ( |Vnr(R)|− 1 

| ( )|

1

+ |푉푛푟(푅)|)
| ( )|

 

= 12 |푉푛푟(푅)|(|푉푛푟(푅)| − 1)  
+(푝 − |푉푛푟(푅)|)|푉푛푟(푅)| 

= 1
2 (푝 − 푝 1 + 1). 

 퐸(퐺) يبرا يافراز 퐸3و  퐸1 퐸2، د یفرض کن  :3- 2گزاره 
 کهیباشد بطور

퐸1 = {푥푦 ∈ 퐸(퐺)|2푥, 2푦 ∉ 푉푛푟(푅)} 
 

퐸2 = {푥푦 ∈ 퐸(퐺)|2푥, 2푦 ∈ 푉푛푟(푅)} 
 

퐸3 = {푥푦 ∈ 퐸(퐺)|2푥 ∈ 푉푛푟(푅), 2푦 
∉ 푉푛푟(푅)} 

  :نصورتیدر ا
푝اگر  )1( =  آنگاه  2

|퐸1| = 2 1(2 − 2 1 + 1) − 1 
|퐸2| = 0 
|E3| = 2 − 2 1 

푝اگر  )2( ≠  آنگاه  2

|퐸1| =
푝 1

2  

|퐸2| = (푝 − 푝 1)(
푝
2 − 푝 1 + 1) 

|퐸3| = (푝 1 − 1)(푝 − 푝 1) 
pد  یفرض کن   )١ (اثبات: = 2. 

푥푦اگر  ∈ 퐸3   آنگاه푥 = 푥ا ی  0 = 2 1.  
푥اگر  -الف = 푦آنگاه  0 ∈ 푉푛푟(푅) ن طبق یو بنابرا
|퐸3|  ،1-1ه یقض = |푉푛푟(푅)| − 1 = 2 − 2 1.  
푥اگر  -ب = 2 2푦که ی، از آنجائ1 ∉ 푉푛푟(푅) 

푦 پس ≠ 푥 ی. از طرف 0 + 푦 ∈ 푉푛푟(푅)  پس(푥 +
푦, 2 ) =   :فرد است. لذا yن یبنابراو  1

|E3| = |푉푛푟(푅)| − 1 = 2 − 2 1. 
푥푦  اگر ∈ 퐸2    آنگاه푥 = 푦 و  0 = 2 ن یو بنابرا 1

푥 + 푦 ∉ 푉푛푟(푅) ک تناقض است.ین یو ا  
푥푦 اگر ∈ 퐸1   2-2، آنگاه طبق گزاره،  

|퐸1| = |퐸(퐺)| − (|퐸2| + |퐸3|)
= (2 1(2 − 2 1 + 1))− 1 

푝د ی)  فرض کن2( ≠ 2 .  
푥푦اگر  ∈ 퐸1 2)نصورت یدر اx, p ) ≠ و    1

(2푦, p ) ≠ 푝چون و  1 ≠ ,x)پس  2 p ) ≠ و  1
(y, p ) ≠ 푥). لذا 1 + 푦, p ) ≠ 푥و چون  1 +
푦 ∈ 푉푛푟(푅)  پس ،푥 + 푦 = |퐸1|.  لذا  0 =

| ( )|
2 =

1

2.  
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푥푦اگر  ∈ 퐸3   2) نصورت یدر ا푥, p ) ≠ و  چون  1
푝 ≠ ,x)ن یرایبنا  2 p ) = ,2푦) ی. از طرف 1 p ) =

  پس 1
(y, p ) = 푥که ی. از آنجائ1 + 푦 ∈ 푉푛푟(푅)   پس

(x + 푦, p ) = 푦ن یو بنابرا 1 ≠   . لذا 0
|퐸3| = (푝 − |푉푛푟(푅)|)(|푉푛푟(푅)| − 1)     

(푝 1 − 1)(푝 − 푝 1)=     
푥푦اگر  ∈ 퐸2 2-2ق گزاره پس طب،  

|퐸2| = |E(G)|-(|퐸1| + |퐸3|) 
= (푝 1 − 1)(푝 − 푝 1) 

هر  يک عدد اول باشد. آنگاه برای  pد یفرض کن :4- 2ه یقض
푥, 푦   درℤ  ،푑(푥, 푦) ≤ 2 .  

훼اثبات: اگر  = ن فون یدان است و بنابرایک می ℤآنگاه 1
جه یک گراف کامل است و در نتی 퐺ومن منظم است. پس  ین

  هر يبرا
푥, 푦  م یدار 푑(푥, 푦) = 1.  

훼اگر  ≠ 푑(푥,푦)و   1 ≠ x)پس  1 + 푦, p ) ≠ 1.  
,x)اگر  -الف p ) ≠ ,푦)و   1 p ) ≠ x)پس   1 +

1̅, p ) = 푦)و  1 + 1̅, p ) = ال ی 푥1̅و 푦1̅ . لذا 1
,푑(푥ن یخواهند بود. بنا بر ا 퐺از گراف  ییها 푦) = 2.  
,x)اگر  -ب p ) = ,푦)و 1 p ) ≠ x). چون  1 +

푦, p ) ≠ 푝|푥پس   1 + 푦  که یو از آنجائ푝|푦  جه ینت
  ک تناقض است.ین یو ا 푝|푥م  یریگیم
,x)اگر   -ج p ) = ,푦)و   1 p ) = 2푥)، آنگاه  1 +

푦, p ) = 2푦)و 1 + 푥, p ) = 푥푢,푢푦پس  1 ∈
퐸(퐺)  که در آن푢 = 푥 + 푦 ن یبنابرا푑(푥, 푦) = 2. 

푅اگر  :5- 2جه ینت = ℤ  و  훼 ≠   آنگاه   1

푑푖푎푚(퐺) = 훼و اگر  2 = 푑푖푎푚(퐺)آنگاه  1 = 1.  
  ج و بحثینتا - 3

 퐺اول، دوم و سوم گراف  زاگرب يشاخص ها :1- 3ه یقض
  عبارتند از:

푀1(G) = (p − p 1 + 1)(푝 − 푝 1)2

+ (p 1 − 1)(p − p 1 + 1); 
푝اگر  =   آنگاه : 2

푀2(G) = |E3|(2 − 2 1)(2 − 2 1 + 1)
+ |E1|(2 − 2 1 + 1)2; 

푝اگر  ≠   آنگاه:  2

푀2(G) = |E1|(p − p 1 + 1)2

+ |E3|(p − p 1 + 1)(푝
− 푝 1)
+ |E2|(p − p 1)2; 

푀3(G)  و  = |E3| .  
  که ،ییاثبات: از آنجا

M1(G) = deg2(x)
∈ ( )

= deg (x)
∈ ( )

+ deg2(x)
2 ∉ ( )

; 

M2(G) = deg(x)
∈ ( )

deg(푦)

= deg(x)
∈

deg(푦) 

  و 
M3(G) = |deg(x) − deg (y)|

∈ ( )

= |deg(x)
∈

− deg (y)| 
  ، اثبات کامل است.3-2و گزاره  1-2ه یطبق قض

  عبارت است از: 퐺ک گراف یشاخص رند :2- 3ه یقض
푝) اگر 1 =   آنگاه: 2

χ(퐺) =
|E |

(2 − 2 )(2 − 2 + 1)

+
|E1|

(2 − 2 1 + 1) 
푝) اگر 2 ≠   آنگاه:  2

χ(퐺)

=
|E1|

(p − p 1 + 1) +
|E2|

(푝 − 푝 1)

+
|E3|

(p − p 1 + 1)(푝 − 푝 1)
. 

  که ،ییاثبات: از آنجا
χ(퐺) =

1
deg(푥)deg(푦)∈ ( )

=
1

deg(푥)deg(푦)∈

3

1
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  ، اثبات کامل است.3-2و گزاره  1-2ه یطبق قض
  عبارت است از: 퐺نر گراف یشاخص و  :3- 3ه یقض

1( 푊(퐺) = αاگر  1 = 푝و  1 = 2. 

2( 푊(퐺) = ( 1)
αاگر  2 = 푝و   1 ≠ 2. 

3( 푊(퐺) = (2 − 1)2 − 22α 2 + 2 1 
αاگر  ≠ 푝و   1 = 2. 

4( 푊(퐺) =
1 1

2 (p + p 1 − اگر  (1
α ≠ 푝و   1 ≠ 2. 

  که ،ییاثبات: از آنجا
푊(퐺) = 푑(푥, 푦)

{ , }⊆ ( )

= 푑(푥, 푦)
∈ ( )

+ 푑(푥, 푦)
∉ ( )

 

= |퐸(퐺)| + 2 푝
2 − |퐸(퐺)|  

  ، اثبات کامل است.4-2ه یو قض 2-2طبق گزاره 
نر یاز شاخص و  یعی، توس[8]ش ن و همکاریکلا 1995در سال 

  کردند: یر معرفینر را به صورت زیو ابر به نام شاخص 

푊푊(퐺) =
1
2 푊(퐺) + 푑2(푥,푦)

{ , }⊆ ( )

 

  عبارت است از: 퐺نر گراف یو ابر شاخص  :4- 3جه ینت
1( 푊푊(퐺) = αاگر   1 = .و  1 푝 = 2 

2( 푊푊(퐺) = ( 1)
αاگر  2 = 푝و   1 ≠ 2. 

3( WW(G) = 22α + 2 1 − 3 × 2 + 2 
α اگر ≠ 푝و  1 = 2. 

4( 푊푊(퐺) = (푝 − 1) 2 + 푝 1 − 1 
نر معکوس ی، شاخص و  [7]ن و همکارانش ابلاب 2000در سال 

  کردند: یر معرفیرا به صورت ز
Λ(G) =

1
2푛(푛 − 1)푑푖푎푚(퐺) −푊(퐺) 

.که ییجا 푛 = |푉(퐺)| 

  عبارت است از: 퐺نر معکوس گراف یشاخص و : 5- 3جه ینت
1( Λ(G) = αاگر  0 = 1. 
2( Λ(G) = 22α 2 + 2 − 2 1 − اگر  1

α ≠ .و  1 푝 = 2 

3( Λ(G) = (푝 − 1)
1 1

اگر  2
α ≠ 푝و  1 ≠ 2. 

훤1د  یفرض کن :6- 3مثال  = G (ℤ4)  و  
훤2 = G (ℤ9)  ر ینصورت مقادیدر ا).   2و  1( شکل

نر یابر و  نر و یک، و ی، رند، سوم دوم ، اول زاگرب  يشاخص ها
  ر است:یبصورت ز 훤2و 훤1  يگراف ها

  

Λ WW  W Χ 푀3 푀2 푀1 Index  

19  46  37  69/4  4  55  95  Γ1 
28  52  44  243/2  12  1093  226  훤2 
 

G 
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