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 مقدمه - ۱
در  ينقش مهم يهندس يبردار يدان هايمطالعه م
۱انوي ،[1]ل دارد. در يفرانسيهندسه د

 يهادانيمفهوم م †
)ن يفلد آفيک مني يبردار متقارب بر رو , )M  . سپس

۲کليبر 
را  يهندس يبردار يهادانين نوع از ميا  انويو  ‡

۳تايچو – يبا توجه به التصاق لو يمانيدر هندسه ر
§، 

نفلد يک مي (M,g) دي. فرض کن[2]مطالعه کردند 
متقارب  X يدان برداريصورت م نياست. در ا يمانير

و  يانيگراد يدان برداريک مي Xاست اگر و فقط اگر 
ل ين تابع پتانسآباشد که در  ۲ب تجانس يمتجانس با ضر

 يعيم طبيک تعمينسلر ياست. هندسه ف X مجذور طول
متقارب در  يبردار يهادانياست. م يمانيهندسه ر

طور گسترده مورد مطالعه قرار ن بهينسلريچارچوب ف
د). فرض يني] را بب۵]، [۴]، [۳عنوان مثال، [اند (بهگرفته

و  يت افقانيب مشتقات کواريبترت »«.و » ;«د يکن
) التصاق کارتان يعمود , , )i i i

j k k j kC F N C  فلديمن 
) نسلريف ) ,  M F م کهيدهند. فرض کنيرا نشان م

( )iX x در يدان برداريک مي  ( ) ,  M F است . 
۴]، ماتسوموتو۶در [

۵يگوچيو ا**
††

دان يدان را مين ميا 
  ر صدق کند:يدند، اگر در روابط زيمتقارب نام ياربرد

; ,i i
j jX                                                )۱(  

. 0.i
jX                                                 )۲(  

 
انت وابسته ير معادل از مشتق کوارتوان بطوين ميهمچن

متقارب  يبردار يهادانيف ميتعر يبه التصاق بروالد برا
 Fنسلر يالتصاق کارتان متر ف  ]. هرگاه۷استفاده کرد [

در نظرگرفته شده باشد،  VTM کلاف قائم يباشد که رو
متقارب است اگر و  X يدان برداريآنگاه بطور معادل م

  قط اگرف
0,)( )()(

 XYXTMY YvYh . 
  

  رکلاف قائم و يز ير رويب تصويبه ترت ,vh که در آن
  

                                                
1. K .  Yano 
2. F .  Brickell   
3. Levi-Civita 
4. M .  Matsumoto   
5. K .  Eguchi 

HTMVTMTTMه ينسبت به تجز يافق 0  .است  
) و يبردار يک فضاي V د کهيفرض کن )ix  چارت

ک نرم ي Fد يباشد. فرض کن V ياستاندارد رو
 يدان بردار شعاعياست. سپس، م V يرو ينکوفسکيم

i
iX x
x





) يدان بردار متقارب رويک مي  , )V F 

ک دو يزوتروپيبروالد ا يلاندزبرگ و مترها يمترها است.
دهند.  يل ميرا تشک ينسلريف يطبقه مهم از مترها

افته ي ميلاندزبرگ تعم يمترها يو برزگر يبي، طيتازگ به
) افته باي ميبروالد تعم يو مترها , )  - مترها را

 ].۹، ۸کرده اند[ يبررس
)کلاس  , ) -  ياز مترها يک کلاس غنيمترها 

] مراجعه ۱۱، ۱۰شتر، به [يات بيجزئ ينسلر است (برايف
دان بردار يک ميرنده يست که مسئله پذا يعيد). طبيکن

نسلر را مطالعه يمتر ف يهان کلاسيا يمتقارب بر رو
بروالد  يم که مترهايکن يتر، ما ثابت مقيم. دقيکن

) اي يمانير ريک غيزوتروپيا , ) - چ ي، هيمانير ريمترغ
و  ۳.۴ يهاهيکند (قضيمتقارب را قبول نم يدان برداريم
 - L نسلريم که متر فيکنين ثابت مي) و همچن۳.۶

متقارب به متر  يدان بردايک ميرنده يافته پذيکاهش 
 ).۳.۱ه يابد (قضييلاندزبرگ کاهش م

  
  مباحث اوليه - ۲

د. باشی بعد - C ،n فلديک مني M د کهيفرض کن
x مماس در يفضا M را با xT M و کلاف مماس
M را با x M xTM TM ک متر يم. يدهينشان م

:تابع  M ينسلر رويف [0, )F TM    است که
  ر است:يزخواص  يدارا

۱ .F  0روي : {0}TM TM  ،C است.  
۲ .F روي تارهاي کلاف مماس TM ، همگن از درجه

  .مثبت يک است
xyبراي هر. ۳ T M فرم مربعي yg زير روي 

xT Mمثبت معين است.  
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x د کهيفرض کن M  و: |
xx T MF F يو برا 

، xF يدسير اقليغ يژگيو يريگاندازه
RIMTMTMTC xxxy :  که  

0

( , , ) :

1 ( , ) | ,
2

, , .

y

y tw t
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u v w
d u v
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u v w T M
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 م. خانوادهيکنيف ميرا تعر

0
: { }y y TMC C  تاب

 شناخته شده است که يشود. به خوبيده ميکارتان نام
0C اگر و فقط اگر F يباشد. برا يمانير 
0xy T M نيانگيکارتان م تاب yI را بصورت 

( ) : ( ) i
y iu I y uI که : jk

i ijkI g C م. يکن يف ميتعر
که با  ييف معکوس چرخان با استفاده از جايتعر يبرا

۱کهيه دياستفاده از قض
‡‡، F است اگر و فقط اگر يمانير

0y I.  
0ijkL است هرگاه يلاندزبرگ ييفضا  يکه انحنا 

; با يلاندزبرگ
s

ijk ijk sL C y شود. يمشخص م
افته يکاهش  - L نسلريف يبعد -n ين فضايهمچن

ر نوشته يصورت زب ijkL لاندزبرگ ياست هرگاه انحنا
  شود:

1 { },
1ijk ij k jk i ki jL h J h J h J

n
  


          )۳(  

 
0; که

r
i ir iJ L I .  

) نسلريک متر فيک يزئودز يهايمنحن , )F F x y 
ل يفرانسيستم معادلات ديتوسط س، M فلد همواريمن يرو

 مرتبه دوم
2

2 2 , 0( )
i

id x dxG x
dt dt

  شود يمشخص م

) يکه توابع موضع , )i iG G x y يب اسپريضر 
2 شوند ويده مينام 21 {[ ] [ ] }

4 k l l
i il k

x y x
G g F y F 

) استاندارد يدر مختصات موضع , )i ix y درTM ،دان يم
2 يبردار ( , )i i

i iG y G x y
x y
  
 

 F ياسپر 

  ].۱۲شود [يده مينام

                                                
1. Diecke 

0xy يبرا T M ميکنيف ميتعر  
:

( , , ) : |

y x x x x

i j k l
y jkl xi

T M T M T M T M

u v w B u v w
x

  






B

B
 

  و
RIMTMTE xxy :  

  که
3 1: , :

2

i
i m
jkl jk jkmj k l

GB E B
y y y


 
  

. 

 
B  وE لد بروا يبروالد و انحنا يب انحنايرا به ترت

ف يا متر بروالد ضعيمتر بروالد F نامند.ين ميانگيم
فلد ي]. در من0E ]۱۳ اي 0B شود اگريده مينام

در طول هر  يبروالد ثابت شده است که انتقال مواز
 کند.يرا حفظ م ينکوفسکيم يعملگرها يزئودز

) ديرض کنف )iX x يمتقارب بر رو يدان برداريک مي 
۲يچير ينسلر باشد، از اتحادهايفلد فيمن

ر را يط زي، شرا§§
  م:يابه دست آورده

)۴(  0,h
hijkX R   

)۵(  0,h
hijk ijkX P C   

)۶(  0.h
hijkX S   

  
 مي) دار۵نامتقارن هستند از ( i و hدر hijkPچون

)۷(  0.i
ijkX C   

 
 واضح است که

)۸(  ; ; ;0 ;0.
r r

hijk ijk h hjk i hjr ik ijr hkP C C C C C C     
  

 ديتوان د ي) م۲از (
)۹(  ; .h

hjk i ijkX C C   
  

  )۵) در (۹) و (۸از (
)۱۰(  ; 0.h

ijk hX C   
  

) ديفرض کن )iX x انت يکووار يهامشخص کننده مولفه 
 

                                                
2. Ricci 
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iX  .فرم -۱باشند  صورترا به : i
iX y  ف يتعر

 ديم. قرار دهيکنيم
2: i

i i
ym X
F

 .  

  ر برقرار هستند:يشود که روابط زيده ميد يبه آسان
0,j

ij ih X m    

 
2 که i j

ijm g m m  وi ij
jm g m. 

)۱۲(  ; ; ;0 ;0.
r r

hijk ijk h hjk i hjr ik ijr hkP C C C C C C     
  
  متقارب يبردار دانيرش ميپذ - ۳

 -L ينسلريف يفضاها يه کوچک رويک قضي، ما اولاً
ت رد را ثابيپذيمتقارب م يدان برداريافته که ميکاهش 

  م. يکنيم
i ) با۳( با انقباض jX X بدست ۲( استفاده از و (  

i.0م يآوريم j
ij kX X h J  

0kJم يآوري) بدست م۱۲با استفاده از (  .ن رو، ياز ا
  م.يان کنير را بيه زيم قضيتوانيم
  

افته يکاهش  - L يبعد - n نسلريف يفضا. ۳.۱ه يقض
( , )M F  يرد فضايپذيمتقارب م يدان برداريک ميکه 

  لاندزبرگ است.
  م که يدان يما م

)۱۳(  | | | ,{ },i si
jkl sjl k skl j jkl s sjk lB g C C C L     

)۱۴(  | ,
1 { },
2

ij
kl ijl k ijk lE g C L   

  
و  يانت افقينشان دهنده مشتق کوار | و ، که ييجا

ر. ک.  شتريات بيجزئ يالتصاق بروالد هستند (برا يعمود
 –) ۱،۱ک (ي يبرا ] ثابت شده است که۱۳]). در [۱۳[

 يهان التصاقير رابيز يها، ما رابطهijT ينسلريتانسور ف
  ميکارتان و بروالد دار

)۱۵(  | ; ,i i r i i r
j k j k j rk r jkT T T L T L    

)۱۶(  , . .i i r i i r
j k j k j rk r jkT T T C T C    

  
ر يصورت ز) را به۱۳توان (ي) م۱۶) و (۱۵با استفاده از (

 کرد يسيبازنو

)۱۷(  
; ; ; .{ 2

}.

i im s
jkl mjl k mkl j jkl m mjk l msl jk

s s s
mjs lk mks lj jks lm

s s s
sjk ml msk jl mjs kl

B g C C C L C L

C L C L C L

L C L C L C

    

  

  

  

  
j) با ۱۴با انقباض ( k lX X X و۷( )،۲اده از (و استف ( 

  م:ي) دار۱۰(
)۱۸(  0.j k l i

jklX X X B   
  

) ينسلريفلد فيمن. ۳.۲ف يتعر , )M F بروالد  يانحنا
  شود اگر  يده ميک ناميزوتروپيا

)۱۹(  ( ){ },i i i i i
jkl jk l jl k kl j jklB c x F F F F y       

  
)اسکالر از توابع يبعض يبرا )c x يرو M که 

2

ij i j

FF
y y



 

ij و 
ijk k

F
F

y





شود که يثابت م يبه آسان

 ر استيز هم ارز رابطه )۱۹(

)۲۰(  
2

3

( ){2 ( ) }

( ){ }

i m i
jkl jkl jk lm kl jm lj km

i i i
jk l jl k kl j

c xB F C h g h g h g y y
F
c x h h h
F

  

   

  

  

  
j ) با۲۰با انقباض ( k lX X X 2م يدار( ) 0ic x m m  

0c دهديجه ميکه نت  .مين داريبنابرا 
  

از  نسلريک مترفي Fد کهيفرض کن .۳.۳گزاره 
متقارب  يدان برداريک باشد و ميزو تروپيبروالد ا يانحنا

 متربروالد است. F رد. آنگاهيپذيم
، متر بروالد است اگر و Fنسلر يمشخص است که متر ف

  فقط اگر 
)۲۱(  | 0.ijk sC   
  

 يمتقارب رو يدان برداريم X د کهيحال فرض کن
انت ي) مشتق کوار۷آنگاه از ( است. Fک بروالد يمتر
0ijkC مي) دار۲۱) و (۱د با استفاده از (يريبگ يافق . 

 است. يمانير F نيبنابرا
 

بروالد  ينسلر از انحنايمتر ف F ديفرض کن .۳.۴ه يقض
 رد. آنگاهيپذيمتقارب م يدان برداريشد و مک بايزوتروپيا

  

)۱۱(  2 0,i j
ijh X X m   
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F است. يمانيمتر ر  
باشد  يدسيکره واحد اقل يمتر فانک رو  ديفرض کن

  ف شده است:ير تعريکه بصورت ز
nn RIxBTy

x
yxyxyyx

yx 



 )1(_,

)||1(2
),|||(|||,

),( 2

2222   )۲۲(  

 
 يمانير ريک غيزوتروپيمتر بروالد امشخص است که

1 با
2

c  نياست. بنابرا  متقارب  يدان برداريم

راندرز  يه از مترهاژيک مثال ويمترفانک  رد.يپذينم
 رشود اگيده ميمتر راندرز نام Fنسلرياست. متر ف
F   که ،  و يمانيک متر ري  ۱ک ي- 

 يراندرز يد که مترهايتوان ديم يفرم است .به آسان
C-  تانسور کارتان آنها بصورت  يعنيافته هستند يکاهش
  ر است: يز

1 { }.
1ijk ij k jk i ki iC h I h I h I

n
  


               )۲۳(  

  
متر  يمتقارب رو يدان برداريک مي X د کهيفرض کن

F راندرز    با ۲۳( باشد. با انقباض (i jX X  و
0kI مي) دار۱۲استفاده از (  .يعني F است.  يمانير

  م:ين داريبنابرا
  

ک يک متر راندرز باشد و ي F ديفرض کن .۳.۵ه يقض
ک متر ي Fرد. آنگاه يپذيمتقارب م يدان برداريم
  است. يمانير

) از يمثال خاص يراندرز يمترها , ) - ند. متر هست
)ک ي Fنسلريمتر ف , )  - شود هر گاه يده ميمتر نام 
( )F s که  و يمانيک متر ري  ۱ک ي - 

sفرم و  


  و ط يک تابع هموار مثبت با شراي

)هستند. واضح است که  ياهژيمنظم و , ) -  مترها
تانسور کارتان آنها  يعنيافته هستند يکاهش  -C شبه 

  ر است: يبصورت ز

)۲۴(  2{ } ,
1ijk ij k jk i ki i i j k
p qC h I h I h I I I I
n C

   


  

  
p وq مماس هستند و  يفضا يتوابع هموار رو

2 ij
i jC g I I. د کهيفرض کن X يدان برداريک مي 

) يمتقارب رو , ) -  متر( )F sاشد. با انقباضب 
i) با ۲۴( jX X ) 0 ميدار )۱۲و استفاده ازkI  .يعني 
  م:ين دارياست. بنابرا Fيمانير
  

)ک ي F ديفرض کن .۳.۶ه يقض , ) - ر يمتر غ
  رد.يپذيمتقارب نم يدان برداريم Fباشد آنگاه  يمانير
  

ر ي) را بصورت ز۱۴توان (ي) م۱۶) و (۱۵با استفاده از (
   کرد يسيبازنو

)۲۵(  ; .
1 { }.
2

ij m m
kl ijl k ijk l ijm lk ijm klE g C L C L L C     

  
k ) با۲۵با انقباض ( lX X ) م:ي) دار۱۰) و (۲و استفاده از  

)۲۶(  0.k l
klX X E   

  
ک يزوتروپين ايانگيبروالد م يانحنا Fد کهيفرض کن

   يعنيدارد 

)۲۷(  11 ( ) ,
2kl kl
nE c x F h

  

  
)که  )c x يتابع اسکالر روM ) با ۲۷است. با انقباض (

k lX X ) 0 مي) دار۲۶) و (۱۲و استفاده ازc .  
  

) نسلريف يبعد - n يک فضاي .۳.۷ه يقض , )M F 
 يدان برداريک که ميزوترو پين ايانگيبروالد م يبا انحنا

  ست.ن ايانگيک متر بروالد ميرد يپذيمتقارب م
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