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  مقدمه - 1

 فضاي نماد] 1[ مقاله در ماتیو 1994 سال در  

 نقطه انقباضی قضیه و کرد معرفی را جزئی متري

 از بسیاري آن از بعد. کرد ثابت را باناخ ثابت

 ساختارهاي با ثابت نقطه فضایاي دنیا دانان ریاضی

 در. کردند ثابت جزئی متر براي را معروف مختلف

 جدیدي تعریف داریم سعی مقاله این در راستا این

 سال در که( کنیم معرفی متري - � فضاي براي

 آورده] 2[ در همکارانش و اسدي توسط 2014

 مثالی و بوده جزئی متر یافته گسترش که) شده

 هاسدورف جدید فضاي این لزوما که کنیم می بیان

 . نیست

 

:p تابع X روي جزئی متر 1.1 تعریف X × X →
,x که طوري به است � y, z ∈ X  : 

   1. �(�, �) = �(�, �) =
�(�, �) ⇔ � = � 

     2. �(�, �) ≤ �(�, �).  
     �(�, �) = �(�, �) 3.      

4. �(�, �) ≤ �(�, �) +
�(�, �) �(�, �). 

 
 (�,  . نامند می متري- � را فضاي (�

 :  است ضروري مقاله ادامه در زیر نمادهاي 

  

  

  

  

  

  

 را  متري - M فضاي یک جدیداکنون ویراست 

  : کنیم می تعریف زیر بصورت

 

. باشد ناتهی مجموعه یک X کنید فرض 1.2 تعریف

:m تابع X × X →  نامیده متر- m یک �

  هرگاه شود می

  

     

  

  

  

  

  
  

,�) صورت این در  متري - � فضاي را (�

 . نامند  می

��� شرط که داریم توجه  ≤ �(�, ] 2[ در (�

� فرض با (�3) شرط از = :� و � =  بدست �

  که کنیم توجه فقط کافیست. آید می

 
 

  

:� کنید فرض 1.3 مثال = [0,   و (∞

  

  

 . است X روي متر-  m یک m صورت این در

 متر p اما هستند متر- m که دارند وجود مثالهایی

 . نیستند

 

X کنید فرض 1.4 مثال =  : دهید قرار و {1,2,3}

�(1,1) = 1 
�(2,2) = 9 
�(3,3) = 5 

�(1,2) = �(2,1) = 10 
�(1,3) = �(3,1) = 7 
(3,2) = �(2,3) = 7. 

  

m-نیست متر- � که متري . 

 

 در باشد متر-  m یک m کنید فرض 1.5 مثال

  صورت این

  

  

���: = min{�(�, �), �(�, �)}, 

���: = max{�(�, �), �(�, �)}, 

0 ≤ ��� ���

= |�(�, �)
�(�, �)| 
 

1. �(�, �) =
�(�, �) = �(�, �) ⇔ � = �  

�(�, �) = �(�, �) 2.  

3. ��(�, �) ���� ≤  

(�(�, �) ��� ) +
��(�, �) ����.  

��,� = ��,� = �(�, �). 
 

�(�, �): = � + � 
 

�(�, �) = �(�, �) ��,� 
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 کنیم فرض کافیست. نیست معمولی یک متر

�: =  و {1,2}

 
 
 
 
  صورت این در

 
 
 

1 اما ≠ 2 . 

,�) کنید فرض 1.6 مثال  و متري فضاي یک (�

�: [0, ∞) → [�(0),  صعودي نگاشتی یک (∞

 که طوري به باشد یک به یک صعودي اکیدا یا

�(0) ≥   و  0

 
 
 
 
,�)� صورت این در �) = �(�(�,  یک ((�

m-است متر . 

,X) متري فضاي براي 1.7 مثال d) فرض با 

a, b >  صورت دراین 0

  

 
 

 قبل مثال به بنا کافیست که چرا است متر- m یک

   کنیم فرض

 
 
 

 در یاشد متر- m یک m کنید فرض  1.8 مثال

 :  معمولی است متر �m صورت این

 
 
 

,x هر براي  1.9 تبصره y ∈ X داریم:   

 
 
 

  عبارتی به

 
 
 
 

  که در آن:

  

 
 

 . هست متر- m یک p هر) ]2[( 1.10 لم

  

  متري -  � فضاي توپولوژي .2

 �� یک � روي � متر-� هر که دهیم می نشان

  مجموعه. کند می تولید را �� توپولوژي براي

 
 
 آن رد که

 
 
 

 هست، �� یک که �� توپولوژي دادن نشان براي

� براي ≠ :� کنید فرض اگر � = �(�, �)

� آنگاه �,�� ∈ ��(�, �). 

 همه براي کنید فرض �� به پایه یک تشکیل براي

� ∈ � و � > 0 

 
 
  

 کنیم می ادعا

 
  

  

 کنید فرض

 
 
 
 داریم (�3) خاصیت به بنا

 
 

�(1,2) = �(2,1) = �(1,1) = 1 
�(2,2) = 2 

 

�(1,2) = �(1,2) ��,�

= 1 1 = 0 

�(� + �) ≤ �(�) + �(�) �(0), 
    ∀�, � ≥ 0. 

 

�(�, �) = ��(�, �) + � 
 

�(�) = ��+ �. 

�� (�, �) = �(�, �) 2��� + ���, 
 

1. �(�, �) ��� ≤ �� (�, �) ≤

�(�, �) + ���, 

2. (�(�, �) ���) ≤ ��(�, �) ≤

�(�, �). 

|�� (�, �) �(�, �)| ≤ ���, 

|��(�, �) �(�, �)| ≤ ��� 
 

��(�, �) = �(�, �) ���. 

{��(�, �): � ∈ �, � > 0}, 

��(�, �) = {� ∈ �: �(�, �) < ��,� + �}. 

� ∈ ��(�, �) ⇒ �(�, �) < ��,� + � 

∃� > 0    ��(�, �) ⊆ ��(�, �). 

�: = ��,� �(�, �) + �. 

� ∈ ��(�, �) ⇒ �(�, �) ��,� < � 

�(�, �) ��,� < ��,� �(�, �) + � 

�(�, �) ��,�

≤ �(�, �) ��,�

+ �(�, �) ��,� < � 
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 نتیجه در

 
 

  

,X) کنید فرض 2.1 تعریف m) فضاي یک M  -

 :  باشد متري

��} دنباله ,X) فضاي در { m) به همگرا x ∈ X 

 اگر تنها و اگر

 
 
 
 متري- M فضاي در کنید فرض )]2[( 2.2 لم

(X, m) 
x� → x .همه براي صورت این در y ∈ X داریم : 

 
 
 

  

�x کنید فرض ) ]2[( 2.3 لم → x و x� → y 

,X) فضاي در m) .صورت این در  

 
 
 

,m(x اگر بعلاوه x) = m(y, y) ,گاه آن  

 
 

 اصلی نتایج  .3

 . نیست هاسدورف �τ توپولوژي 3.1 قضیه

,m(xکنید فرض. اثبات y): = x + y 

α, β, γ ∈ R که طوري به  

 
 
 
 

  یا

 
 
 
 

  چنین هم و

 
 
 
 

ε که کنیم می فرض کلیت به خلل بدون > 0 

ε که باشد طوري < r .دهیم می نشان وناکن 

 : است ناتهی زیر همسایه دو اشتراك

 
 
 
 

γ اثبات براي ∈ U� داریم : 

 
 
 
 
 
 
 
γ براي و ∈ V� داریم : 

 
 
 
 

  

  

  

  

  

  

  

,α براي ترتیب بدین β ∈ X همسایگی U� از α و 

V� از β داشتیم :U� ∩ V� ≠ . 

 

X کنید فرض 3.2 مثال =  : دهید قرار و {1,2,3}

  

  

  

� ∈ ��(�, �). 

lim
�→�

(�(�� , �) ��� ,�) = 0. 

 

lim
�→�

(�(�� , �) ��� ,�)

= �(�, �) ��,�. 

�(�, �) = ��� . 

x = y . 

a: = m(α, α) < m(γ, γ) =
a + b

2
< b

= m(β, β) 
 

b

2
<

k

2
< m(α, β) < M�,� = b, 

 r: = 2m(α, β) a b > 0 

max{m(α, γ), m(γ, β)} ≤

(2m(α, β) k)
�

�
, . 

 

U� = {z ∈ X: m(α, z) m�� < ε}, 
V� = {z ∈ X: m(β, z) m�� < ε}. 

 
 

m(α, γ) < (2m(α, β) k)
ε

r
 

m(α, γ) m��  

< (2m(α, β) k)
ε

r
a 

< �2m(α, β) k a�
ε

r
 

< �2m(α, β) a b�
ε

r
= ε 

 
 

 

m(β, γ) < (2m(α, β) k)
ε

r
 

(2m(α, β) k)
ε

r

a + b

2
 

< �2m(α, β) k�
ε

r

a + b

2

ε

r
 

< �2m(α, β) k
a + b

2
�

ε

r
 

< �2m(α, β) a b�
ε

r
= ε, 

m(α, γ) m�� <    

 

m(1,1) = m(1,3) = m(3,1) = 1 
m(1,2) = m(2,1) = 1, 
m(2,2) = 3, 
m(3,2) = m(3,2) = m(3,3) = 2 
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m  -که متري p  -کنید فرض. نیست متر  

  

  

�x متري-M فضاي در دهیم می نشان →  و 1

�x طور همین → 3 . 

  

  

  

   که داریم توجه 2.3 لم به بنا

 

  

  

  

  

  

,a با 3.3 مثال b ≥   کنید: فرض 0

  

  

 حال. است متر- m یک این صورت این در باشد

�x اگر  d دنباله در متر → x گاه در آن m -متر 

x� → x . 

  

  

  

  

  متري -  � فضاي �� جدید توپولوژي  . 4

 نام به اخیر توپولوژي از ضعیفتر توپولوژي یک حال

τ� باز هاي گوي توسط که کنیم می تعریف 

 : شود می تولید زیر صورت به

 

  
  

  آن در که

  

  

 براي. هست �T یک �τ توپولوژي دهیممی نشان

x ≠ y کنید فرض اگر 

  

  

y آنگاه ∈ B(x, ε). 

 کنید فرض �τ به پایه یک تشکیل براي

0 < k < x هر براي. باشد ثابت و 1 ∈ X و 

ε > 0 
 

  

  

  کنیمادعا می

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  داریم زیر خاصیت بنا

  

  

  

  و یا

  

  

0 اینکه و (m3) خاصیت به بنا و < k < 1  

  

  

  

x�: = 1,    x = 1,3 
 

lim
�→�

(m(x�, 1) m��,�) = 0. 

lim
�→�

(m(x�, 3) m��,�) = 0. 

 

m(x, y) = m�� ⇒ m(1,3) = m�,� = 1. 

 0 ≤ M��,� m��,� =

|m(x�, x�) m(1,1)| = 1 1 = 0 
 0 ≤ M��,� m��,� =

|m(x�, x�) m(3,3)| = |1 2| = 1. 

m(x, y) = ad(x, y) + b 
 

m(x�, x) m��,�

= ad(x�, x) + b
min{m(x�, x�), m(x, x)} 

= ad(x�, x) + b min{b, b} → 0 
 

{B�(x, ε): x ∈ X, ε > 0}, 
 

B�(x, ε) = {y ∈ X: m(x, y) 
m�,� + k(M�,� m�,�) < ε}. 

 

ε: = m(x, y) m�,� + M�,� m�,�  

y ∈ B�(x, ε) ⇒ m(x, y)
m�,� + k(M�,� m�,�) < ε  

 

∃δ > 0    B�(y, δ) ⊆ B�(x, ε). 
  

δ: = ε (m(x, y) m�,� + k(M�,�

m�,�)). 

z ∈ B(y, δ) ⇒ m(y, z) m�,�

+ k(M�,� m�,�) < δ 

m(y, z) m�,� + k(M�,� m�,�)

< ε (m(x, y)
m�,� + k(M�,�

m�,�)) 

 

 

  

M�,� m�,� = |m(x, x) m(z, z)|
≤ |m(x, x) m(y, y)|
+ |m(y, y) m(z, z)| 

  

M�,� m�,� ≤ M�,� m�,� + M�,� m�,� 

m(z, x) m�,� + k�M�,� m�,��  
≤ m(y, z) m�,� + k�M�,� m�,��  
+m(x, y) m�,� + k(M�,� m�,�) < ε  
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   در نتیجه

  

  

 �τ توپولوژي از ضعیفتر �τ توپولوژي 4.1 قضیه

 . است

y کنید فرض. اتاثب ∈ B�(x, ε) لذا باشد  

  

  
  

  پس

  

  

  

  

  در نتیجه

  

  

y یعنی ∈ B�(x, ε) . 

  

  

  گیرينتیجه

 ضعیفتر �τ در این مقاله نشان دادیم که توپولوژي

است. منابعی دیگري براي مطالعه  �τ توپولوژي از

کاربردها در نظریه نقطه ثابت و فضاهاي متري 

مشاهده ] 5[] و 4و3[توانید در منابع  دیگري را می

  نمایید.

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 
 

   

z ∈ B(x, ε). 
 

m(x, y) m�,� + k(M�,� m�,�) < ε 

m(x, y) m�,�

≤ m(x, y) m�,�

+ k(M�,� m�,�) < ε 

m(x, y) m�,� < ε 
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