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با بعد بزرگتر  يند تصادفيکه شامل فرا يل معموليفرانسيحل معادلات د يبرا يعدد يها روش ين مقاله بررسيا يهدف اصل

 يتو است مورد بررسيا يل تصادفيفرانسياز معادله د يتو که جوابيک پخش ايل با يفرانسيباشد. معادلات د يک هستند مياز 
 يساز هيلور به شبيبر بسط ت يمبتن يها ن دسته از معادلات در روشيا يحل عدد ينکه برايرد. با توجه به ايگ يقرار م

 يعدد يها روش يشود. در ادامه به بررس يان ميها ب ن انتگراليا يساز هيم، نحوه شبياز دارين يدوگانه تصادف يها انتگرال
ز ين دسته از معادلات با دو دسته نويا يحل عددشود، سپس  ين پرداخته ميحل معادلات رندم آف يبرا يو چندگام يگام تک

ز يبا هر دو دسته نو يدفتصا يها انتگرال يساز هيشب يبرا ييها ن منظور روشيشود. بد يان مينر و پواسون مرکب بيمختلف و
  شود. يارائه شده پرداخته م يها روش ياده سازيبه پ يشود و در انتها با ذکر چند مثال عدد يمختلف ارائه م
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  مقدمه - ۱
ند يک فرايکه شامل  يل معموليفرانسيمعادلات د

باشند معادلات رندم  يدان برداريدر توابع م يتصادف
(RODEs) ن دسته از معادلات يشوند. ا يده مينام

در علوم مختلف از  يفراوان يکاربردها يدارا يتصادف
در  يک، ... هستند و نقش مهميزي، فيميوشيجمله ب

. شکل ]۱[دارند يک تصادفيناميد يها ستميه سينظر
  ر است:ين معادلات به صورت زيا يکل
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dx f x
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                                  )۱(  

  
 يدان برداريکه م    , ,tt x f x   حداکثر

ن دسته از ي. ار زمان استيوسته هولدر نسبت به متغيپ
ک معادله يتوانند يم يريمعادلات به صورت مس

. با توجه به ]۸,۶[ددر نظر گرفته شون يعمولل ميفرانسيد
ن ياز ا يعيدسته وس ينکه به علت وجود جمله تصادفيا

ن يا يستند حل عددين يليجواب تحل يمعادلات دارا
ار مورد توجه قرار گرفته ير بسياخ يهامعادلات در سال
) به طور ۱نمونه جواب معادله ( يرهاياست. چون مس

ها حداکثر ا مشتقات آنر هستند اميپذوسته مشتقيپ
ن اگرچه يوسته هولدر نسبت به زمان هستند، بنابرايپ

 يل معموليفرانسيحل معادلات د يبرا يعدد يهاروش
ها به کار حل آن يبرا يريتوانند به صورت مسيمعمولاً م

ن يحل ا يها براآن ييبه ندرت مرتبه همگرا يند وليآ
-ن روششود. به منظور بدست آورديمعادلات حفظ م

 يديجد يعدد يهابالاتر روش ييبا مرتبه همگرا ييها
ر بدست آمده ياخ يهاها در سال RODEsحل  يبرا

و  لوريبر بسط ت يمبتن ييهاروش ]۱۰,۹[. در ]۲[است
ها  آن ييو همگرا يخط يگامچند يهاز روشين ]۳[در 
 اند. شده ين دسته از معادلات بررسيحل ا يبرا

از  يجواب يعنيتو است يند ايک فرايز يند نويکه فرايزمان
-RODEاست زوج   (SDE)تويا يک معادله تصادفي

SODE يل تصادفيفرانسيستم معادله ديک سيل يتشک 
 يهاروش يريمس ييدهد که همگرايبا بعد بالاتر را م

ان يب ]۱۱,۸[ن دسته از معادلات در يا يبرا يلور تصادفيت
 يها وشر يسندگان به بررسينو ]۴[شده است. در 

حل معادلات رندم با  يلور برايبر بسط ت يمبتن يعدد

 يکه معادله تصادف ياند. در حالت پرداخته يک بعديز ينو
 يها نکه در روشيز متفاوت باشد با توجه به ايشامل دو نو

 يدوگانه تصادف يها انتگرال يساز هيازمند شبين يعدد
ک يحالت  ين معادلات به راحتيا يم، حل عدديهست
  ست. ين يبعد

حل معادلات  ينکه در تمام منابع موجود برايبا توجه به ا
ز مورد يک نوين دسته از معادلات با يا يه سازيرندم، شب

ن مقاله يا ي، هدف اصل]۴,۳[قرار گرفته است  يبررس
حل معادلات رندم در  يبرا يعدد يها ارائه روش

ن منظور يباشد. بد ياست م يز آن دو بعديکه نو يحالت
 يها انتگرال يساز هيشب يدو روش برا يدا به بررسابت

متناظر پرداخته  يعدد يها دوگانه موجود در روش
 يساز ادهيک مثال به پيشود و سپس با ذکر  يم

 م.يپرداز يفوق م يها روش
–يل تصادفيفرانسيدر ادامه معادلات د با جمله  يبعد  ݎ

  م:يريگير را در نظر مين به صورت زيز آفينو
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) که ,..., )d dx x x 1  و( ,..., )r r

t t t   1 
ر يپذحداقل اندازه ௧ߞد يباشد. فرض کن يز ميند نويفرا

 يها روش ]۵[در  جا کراندار باشد.با همهيلبگ و تقر
) به ۲حل معادله ( يچ برايلورـاستراتنويبر بسط ت يمبتن

 يه سازيشب منابع موجود، يست آمده است، اما در تمامد
 قرار نگرفته است .  ين روشها مورد بررسيا

و  يگام تک يعدد يهان مقاله ارائه روشيا يهدف بعد
) در دو ۲حل معادله ( يمختلف برا يهابا مرتبه يچندگام

نر و پواسون مرکب هستند يند ويها فرا زيحالت که نو
 يک روش براي يبه معرف ن منظوريباشد. بد يم

ن يچن نر و هميز ويبا نو يتصادف يها انتگرال يساز هيشب
ن يم. بنابرايپرداز يز برگرفته شده از پواسون مرکب مينو

 يها با مرتبه يعدد يها ن مقاله ارائه روشيا يهدف بعد
 يتصادف يها انتگرال يساز هين شبيچن مختلف و هم

رکب موجود در نر و پواسون ميز ويبدست آمده از نو
ن يحل معادلات رندم و رندم آف يبرا يعدد يها روش
 است.

  لور يبر بسط ت يمبتن يعدد يها در بخش دوم روش
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شود و  يان ميمعادلات رندم ب يبرا γمرتبه  يتصادف
ن دسته از يا يحل عدد يبرا ۱ک روش مرتبه يسپس 

 يساز هيشود. در بخش سوم شب يمعادلات  ارائه م
شود.  يم يدوگانه با استفاده از دو روش بررس يها انتگرال

بر بسط  يمبتن يعدد يها در بخش چهارم به ارائه روش
بر  ين مبنيحل معادلات رندم آف يچ براياسترانتو-لوريت

شود و سپس  ينر و پواسون مرکب پرداخته ميز وينو
ند پواسون يحاصل از فرا يتصادف يها انتگرال يساز هيشب

ر انتها در بخش پنجم به حل شود. د يان ميمرکب ب
ان شده يب يها با استفاده از روش يدو مثال کاربرد يعدد

 شود. يپرداخته م
  
 حل معادلات رندم يبرا يعدد يها  روش - ۲

  د:يريدر نظر بگd1 ير را رويز  RODEيمعادله تصادف
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r. باشد کهيم d1 در �توان به يمعادلات فوق را م

dر در يصورت ز d 1  نوشت: 2

)۳ (  
   

,
.

r
t t t j

t
j tjt t

x f x y
d dt dW

b yy a y 

    
     

    


1

0   

  
)د يحال فرض کن , ) ,dTX x y d d d   1 2 

  نيچن هم

   
     

,
, .j

j

f x y
F X G X

b ya y
   

    
  

0  

 م:ين داريبنابرا

    .
r

j
t t j t t

j

dX F X dt G X dW


 
1

            )۴(  

  
 يبه ندرت دارا ن دسته از معادلاتينکه ايبا توجه به ا
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nX که در آن 1 از يبيتقر
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) در ۴، جواب معادله (
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باشد که n  صفر  يها تعداد مؤلفهα  و l   تعداد
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 که در آن : ,  d dU T   1 به اندازه  يتابع 20

  است. ܺو  tهموار از  يکاف
 يقو يهمگرا ) )۵لور مرتبه يروش ت ]۱۲[بهبنا 

  هک معنا نيا به است γمرتبه 
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 يل معموليفرانسيب معادله ديد ضرايدر ادامه فرض کن

)، ۴( يتصادف 2 ر و يپذ مشتق ستهويبار به طور پ 1
  کنواخت کراندار باشند.يها به طور  مشتقات آن

  
 يبرا γلور مرتبه يات فوق، روش تيتحت فرض .۱ه يقض
 از يريمس يهمگرا ،يتصادف ليفرانسيد معادلات حل
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  که در آن 
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 يعني Xاول  ي مؤلفه يبرا ۱مرتبه  ين روش عدديبنابرا
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 يساز هيوجود دارد شب  ن روشيکه در ا ين مشکليترمهم

 يها انتگرال
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م که يکن  ياستفاده م ]۱۳[ه محاسبات ياز دو روش بر پا
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Y.که در آن Y 1 2

0 0 0  Clark  وCameron  نشان
فوق  يروش عدد يبرا يعن مربيانگيم يدادند که خطا

  :]۱۳[ر استيبه صورت ز
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ρ   ,
2π

p

p
r r

  2
1

2
1 1 1
12
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حل معادلات  يبرا يعدد يها وشر - ۴
Affine-RODE 

 نيز آفياز معادلات رندم معادلات رندم با نو يحالت خاص
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 يليجواب تحل ين دسته از معادلات دارايکه ا يياز آنجا
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) ارائه داد. ۱۳حل معادله ( يبرا يمتفاوت يعدد يها روش
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  است:

,
( ) ( , ),

, ,

,
( ),

,

,
( )

,

,
( ) ( , ),

, ,

[ ]

[ ]

[ ]  

[ ]

   

r
j j j k

j n j j n
j j j

r
j j k

j n
j j

r
j j k

j n
j j

r
j j j k

j n j j n
j j j

R I L L f I

I L L f

I L L f

I L L f I







 








 




 

 











1 2 2
1 2 3

1 2 3

1 2
1

1 2

2 1
1

1 2

1 2 2
1 2 3

1 2 3

1

0 2 1
0

0
0 1

0

0
1 2

0

2 1
0



 
ب معادله در ياست. به وضوح اگر ضرا 3که از مرتبه 
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  است. ۲) دارای مرتبه همگرايی ۱۶آنگاه روش (
  
  يگام روش تک - ۴- ۲

از به دو گام ينکه نيفوق با توجه به ا يگام- ۲در روش 
 يگام ک روش تکين بخش هدف ارائه يم در ايه دارياول
نکه يباشد با توجه به ا يه روش ميمحاسبه دو گام اول يبرا

ه از يدو گام اول ياست برا ۲فوق از مرتبه  يگام روش دو
ر استفاده يبه صورت ز ۲مرتبه  يگام ک روش تکي
N )،۱۵لور (يد در بسط تيم. فرض کنيکن يم  باشد. 2

) م يده يقرار م , )F t x x  آنگاهk ي ن مؤلفهيما 
k,...,  يبه ازا ۲ن مرتبه يلور آفيروش ت d1 حل  يبرا
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 يفوق م يها انتگرال يه سازيدر ادامه به نحوه شب

 tز يکه نو م يريگ يرا در نظر م يم. ابتدا حالتيپرداز
ند يفرا tزينو م يکن ينر باشد و سپس فرض ميند ويفرا

انتگرال يساز هين ابتدا به شبيرکب باشد. بنابراپواسون م

 ,j nI م يپرداز يع پواسون مرکب ميبا استفاده از توز
)انتگرال يسپس آن را برا , ),j j nI

1 2
 م. يده يم ميتعم 

  
موجود در روابط  يها انتگرال يساز هيشب - ۴- ۳
  نر يز ويبا نو) ۱۶(و  )۱۸(

موجود در  يها انتگرال يساز هين بخش شبياهدف از 
ند يز فرايکه نو ي) در حالت۱۶) و (۱۸( يعدد يها روش

  انتگرال يه سازيباشد. شب ينر است ميو
j j
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, يبه ازا  j ,j j j 1 2 1 2   شد.  يبررس يدر بخش قبل 0
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گر يدحالات  يانتگرال فوق به ازا يه سازيدر ادامه شب
,j j1   شود.يم يبررس 2

  
 يهاانتگرال يساز هيشب -۴- ۳- ۱ , ,j nI و  0

 , ,j nI 0   
  نکهيبا توجه به ا

 , ,  .n
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  است و
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ن دو انتگرال يبنابرا , ,j nI و  0 ,j nI  موجود در رابطه

د يها با آن يساز هيشب ياند، پس برا ) به هم وابسته۱۸(
 يساز هيشب يم. حال برايريها را در نظر بگ آن يوابستگ

  م.يکن ير عمل ميها به صورت ز ن انتگراليا
 ديفرض کن

 ,X j nI1 و  , ,X j nI س يل ماترحا. 02
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س ياست که ماتر يا گونه به X2و  X1افتن يهدف 

ن منظور به يها به صورت فوق باشد. بد انس آنيکووار
 م:يکن ير عمل ميز صورت
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  م که ينيب يبا محاسبات ساده م

c ,    c c ,     c c , n n n      2 2 2 2 3
1 1 2 1 2

1 1
2 3

 

  
  ن يبنابرا

c ,           

c ,           

c .

n

n

n



 

 

1
3
2

2

3
2

3

1
2

12
1

 

  پس

c
c

       ,

n
T

n n

n

n n

G G
C G

c G G

G

G G

 
     

            
 

 
 

     
 





1 1 13 3
2 22 3 2 2

1
1 3
2 2

1 2

00
1 1
2

1
2 2

12

1
1

 

  
  ه جيدر نت

 

 

,

, ,

I ,          

 .

nj n

nj n

X G

X I G G

 

 
    







1 1

3
2

2 1 20
1 1
2 3

 

  
  م:يدار ۱حال بنابر ملاحظه 
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موجود در روابط  يها انتگرال يساز هيشب -۴- ۴
  ز پواسون مرکب يبا نو) ۱۶(و ) ۱۸(

ست. ينر نيز، ويند نويلزوماً فرا يدر مسائل کاربرد
که  در علوم مختلف وجود دارند يفراوان يمعادلات کاربرد

ن حالت يها پواسون مرکب باشد. در ا ز آنيند نويفرا
   يساز هيشب يبه سادگ يتصادف يها انتگرال يساز هيشب
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 يساز هين بخش شبيست. هدف از اينر نيز ويآنها با نو
   يها انتگرال
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 يند پواسون مرکب است ميفرا tز يکه نو يدر حالت

 انتگرال  يساز هين ابتدا به شبيباشد. بنابرا ,j nI با
م سپس آن را يپرداز يع پواسون مرکب مياستفاده از توز

)انتگرال  يبرا , ),j j nI
1 2

  م. يده يم ميتعم 
  

 يشامدهايتعداد پ tXند پواسون يفرا: ۱ف يتعر
]است که در بازه  يمستقل ],t0 افتد که احتمال  ياتفاق م

  ر است:يآن به صورت ز
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مثبت است که ثابت  يقيک عدد حقي  که در آن
  شود. يده ميپواسون نام
تعداد  tN شامد وين پيزمان اول T1د يفرض کن

افتند باشند. تابع  ياتفاق مt است که تا زمان ييشامدهايپ
  ر است:يبه صورت زT1 ع در زمان يتوز
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ر يپذ است پس معکوس يددا صعويوسته و اکيپ يکه تابع

 يساز هير شبيرا به صورت ز T1توان  ين مياست. بنابرا
  کرد:
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] يکنواخت رويع يتوز يدارا Vو  Uکه در آن  , ]01 

  هستند.
  

ند پواسون با يک فرايند پواسون مرکب يفرا :۲فيتعر
  ر ياست که به صورت ز يبا مقدار تصادف ييها پرش

  

 شود: يف ميتعر
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 ين پرش است که دارايام i مقدار Yiکه در آن 

iY مقدار iهر  يباشد. اگر به ازا يکنواخت ميع يتوز 1 
  ند پواسون است.يند پواسون مرکب همان فرايآنگاه فرا

  
انتگرال  يساز هيشب -۴- ۴- ۱ ,j nI   

 يها ن انتگراليا يساز هيشب ين بخش هدف اصليدر ا
 يباشد. برا يند پواسون مرکب ميبا استفاده از فرا يتصادف

 م:يکن ير عمل ميانتگرال به صورت زن يا يساز هيشب
ن يند پواسون مرکب است بنابرايز فراينکه نويبا توجه به ا

j ۲ف يبنا به تعر
t شود: يف مير تعريبه صورت ز  
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د يرش است. ابتدا نحوه تولن پيامiمقدار  Yiکه در آن

ن منظور ابتدا يبدم. يده يند پواسون مرکب را شرح ميفرا
nt  يبازه زمان t t 0 ند يرا با استفاده از فرا 1

ند يفرا يها م که نقش زمان پرشيکن يد ميپواسون تول
ر يپواسون مرکب را دارند. کد متلب آن به صورت ز
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landa که 

  
برنامه فوق  يثابت پواسون است. خروج

ند يحال فرا ها را دارند. ها نقش زمان پرشiTيعني
ر ياست به صورت ز يا پواسون مرکب را که تابع پله

  م:يکن يم يساز هيشب
n کنواختيع يابتدا با استفاده از توز 1 ر در بازهيمتغ

[ , د شده يتول يها م که نقش اندازه پرشيکن يد ميتول 01[
  ند پواسون يم. حال فرايده ينشان مYiرا دارند که با
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  ر است.يمرکب به صورت ز

jζ Y Y Y ,
T

T

N

T i N
i

  
1

1 11
1

 

  
اتفاق  T1 که تا زمان ييها مجموع اندازه پرش يعني

]در بازه  اند. مثلاً اگر افتاده , ]t t0 , يها پرش 3 ,T T T1 2 3  
t اتفاق افتاده باشند و  T t 3   باشد آنگاه 4
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ام اتفاق افتاده  Tاست که در زمان  يار پرشمقدYTکه 

  است.
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ن داده شده ع پواسون مرکب نشايک توزي ۱در شکل 
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](  در بازه kT ک پرش مثلاًيحال اگر  ,n nt t 1 وجود
  ر است:يانتگرال به صورت ز يساز هيآنگاه شب داشته باشد
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](ک پرش در بازهيش از يکه ب يدر حالت ,n nt t 1  وجود

 يم ميه تقسر بازيز يداشته باشد فاصله را به تعداد مناسب
  د.يآ يجه بدست ميم و نتيکن

 
  

  
  
  

 
ند پواسون مرکب با ي. فرا۱شکل   ]بازه يکنواخت رويع يها با توز ر پرشيو مقاد 5 , ]01  
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) انتگرال يساز هيشب -۴- ۴- ۲ , ),j j nI
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)انتگرال  يساز هين بخش نحوه شبيدر ا , ),j j nI

1 2
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 د انتگراليمشابه نحوه تول ينديبا فرا ,njI  که در

 يها انتگرال يتوان تمام يم يان شد به راحتيبخش قبل ب
  کرد. يساز هيدوگانه را شب

  
  يمثال عدد - ۵

 ياديار زيکه کاربرد بس ييها ن بخش به ارائه مثاليدر ا
  م.يپرداز يدارند م يدر پزشک

  
  د:يرير را در نظر بگيمعادله ز - ۵- ۱مثال 
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ر يتو زيا يتصادف ليفرانسيجواب معادله د tYکه در آن 

  است:
 tθ θ θ ,t tdY Y dt dW  1 2 3  

θو  ينامنف1 که  , θ2 مثبت ثابت  ياند و به ازا مثبت 3
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  ر است:يز ح معادلهيجواب صر	tY  به وضوح
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و يعفون يها سلول Iروس،يتعداد و Vدر معادله فوق

T هدف و  يها سلول روس مؤثر، يوpد يزان توليم
زان يم روس،يو يزان زدودگيم cد، يروس جديو

 يها ر از سلوليزان تکثيم Ipروس، يت دوباره ويسرا
زان يم از دست رفته،  يها زان سلوليم ، يعفون

ها  مم تعداد سلوليماکزTmax م شده و يترم يها سلول
  هستند. 
معادل آن به صورت  يبردار يل تصادفيفرانسيمعادله د

  ر است:يز
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/ن مثال طول گام را يدر ا 0 د و يريرا در نظر بگ 04

/ارامترها به صورت پ 0 3 ،c  6،/Ip 0 2،
/ 0 0 42،γ  510 ،Tmax   63 و تعداد  10

Vه ياول يها روسيو  7
0 هياول يعفون يها ، سلول10

/I   6
0 1 9 Tه يهدف اول يها ، سلول10 /  6

0 1 1 10 



 

 ۱۰۵                                                                                     نر و پواسون مرکبيو يندهايمعادلات رندم با فرا يه سازيو شب يحل عدد
 

   

cVpنيچن هم
I

 0

0

و 
 T

I
V

  0 0

0 0

ن ينچهستند. هم	 

د يفرض کن 1 θو  1 2 2 ،  3   باشند.1
ب تعداد ين به ترتيچ ن و نقطهيچ خط و خط ۲در شکل 

هدف را با  يها ، سلوليعفون يها ها، سلول روسيو
معادلات رندم  حل يبرا ۱مرتبه  ياستفاده از روش عدد

و  Clarkها را با روش  انتگرال يساز هيو شب
Cameron دهند. ينشان م  

  
ک مدل ي ين مثال به حل عدديدر ا - ۵- ۲ال مث

toggle switch م. فرض يپرداز يبا دو پارامتر مستقل م
x,دو ژن متفاوت و  Yو  X ديکن y  غلظت محصولات

ر ين رندم زيآفمعادله  ن دو ژن باشد.يمربوط به ا ينيپروتئ
  :]۱۴[ديريرا در نظر بگ

α ,  

α , 

x x

y y

dx x y x
dt a x b y

dy y d y
dt c y d x





   
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       

4 4

4 4 4 4

4 4

4 4 4 4

  

 يها زان غلظت ژنيان کننده ميب αy و αxکه در آن 
X  وY  ک، ياتومات يآستانه فعالساز ܿو  ܽوb  وd 

yو آستانه سرکوب متقابل و  x  ن از دست رفته يپروتئ
y  د يفرض کن يساز هيشب يهستند. برا xو  دو

د در يند پواسون مرکب مستقل از هم باشند. فرض کنيفرا
a/ يساز هيشب c 0 b/و 25 d 0 4 ،

 /y x  1 25، x y 0 0 ر پرش يباشند و مقاد 10
 يکنواخت رويع يتوز يند پواسون مرکب دارايدو فرا

[ , / ]00  ند پارامتر ثابتيهر دو فرا يو برا 5  باشد. 5
لور معادلات ياز مدل را با روش ت يبينمودار تقر ۳شکل

ن و يقطه چدهد که در آن ن ينشان م ۱ن مرتبه يرندم آف
غلظت  يبيمقدار تقر ي دهنده ب نشانين به ترتيخط چ

  هستند. yوxنيپروتئ
 Clarkها را با روش  انتگرال يساز هيمعادلات رندم و شب

  .دهند ينشان م Cameronو 
  
  

  

  
  Cameron و Clark يساز هيروس با شبيزان رشد وي. م۲شکل

  

  
  ۱تبه ن مريلور معادلات رندم آفيب مدل با روش تي. تقر۳شکل
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