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 چکيده
است که  يايک گراف، چندجمله يتطابق يامستقل است. چندجمله يهااز يال يامنظور از يک تطابق در يک گراف مجموعه

 يهاگوييم هرگاه تمام ريشه يصحيح تطابقکند. يک گراف را يها در گراف را مشخص مضرايب آن تعداد تطابق

از مرتبه  يهشت گراف همبند صحيح تطابق دهيم دقيقاًيآن صحيح باشند. در اين مقاله ابتدا نشان م يتطابق ياچندجمله
 يدارا 𝐺گاه باشد، آن يهشت راس ييک گراف همبند صحيح تطابق 𝐺 کنيم اگريحداکثر هفت وجود دارد. سپس ثابت م

با ماکزيمم درجه حداکثر  يهمبند صحيح تطابق يهابرابر چهارده است. در پايان تمام گراف 𝐺 اندازهبوده و  يتطابق سه يال
 کنيم.يسه را شناسايي م
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 مقدمه -1
گيريم، يهايي که در اين مقاله در نظر متمام گراف

يک  𝐺، ساده و غير جهت دار هستند. فرض کنيد يمتناه
را به  𝐺 يهامجموعه رئوس و مجموعه يالگراف باشد. 

دهيم. منظور نشان مي E(𝐺) و V(𝐺) يترتيب با نمادها

تعداد ، 𝐺اندازه و منظور از  G، تعداد رئوس Gمرتبه از 

نشان  |E(𝐺)|را با نماد  𝐺است. اندازه گراف  𝐺 يهايال
نشان داده  𝛥(𝐺)با  𝐺دهيم. ماکزيمم درجه رئوس مي

n ،𝑛شود. گراف کامل، مسير و دور از مرتبه يم ≥ را ، 1
دهيم. گراف ينشان م 𝐶𝑛 و 𝐾𝑛 ،𝑃𝑛 يهابه ترتيب با نماد
شود. يک ينشان داده م 𝐾1,𝑛با نماد  n+1ستاره از مرتبه 

مسير  يگوييم هرگاه دارا يقابل رديابگراف را 

اي ، مجموعهGدر گراف  تطابق-rباشد. يک  يهميلتون

ندارند.  ييال است که هيچ دو تايي با يکديگر تلاق rاز 
,𝑝(𝐺را با نماد  𝐺ها در تطابق-rتعداد  𝑟)  نشان

به صورت زير  Gگراف  ياي تطابقدهيم. چندجملهيم
 شود:يتعريف م

𝜇(𝐺, 𝑥) = ∑
⌊
𝑛

2
⌋

𝑟=0 (−1)𝑟𝑝(𝐺, 𝑟)𝑥𝑛−2𝑟 ,  

 
,𝑝(𝐺است و  Gمرتبه  nکه در آن  در نظر  1برابر  (0

,𝑝(𝐺که شود. با توجه به اينيگرفته م  يهاتعداد يال (1
,𝜇(𝐺در  𝑥𝑛−2است، ضريب  𝐺گراف  𝑥)  همان اندازه

𝐺 ياي تطابقمطالعه بيشتر در زمينه چندجمله ياست. برا 
عنوان مثال را ببينيد. به ]۵، ۴، 3، 2، 1[يک گراف مراجع 

 گراف زير ياي تطابقچندجمله

 
 

𝜇(𝐺, 𝑥) = 𝑥5 − 5𝑥3 + 4𝑥  است. تکرر𝜃 به 
,𝜇(𝐺عنوان يک ريشه  𝑥)  با نمادmult(𝜃, 𝐺)  نشان

𝜃گادزيل ثابت نمود اگر . شوديداده م = گاه آن 0
mult(𝜃, 𝐺)  برابر تعداد رئوسي از𝐺  است که توسط

سيستم  ].2[شوديک تطابق ماکزيمم پوشانده نمي
 صورت به 𝐺هاي ريشه

𝑅(𝐺) = {𝜃1
𝑚1 , 𝜃2

𝑚2 , … , 𝜃𝑘
𝑚𝑘}  

,𝜇(𝐺يک ريشه  𝜃𝑖شود که در آن يتعريف م 𝑥)  و𝑚𝑖 
 است. 𝜃𝑖تکرر ريشه 

و  𝐺 يتطابق ياگاه چندجملهيک درخت باشد، آن 𝐺اگر 
 ياصورت چندجملهمشخصه آن که به ياچندجمله

شود، يکسان يتعريف م 𝐺مشخصه ماتريس مجاورت 
هر گراف همبند،  يتطابق ياچندجملهعلاوه هستند. به

 يمشخصه يک درخت است. برا يااز چندجمله يعامل
ها را که مولکول يگراف ييعن ييک گراف مولکول

ها لها و ياکند و در آن رئوس بيانگر اتميم يسازشبيه

که به  گراف يانرژها هستند، گر پيوند بين اتمبيان

مشخصه  ياچندجمله يهاصورت مجموع قدر مطلق ريشه
 ياز انرژ يشود، بيانگر تخمين بسيار نزديکيتعريف م

-𝜋پيوند  يدر آن مولکول است. انرژ يالکترون-𝜋پيوند 
نشان  𝐸(𝐺)گراف با نماد  يو انرژ 𝐸𝜋با نماد  يالکترون
𝐸𝜋شود. بنابراين يداده م ≡ 𝐸(𝐺)ينظر ي. در شيم 

مربوط به  يانرژاز اين  ياثابت شده است که بخش عمده
کربن موجود در مولکول مزدوج  يهاوجود دور در اتم

 ييا عدم پايدار يمرجع است. اين دورها عامل پايدار
از  يناش يمولکول هستند. به منظور استخراج نمودن انرژ

مورد نياز است. به  ياين دورها، يک مرجع غير حلقو
 ي، انرژياين مرجع غير حلقو يو انرژ 𝐸𝜋تفاضل 

 يشود. انرژيعدم استقرار گفته م يرزونانس يا انرژ
شود. ينشان داده م 𝑇𝑅𝐸1 2با نماد يرزونانس توپولوژيک

شود که ي، بدين صورت عمل م𝑇𝑅𝐸محاسبه  يبرا
مرجع با در نظر نگرفتن اثر تمام دورها در  يانرژ

مشخصه گراف وابسته به مولکول، محاسبه  ياچندجمله
 يامشخصه به چندجمله يايب چندجملهشود. بدين ترتيم

مثبت  يهامرجع به دو برابر مجموع ريشه يو انرژ يتطابق
يابد. به دليل تقارن يتقليل م يتطابق ياچندجمله

، مجموع فوق در واقع همان يتطابق ياچندجمله يهاريشه
است که  يتطابق ياچندجمله يهامجموع قدر مطلق ريشه

شود و با يگفته م يتطابق يانرژدر نظريه گراف به آن 

 شود. بنابراين داريمينشان داده م 𝑀𝐸(𝐺)نماد 

𝑇𝑅𝐸(𝐺) = 𝐸(𝐺) − 𝑀𝐸(𝐺).  
 
 يد. از را بين] ۶[مطالعه بيشتر در اين زمينه مرجع  يبرا
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 ياچندجمله يهاشود که مطالعه ريشهيرو ملاحظه ماين
 ياچندجمله يحايز اهميت است. از کاربرها يتطابق
توان به محاسبه تعداد يدر نظريه گراف، م يتطابق

,𝜇(𝐺 با استفاده از 𝐺کامل مکمل گراف  يهاتطابق 𝑥) 
را  ياهر چند جمله شوديهمچنين ثابت م ].1[اشاره نمود

 يتطابق ياچندجمله يتوان به صورت ترکيب خطيم
 يتطابق يهاايعلاوه چندجملهکامل نوشت. به يهاگراف
ها را ياکامل يک خانواده متعامد از چندجمله يهاگراف

  ].1[دهند يتشکيل م

ژه نامند، هرگاه تمام مقادير وييم صحيحيک گراف را 

ماتريس مجاورت آن صحيح باشند. مساله شناسايي 
 يررتوسط ه 19۷۴اولين بار در  يصحيح برا يهاگراف

يع ها به طور وسمطرح شد. از آن زمان به بعد اين گراف

صحيح ا ريک گراف  .]8، ۷[اند رد مطالعه قرار گرفتهمو

اي چندجمله يهاناميم هرگاه تمام ريشهيم يتطابق

 آن صحيح باشند.  يتطابق
 يمقدار ييک گراف صحيح تطابق يتطابق يوضوح انرژبه

اولين بار  يبرا يصحيح تطابق يهاصحيح است. گراف
 .]9[ و همکاران مورد مطالعه قرار گرفتند يتوسط اکبر

 يکه صحيح تطابق يقابل ردياب يهاها تمام گرافآن
 يعلاوه ثابت کردند براهستند را شناسايي نمودند. به

𝑘 ≥ ، گراف يمنظم صحيح تطابق-k، تنها گراف 2
𝐾7\(𝐸(𝐶3) ∪ 𝐸(𝐶4))  است. همچنين نشان دادند

 ياي وجود ندارد که صحيح تطابقهيچ گراف فاقد پنجه
تطابق  ياست که دارا يتنها گراف همبند 𝐾2باشد و 

 است. يکامل بوده و صحيح تطابق
ها را شناسايي نمود که اي از گرافخانواده 2013در  يقربان

دقيقا پنج ريشه متمايز  يها داراآن ياي تطابقچندجمله
ها، در اين مقاله با استفاده از اين رده از گراف .]11[است 

با حداکثر هفت  يهمبند صحيح تطابق يهاتمام گراف
دهيم فقط هشت کنيم. نشان مييراس را شناسايي م

با مرتبه حداکثر هفت وجود  يگراف همبند صحيح تطابق
هشت  𝐺کنيم اگر گراف همبند يدارد. همچنين ثابت م

برابر  𝐺گاه اندازه باشد، آن يبوده و صحيح تطابق يراس
با  يصحيح تطابق يهاچهارده است. در انتها گراف

اين  يکنيم. برايماکزيمم درجه حداکثر سه را مطالعه م
 زير مورد نياز است: يها و قضايامنظور لم

 يهاتمام ريشه 𝐺در هر گراف  ]10[:1-1قضيه 

𝜇(𝐺, 𝑥) هستند. اگر  يحقيق𝛥 > ها در گاه ريشه، آن1

𝛥√2−)بازه  − 1, 2√𝛥 −  گيرند. يقرار م ( 1
,𝜇(𝐺توجه کنيد از تعريف  𝑥) شود اگر ينتيجه م𝜃  يک

نيز  𝜃−گاه آنباشد،  𝐺گراف  ياي تطابقريشه چندجمله
از مرتبه فرد  يگراف 𝐺علاوه اگر يک ريشه آن است. به

يشه گاه چون تطابق کامل ندارد صفر يک رآن باشد،
 𝜃1 ،...،𝜃𝑘فرض کنيد آن است.اکنون  ياي تطابقچندجمله

,𝜇(𝐺مثبت و نه لزوما متمايز  يهاتمام ريشه 𝑥)  .باشند
,𝜇(𝐺اگر صفر يک ريشه  𝑥) گاه نباشد، آن 

𝜇(𝐺, 𝑥) = ∏ (𝑥2 − 𝜃𝑖
2)𝑘

𝑖=1   
= 𝑥2𝑘 − (𝜃1

2 + ⋯ +𝜃𝑘
2)𝑥2𝑘−2 + ⋯ +

(−1)𝑘𝜃1
2 … 𝜃𝑘

2  
 

,𝜇(𝐺و اگر صفر يک ريشه  𝑥)  با تکررt گاه باشد، آن 

𝜇(𝐺, 𝑥) = 𝑥𝑡 ∏ (𝑥2 − 𝜃𝑖
2)𝑘

𝑖=1   

= 𝑥2𝑘+𝑡 − (𝜃1
2 + ⋯ +𝜃𝑘

2)𝑥2𝑘+𝑡−2 + ⋯ +   

(−1)𝑘𝜃1
2 … 𝜃𝑘

2𝑥𝑡.  
 

مجموع مربعات ، 𝐺شود که در گراف يبنابراين ملاحظه م
 𝐺 يها، برابر تعداد يالياي تطابقچندجمله يهاريشه

ناصفر، برابر تعداد  يهااست و حاصل ضرب مربعات ريشه
 ها با اندازه ماکزيمم است.تطابق

 

گاه يک گراف همبند باشد، آن 𝐺اگر  ]1[:2-1قضيه 

,𝜇(𝐺ترين ريشه بزرگ 𝑥) تکرر  يدارا يساده است. يعن
 يک است. 

 

يک گراف همبند باشد  𝐺کنيد  فرض] 9[:3-1قضيه 

آن ساده هستند.  ياي تطابقچندجمله يهاکه تمام ريشه
 زير است:  يهااز گراف ييک 𝐺صورت در اين

𝐾1 ،𝐾2 ،𝐾7\(𝐸(𝐶3) ∪ 𝐸(𝐶4)) ،𝐺1 يا𝐺2 که 
 

 
 

د که هستن يقابل ردياب يهاها گرافويژه ليست فوق تنبه
 اند.يصحيح تطابق
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𝑛 يدهد به ازايقضيه فوق نتيجه م ≥ 3 ،𝐶𝑛 ،𝑃𝑛  و
𝐾𝑛 نيستند. يصحيح تطابق 

 
تطابق کامل باشد،  يدارا  𝐺اگر گراف  ]9[ :۴-1قضيه 

,𝜇(𝐺گاه آن 𝑥) 0)اي در بازه ريشه يدارا, است. اگر  [1
,0)اي در بازه ريشه يدارا صورت به 𝐺گاه نباشد، آن (1

 است. 𝐾2 يمتناه يتعداد ياجتماع مجزا
است  يتنها گراف همبند 𝐾2دهد يقضيه فوق نتيجه م

 است. يتطابق کامل است و صحيح تطابق يکه دارا
 

با حداقل يک  يگراف 𝐺فرض کنيد  ]9[: 5-1قضيه 

,mult(0 يال باشد و 𝐺) = 𝑡 تابع .𝑓(𝑡) صورت را به
 زير تعريف کنيد:

𝑓(𝑡) = {
𝑡 + 1  𝑖𝑓   𝑡 ≠ 1,
3  𝑖𝑓   𝑡 = 1.

  

 
ايي ريشه يحتما دارا 𝐺 ياي تطابقصورت چندجملهدر اين

,0)در بازه  √𝑓(𝑡)] .است 
پردازيم که يهايي مگراف خانواده يدر ادامه به معرف

يز دقيقا پنج ريشه متما يها داراآن ياي تطابقچندجمله
 .]11[اندشناسايي شده ياست و توسط قربان

,𝐾(𝑘گراف  يک 𝑡; 𝑙) است که از اضافه نمودن  يگراف
𝐾1,𝑘به گراف  𝑢راس  ∪ 𝑡𝐾1  و متصل کردن آن به

𝑡ساير رئوس با استفاده از  + 𝑙 آيد، دست مييال به
 𝐾1,𝑘با مرکز  𝑢که گراف حاصل همبند بوده و يطوربه

  وضوح( مراجعه شود. به1مجاور نباشد. به شکل )
 

1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘علاوه مرتبه اين گراف برابر . به𝑘 + 𝑡 + 2 
𝑘و اندازه آن برابر  + 𝑡 + 𝑙 ياي تطابقاست. چندجمله 

,𝐾(𝑘يک گراف  𝑡; 𝑙)  :به صورت زير است 
𝜇(𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙), 𝑥) = 𝑥𝑘+𝑡−2(𝑥4 −
(𝑘 + 𝑡 + 𝑙)𝑥2 + (𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡)      (1)  

,𝐾′(𝑘ساختار يک گراف  𝑡; 𝑙)  نيز مشابه گراف
𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙)  است با اين تفاوت که راس𝑢  با مرکز گراف

𝐾1,𝑘  مجاور است و لذا با استفاده از𝑡 + 𝑙 + يال به  1
وضوح ( را ببينيد. به1شود. شکل )يساير رئوس متصل م

,𝐾′(𝑘در يک گراف  𝑡; 𝑙) ،0 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 همچنين .
𝑘تعداد رئوس اين گراف برابر  + 𝑡 +  يهاو تعداد يال 2

𝑘آن برابر  + 𝑡 + 𝑙 + اين  ياي تطابقاست. چندجمله 1
 گراف برابر است با

𝜇(𝐾′(𝑘,𝑡;𝑙), 𝑥) =                                      (2)  

𝑥𝑘+𝑡−2(𝑥4 − (𝑘 + 𝑡 + 𝑙 + 1)𝑥2 +
(𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡)  
 

,𝐿(𝑡يک گراف  𝑙) است که از اضافه نمودن راس  يگراف
𝑢  به گراف𝑡𝐾1 ∪ 𝐾3  و متصل کردن آن به ساير

𝑡رئوس با استفاده از  + 𝑙 که يطورآيد بهيدست ميال به
( مراجعه شود. 1گراف حاصل همبند باشد. به شکل )

,𝐿(𝑡وضوح در يک گراف به 𝑙) ،𝑙 ∈ علاوه . به{1,2,3}
𝑡مرتبه اين گراف برابر  + 𝑡و اندازه آن برابر  4 + 𝑙 + 3 

,𝐿(𝑡يک گراف  ياي تطابقاست. چندجمله 𝑙) صورت به
 زير است:

𝜇(𝐿(𝑡, 𝑙), 𝑥) = 𝑥𝑡(𝑥4 − (𝑡 + 𝑙 + 3)𝑥2 +
3𝑡 + 𝑙).                                                    (3)  

 

 
 

,𝑲(𝒌هاي : گراف1شکل  𝒕; 𝒍) ،𝑲′(𝒌, 𝒕; 𝒍)  و𝑳(𝒕, 𝒍) 
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,𝑇(𝑟يک گراف  𝑘) است که از اضافه کردن راس  يگراف
𝑢  به گراف𝑟𝐾1,𝑘 که راس  يقسمآيد، بهدست ميبه𝑢  با

( 2مجاورباشد. به شکل ) 𝐾1,𝑘 يهامرکز هر يک از گراف
,𝑇(𝑟يک گراف  ياي تطابقمراجعه شود. چندجمله 𝑘)  به

 صورت زير است:

𝜇(𝑇(𝑟, 𝑘), 𝑥) = 𝑥𝑟(𝑘−1)+1(𝑥2 − 𝑟 −
𝑘)(𝑥2 − 𝑘)𝑟−1.                                    (۴)  

 
,𝑆(𝑟يک گراف  𝑠)  نيز از اتصال راس𝑢  به گراف

𝑟𝐾1,1  با استفاده ازs  ،يال𝑟 ≤ 𝑠 ≤ 2𝑟، دست به
 𝐾1,1 يهاتا از گراف s-rبا مرکز   𝑢آيد. در اين گراف يم

 ياي تطابق( توجه شود. چندجمله2مجاور است. به شکل )
 برابر است با: S(r,s)يک گراف 

𝜇(𝑆(𝑟, 𝑠), 𝑥) =                                         (۵)  

𝑥(𝑥2 − 𝑠 − 1)(𝑥2 − 1)𝑟−1  

 

يک گراف همبند بوده  𝐺فرض کنيد ] 11 [:۶-1قضيه 

آن  ياي تطابقمتمايز چندجمله يهاتعداد ريشه 𝑧(𝐺)و 
 صورت موارد زير برقرارند:باشد. در اين

𝑧(𝐺). اگر 1 = 𝐺گاه، آن2 = 𝐾2. 
𝑧(𝐺)،اگر  .2 = 𝐺گاه آن 3 = 𝐾3  يا𝐺   يک گراف

 ستاره است.
𝑧(𝐺)،اگر  .3 = غير ستاره چهار  يک گراف 𝐺 گاهآن 4

 .است يراس
𝑧(𝐺)اگر  .۴ =  يهااز گراف ييا يک  𝐺 گاه، آن5

𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙) ،𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙) ،𝐿(𝑡, 𝑙) ،𝑇(𝑟, 𝑘)  يا
𝑆(𝑟, 𝑠)  است کهk ،t ،l ،r  وs يا هستند و ياعداد صحيح

 است. ييک گراف همبند غير ستاره پنج راس
 

 يک گراف همبند باشد. در  𝐺فرض کنيد  ]11[:۷-1لم 
 

 قرارند:صورت موارد زير براين

𝑅(𝐺)اگر  .1 = {0, (±𝛼)𝑟 , (±𝛽)}، 0 < 𝛼 < 𝛽 

𝑟و  ≥ 𝐺گاه ، آن2 = 𝑆(𝑟 + 1, 𝛽2 − 1). 
𝑅(𝐺)اگر  .2 = {0𝑡 , (±𝛼), (±𝛽)}،0 < 𝛼 < 𝛽 ،

𝑡 ≥ ,𝐾(𝑘 يهااز گراف ييک 𝐺گاه آن ،2 𝑡′; 𝑙) ،
𝐾′(𝑘, 𝑡′; 𝑙)  يا𝐿(𝑡, 𝑙)  است که𝑘 ،𝑡′ ،𝑙  و𝑡   اعداد

 هستند. يصحيح
𝑅(𝐺)اگر  .3 = {0𝑡, (±𝛼)𝑟 , (±𝛽)}، 0 < 𝛼 < 𝛽 ،

𝑡 ≥ 2 ،𝑟 ≥ 𝐺گاه ، آن2 = 𝑇(𝑟′, 𝑘)  که𝑟′  و𝑘 
′𝑟هستند و  ياعداد صحيح > 2. 

ان بي ]11[لازم به ذکر است که لم فوق صريحا در مرجع 
 شود.نتيجه مي ۶-1بلکه از اثبات قضيه  نشده است،

 

يک گراف همبند باشد.  𝐺فرض کنيد ] 12[: 8-1قضيه 

,mult(𝜃اگر  𝐺) ≥ وجود دارد  𝐺از  𝑢گاه راس آن 2
,mult(𝜃 کهيطوربه 𝐺\𝑢) = mult(𝜃, 𝐺) + 1 . 

 

 ييال 𝑚و  يراس 𝑛 يگراف 𝐺فرض کنيد ] 1[:9-1لم 

 صورتباشد. در اين 𝑖درجه راس  𝑑𝑖بوده و 

𝑝(𝐺, 2) = (𝑚
2

) − ∑ (𝑑𝑖
2

)𝑛
𝑖=1 .  

 

 با مرتبه کوچک يصحيح تطابق يهاگراف -2
ز ا يهمبند صحيح تطابق يهادر اين بخش تمام گراف

همبند صحيح  يهامرتبه حداکثر هفت و تمام گراف
کنيم. يبا ماکزيمم درجه حداکثر سه را شناسايي م يتطابق

 از يد صحيح تطابقدهيم هر گراف همبنيعلاوه نشان مبه
 .است يتطابق سه يال يمرتبه هشت دارا

 

است اگر و تنها اگر  يصحيح تطابق 𝐾1,𝑛گراف : 1-2لم 

𝑛 .مربع کامل باشد 

 داريم  :اثبات

𝜇(𝐾1,𝑛, 𝑥) = 𝑥𝑛+1 − 𝑛𝑥𝑛−1 =

𝑥𝑛−1(𝑥2 − 𝑛).  
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,𝑻(𝒓هاي : گراف2شکل  𝒌)  وS(r,s) 

,𝜇(𝐾1,𝑛 يهالذا ريشه 𝑥) صحيح هستند که  يفقط زمان
𝑛  .مربع کامل باشد∎ 

 

يک گراف همبند صحيح  𝐺فرض کنيد : 2-2قضيه 

از  ييک 𝐺صورت با حداکثر پنج راس باشد. در اين  يتطابق
 است. 𝐺2يا  𝐾1 ،𝐾2 ،𝐾1,4 ،𝐺1 يهاگراف

 

𝑛 باشد. اگر 𝑛برابر  𝐺: فرض کنيد مرتبه اثبات ≤ 3 ،

𝐺توان ديد يم يراحتگاه بهآن = 𝐾1  يا𝐺 = 𝐾2 قرار .
𝑛دهيد  = تطابق کامل  يدارا 𝐺، ۴-1. بنابر قضيه 4

𝐺نيست. لذا  = 𝐾1,31-2که بنابر لم ي، در حال ،𝐾1,3 
𝑛نيست.اکنون قرار دهيد  يصحيح تطابق =  𝐺. چون 5

شود ينتيجه م 2-1همبند است، با استفاده از قضيه 
𝑅(𝐺)به صورت  𝐺  يهاسيستم ريشه =

{0, ±𝜃1, ±𝜃2} ،0 < 𝜃1 < 𝜃2  يا𝑅(𝐺) =

{03, ±𝜃} ،𝜃 >  است.   0
𝑅(𝐺)حال اگر  = {0, ±𝜃1, ±𝜃2}گاه چون تمام ، آن

,𝜇(𝐺 يهاريشه 𝑥)  3-1ساده هستند، بر طبق قضيه ،𝐺 
 است. 𝐺2و  𝐺1 يهااز گراف ييک

𝑅(𝐺)اگر  = {03, ±𝜃}۶-1گاه بنابر قضيه ، آن 

𝐺(، 2قسمت ) = 𝐾1,4 است. يکه صحيح تطابق∎ 
 

از مرتبه شش که صحيح  تنها گراف همبند: 3-2قضيه 

 است گراف زير است: يتطابق

 
 

Δ: چون اثبات ≤  يهاتمام ريشه 1-1، بنابر قضيه 5

,𝜇(𝐺صحيح  𝑥)  3−]در بازه, قرار دارند. حال با  [3
,𝜇(𝐺که تکرر ريشه صفر در توجه به اين 𝑥)  برابر تعداد

است که توسط يک تطابق ماکزيمم پوشانده  𝐺از  يرئوس
تطابق کامل   𝐺، ۴-1بنابر قضيه  يشود و از طرفينم

,mult(0شود يندارد، نتيجه م 𝐺) ≠ علاوه چون به .0
زوج است، تکرر ريشه صفر نيز زوج است. لذا  𝐺مرتبه 

 از  يبه يک 𝐺 يهادهد سيستم ريشهينتيجه م 2-1قضيه 
 

 دو فرم زير است: 
𝑅(𝐺) = {02, ±𝜃1, ±𝜃2} ، 0 < 𝜃1 < 𝜃2 ≤ 3  

 يا 
𝑅(𝐺) = {04, ±𝜃}، 0 < 𝜃 ≤ 3. 

 

𝑅(𝐺)اگر  = {02, ±𝜃1, ±𝜃2}گاه با استفاده از ، آن
𝜃1، داريم ۵-1قضيه  = توان دو حالت ي. در نتيجه م1

 صورت زير متمايز نمود:فوق را به
 

𝑅(𝐺): حالت اول = {02, ±1, ±𝜃} ،1 < 𝜃 ≤ 3 .

 بنابراين 
𝜇(𝐺, 𝑥) = 𝑥2(𝑥4 − (𝜃2 + 1)𝑥2 + 𝜃2) . 

 

𝑚لذا  = 𝜃2 + ,𝑝(𝐺و  1 2) = 𝜃2. برطبق  ياز طرف
 يهااز گراف ييک  𝐺(، در اين حالت 2قسمت ) ۷-1لم 

𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙) ،𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙)  يا𝐿(𝑡, 𝑙)  است که در آنk ،
𝑡  وl هستند. ياعداد صحيح 

,𝐾(𝑘يک گراف  𝐺اگر  𝑡; 𝑙) گاه با استفاده از باشد، آن
𝑘( داريم 1) + 𝑡 = 𝑚 و 4 = 𝑙 +  . حال از 4

,𝐾(𝑘،که در يک گراف جاييآن 𝑡; 𝑙) 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 ،

1پس  ≤ 𝑙 ≤ 5رو از اين .4 ≤ 𝑚 ≤ 8 . 
𝑚 ياز طرف = 𝜃2 + 4در نتيجه  .1 ≤ 𝜃2 ≤ . لذا 7

𝜃 = 2 ،𝑚 = 𝑙 و 5 = ,𝑝(𝐺علاوه . به1 2) =

𝜃2 = توان نوشت ي( م1با استفاده از ) ي.از طرف4
𝑝(𝐺, 2) = (𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡 دهد يکه نتيجه م

𝑘(𝑡 + 1) =  و اين يک تناقض است. 5
,𝐾′(𝑘يک گراف  𝐺اگر  𝑡; 𝑙) گاه با استفاده از باشد، آن

𝑘توان نوشت ي( م2) + 𝑡 = 𝑚 و 4 = 𝑙 + . از 5
,𝐾′(𝑘در يک گراف  يطرف 𝑡; 𝑙) ، 

≤ 𝑙 0≤ 𝑘پس ،≤ 4 0≤ 𝑙  و≤ 95≤ 𝑚  .حال از آن 
𝑚که جايي = 𝜃2 + 4شود ينتيجه م 1 ≤ 𝜃2 ≤ 8 .

𝜃بنابراين  = 2 ،𝑚 = 𝑙 و 5 = علاوه . به0
𝑝(𝐺, 2) = 𝜃2 =  :داريم (2) با استفاده ازو   4

 

𝑝(𝐺, 2) = (𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡 نتيجه  . در
𝑡𝑘 = 𝑘 . پس4 = 𝑡 = 𝐺بنابراين .2 = 𝐾′(2,2; 0) 

,𝜇(𝐺و  𝑥) = 𝑥2(𝑥2 − 1)(𝑥2 − 4). 
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,𝑲′(𝟐گراف  :3شکل  𝟐; 𝟎) 

 
,𝐿(𝑡يک گراف  𝐺اگر  ( را ببينيد.3شکل ) 𝑙)  ،باشد

𝑡( داريم 3گاه با استفاده از )آن = 𝑚 و 2 = 𝑙 + 5 .
 علاوهبه

𝑚 = 𝜃2 + 𝑙. بنابراين 1 = 𝜃2 − از  يول 4
𝑙که جاييآن ∈ 𝜃و  {1,2,3} ∈ فوق  يتساو {2,3}

 .دهدگاه رخ نميهيچ

 

𝑅(𝐺)  :حالت دوم = {04, ±𝜃} ،0 < 𝜃 ≤ 3 .

𝐺(، 2قسمت ) ۶-1در اين حالت بنابر قضيه  = 𝐾1,5  در

 ∎نيست. يصحيح تطابق 𝐾1,5، 1-2که بر طبق لم يحال

 

يک گراف همبند صحيح  𝐺فرض کنيد  :۴-2قضيه 

 صورت  از مرتبه هفت باشد. در اين يتطابق
𝐺 = 𝐾7\(𝐸(𝐶3) ∪ 𝐸(𝐶4))  يا𝐺 :گراف زير است 

 

 
 

Δباشد. چون  𝑚برابر  𝐺: فرض کنيد اندازه اثبات ≤

,𝜇(𝐺صحيح  يها، ريشه1-1، بنابر قضيه 6 𝑥)  در بازه
 با توجه به فرد بودن مرتبه  يقرار دارند. از طرف [4,4−]

 

𝐺 شود، صفر يک ريشه ي، نتيجه م𝜇(𝐺, 𝑥)  با تکرر
توان چهار مي 2-1فرد است. اکنون با استفاده از قضيه 

 حالت زير را متمايز نمود:
 

𝑅(𝐺) :حالت اول = {0, (±𝜃1), (±𝜃2), (±𝜃3)}، 

0 < 𝜃1 < 𝜃2 < 𝜃3 ≤ در اين حالت چون تمام . 4
,𝜇(𝐺 يهاريشه 𝑥)  ساده هستند و𝐺 است  يهفت راس

 ، داريم3-1با استفاده از قضيه
𝐺 = 𝐾7\(𝐸(𝐶3) ∪ 𝐸(𝐶4)) حال با توجه به .

|𝐸(𝐺)|که اين =  چند يهايک از ريشه، هيچ14
𝜃1 بنابراين  .نيست ۴برابر  𝐺 ياي تطابقجمله = 1 

،𝜃2 = 2 𝜃3 =  و لذا: 3
𝜇(𝐺, 𝑥) = 𝑥(𝑥2 − 1)(𝑥2 − 4)(𝑥2 − 9). 

 

𝑅(G)  :حالت دوم = {0, (±𝜃1)2, (±𝜃2)} ،

0 < 𝜃1 < 𝜃2 ≤  ۷ -1. در اين حالت بنابر لم 4
𝐺م ي(، دار1قسمت ) = 𝑆(3, 𝜃2

2 − . اکنون با (1
,𝑆(𝑟که دريک گراف توجه به اين 𝑠) ،𝑟 ≤ 𝑠 ≤ 2𝑟 ،

4شود ينتيجه م ≤ 𝜃2
2 ≤ 𝜃2. بنابراين 7 =   و  2

𝐺 = 𝑆(3,3)( ۴. به شکل ) مراجعه شود. حال با
 :داريم (۵استفاده از )

𝜇(𝐺, 𝑥) = 𝑥(𝑥2 − 4)(𝑥2 − 1)2.  

 

 
,𝑺(𝟑: گراف ۴شکل  𝟑) 
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𝑅(𝐺)، حالت سوم: = {03, (±𝜃1), (±𝜃2)} 

0 < 𝜃1 < 𝜃2 ≤  ۷-1. در اين حالت بنابر لم 4
,𝐾(𝑘 يهااز گراف ييک 𝐺 (،2قسمت ) 𝑡; 𝑙) ،

𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙)  يا𝐿(𝑡, 𝑙)  .است 
,𝐾(𝑘يک گراف  𝐺اگر  𝑡; 𝑙) گاه با استفاده از باشد، آن

𝑘 نوشت تواني( م1) + 𝑡 = 5  ،𝑚 = 𝑙 + . چون 5
1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑘 1، پس ≤ 𝑙 ≤ 6. لذا 5 ≤ 𝑚 ≤ 10 .

چند  يهامجموع مربعات ريشه کهبا توجه به اين ياز طرف
است،  𝐺گراف  يها، برابر تعداد يالياي تطابقجمله

𝑚داريم  = 𝜃1
2 + 𝜃2

2 . 

𝜃1 نتيجه  در = 𝜃2 و1 = 𝑚بنابراين  .3 = 10 ،
𝑙 = 𝑘 = 𝑡و  5 = ( 1علاوه با استفاده از ). به 0

,𝑝(𝐺توان ديد يم 2) = (𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡 .
,𝑝(𝐺 پس 2) = حاصل ضرب  دانيميم ياز طرف .20

برابر تعداد  ياي تطابقناصفر چندجمله يهامربعات ريشه
,𝑝(𝐺  لذا ها با اندازه ماکزيمم است.تطابق 2) =

𝜃1
2𝜃2

2 =  و اين يک تناقض است. 9
,𝐾′(𝑘يک گراف  𝐺اگر  𝑡; 𝑙) گاه با استفاده از باشد، آن

𝑘 ( داريم2) + 𝑡 = 5،𝑚 = 𝑙 + 6 ،𝑙 ≤ 𝑘 ≤ 5 .
,𝑝(𝐺علاوه به 2) = (𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡.  اکنون

 دهديداديم نتيجه م چه در بالا انجاممشابه آن ياستدلال
  𝜃1 = 𝜃2و 1 = 𝑚. پس 3 = 𝜃1

2 + 𝜃2
2 = 10 

.لذا  و 𝑙 = 4  
,𝑝(𝐺 همچنين 2) = 𝜃1

2𝜃2
2 =  رو . از اين9

(𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡 = 𝑘 دهديکه نتيجه م 9 =

1 ،𝑡 =  اين يک تناقض است. و 9
,𝐿(𝑡يک گراف  𝐺اگر  𝑙) (3گاه با استفاده از )باشد، آن 

𝑡داريم  = 3 ،𝑚 = 𝑙 + که . اکنون با توجه به اين6
𝑙 ∈ 𝑚و  {1,2,3} = 𝜃1

2 + 𝜃2
 شودينتيجه م 2

   𝜃1
2 + 𝜃2

2 ∈ و اين متناقض با صحيح بودن {7,8,9}
𝜃1  و𝜃2 .است 
 

𝑅(𝐺) حالت چهارم: = {05, (±𝜃)} ،0 < 𝜃 ≤

 دهد ي(، نتيجه م2قسمت ) ۶ -1. در اين حالت قضيه 4
𝐺 = 𝐾1,6 نيست و اثبات تمام  يکه صحيح تطابق

 ∎است.

 

يک گراف همبند صحيح  𝐺فرض کنيد : 5-2قضيه 

ترين صورت بزرگاز مرتبه هشت باشد. در اين يتطابق
برابر چهارده  𝐺علاوه اندازه است. به ي، سه يال𝐺تطابق 

 است.

باشد. چون  𝑚برابر  𝐺فرض کنيداندازه گراف اثبات: 

∆≤ صحيح  ياهتمام ريشه 1-1، بنابر قضيه 7
𝜇(𝐺, 𝑥)  قرار دارند. ابتدا نشان  [4,4−]در بازه

است. توجه کنيد  ي، سه يال𝐺ترين تطابق دهيم بزرگيم
تطابق کامل ندارد. اکنون با برهان  𝐺، ۴-1بنابر قضيه 

تطابق سه تايي نيست.  يدارا 𝐺خلف، فرض کنيد 
,mult(0بنابراين  𝐺) ≠  𝐺علاوه چون مرتبه . به0,2

,𝜇(𝐺عنوان ريشه تکرر صفر به زوج است، 𝑥)  زوج بوده
𝑅(𝐺)داريم، . 2-1و لذا با استفاده از قضيه  =

{06, ±𝜃}  يا𝑅(𝐺) = {04, ±𝜃1, ±𝜃2}. 
𝑅(𝐺)اگر  = {06, ±𝜃}قسمت  ۶-1گاه قضيه ، آن

𝐺دهد ي( نتيجه م2) = 𝐾1,7 نيست. يکه صحيح تطابق 
𝑅(𝐺)اگر  = {04, ±𝜃1, ±𝜃2}گاه با استفاده از ، آن
 يهااز گراف ييک 𝐺شود ي( نتيجه م2قسمت ) ۷-1لم 

𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙) ،𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙)  يا𝐿(𝑡, 𝑙)  است که𝑘 ،𝑡  و
𝑙 علاوه چون هستند. به ياعداد صحيح𝐺 ،همبند است 

𝑚 ≥ هر يک از اين موارد  ي. در ادامه به بررس7
 پردازيم.يم

,𝐾(𝑘يک گراف  𝐺ابتدا فرض کنيد  𝑡; 𝑙)  باشد. در
𝑘 توان ديديم( 1صورت با استفاده از )اين + 𝑡 = 6 ،

𝑚 = 𝑙 + ,𝑝(𝐺 و 6 2) = (𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) +

𝑡. ياز طرف 𝑚 = 𝜃1
2 + 𝜃2

,𝑝(𝐺و  2 2) = 𝜃1
2𝜃2

2 .
𝑙لذا  + 6 = 𝜃1

2 + 𝜃2
 که اکنون با توجه به اين .2

𝑙 ≤ 𝑘 ≤ 𝜃1شود ينتيجه م 6 = 𝜃2و  1 = . لذا 3
𝑚 = 10 ،𝑝(𝐺, 2) = 𝑙و  9 = 4 . 

𝑙)پس  + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡 = دهد يکه نتيجه م 9
𝑘(4 + 𝑡) =  ن يک تناقض است.يو ا 13

,𝐾′(𝑘يک گراف  𝐺 سپس فرض کنيد 𝑡; 𝑙)  باشد. در

𝑘( داريم  2صورت با استفاده از )اين + 𝑡 = 6 ،𝑚 =

𝑙 + ,𝑝(𝐺 و 7 2) = (𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡. 
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𝑙که جاييازآن ≤ 𝑘 ≤ مشابه قسمت قبل  ياستدلال ،6
𝜃1دهد ينتيجه م = 1 ،𝜃2 = 𝜃1يا  3 = 2 ،𝜃2 = 3 .

,𝑝(𝐺 ميدر حالت نخست دار 2) = 𝜃1
2𝜃2

2 = 9 ،
𝑚 = 𝜃1

2 + 𝜃2
2 = 𝑙و  10 =  . بنابراين 3

(𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡 = 𝑘(3و لذا  9 + 𝑡) =

که يک تناقض است. درحالت دوم داريم  12
𝑝(𝐺, 2) = 36 ،𝑚 = 𝑙و  13 = دهد يکه نتيجه م 6

𝑘 = 𝑡و  6 = ,𝑝(𝐺 . بنابراين0 2) =

(𝑙 + 𝑡)(𝑘 − 1) + 𝑡 =  که يک تناقض است. 30

,𝐿(𝑡يک گراف  𝐺در نهايت فرض کنيد  𝑙)  باشد. با
𝑡( داريم 3استفاده از ) = 4 ،𝑚 = 𝑙 + و  7

𝑝(𝐺, 2) = 𝑙 + 1. حال چون 12 ≤ 𝑙 ≤ و  3
𝑚 = 𝜃1

2 + 𝜃2
𝜃1شود ينتيجه م 2 = 𝜃2و  1 = 3 .

𝑚بنابراين  = 10 ،  𝑙 = ,𝑝(𝐺و  3 2) = 15. 
,𝑝(𝐺 ياز طرف 2) = 𝜃1

2𝜃2
2 = که يک تناقض  9

 يتطابق سه يال يدارا 𝐺دهد يتناقض نشان م است. اين
 است.

برابر چهارده است. با  𝐺دهيم اندازه يدر ادامه نشان م
است، داريم  يسه يال 𝐺ترين تطابق که بزرگتوجه به اين

mult(0, 𝐺) = دهد ينتيجه م ۵-1قضيه  ي. از طرف2
,𝜇(𝐺 يهااز ريشه ييک 𝑥)  است. بنابراين با  1برابر

 𝐺 يهاتوان ديد سيستم ريشهيم 2-1استفاده از قضيه 
 از دو صورت زير است:  يبه يک

 

𝑅(𝐺) :حالت اول = {02, (±1)2, ±𝜃} ، 

1 < 𝜃 ≤ قسمت  ۷-1. اکنون با استفاده از لم 4
𝐺(داريم 3) = 𝑇(𝑟, 𝑘)  که𝑟  و𝑘 ياعداد صحيح مثبت 

𝑟 هستند و  > که تکرر ريشه اين . حال با توجه به2
 توان ديد ي( م۴صفر برابر دو است با استفاده از )

𝑟(𝑘 − 1) =  که يک تناقض است. 1

 

𝑅(𝐺) حالت دوم: = {02, ±1, ±𝜃1, ± 𝜃2}، 
1 < 𝜃1 < 𝜃2 ≤ 𝜃2. ابتدا فرض کنيد 4 = 4 .

 توان نوشت يبنابراين م
𝑅(𝐺) = {02, ±1, ±𝜃, ±4} ،𝜃 ∈ . داريم {2,3}

𝑚 = 𝜃2 + 17 ≥ راس  8-1. حال بنابر قضيه 21
𝑢  از𝐺 که يطوروجود دارد بهmult(0, 𝐺\𝑢) = 3 .

𝑅(𝐺\𝑢)لذا  = {03, ±𝜂1, ±𝜂2}  يا𝑅(𝐺\𝑢) =

{03, (±𝜂)2}که باتوجه به اين ي.ازطرف𝑑𝑒𝑔(𝑢) ≤ 7 ،
 ميدار

|𝐸(𝐺\𝑢)| ≥ 14 . 
𝑅(𝐺\𝑢)اگر  = {03, ±𝜂1, ±𝜂2}گاه ، آن𝐺\𝑢 

تواند يک گراف همبند يا ناهمبند باشد. ابتدا فرض يم
(، 2قسمت ) ۷-1همبند است. اکنون بنابر لم  𝐺\𝑢کنيد 
𝐺\𝑢 يهااز گراف ييک 𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙) ،𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙)  يا

𝐿(𝑡, 𝑙)  است. اگر𝐺\𝑢  يک𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙) گاه باشد، آن
𝑘( واضح است که 2با استفاده از ) + 𝑡 = و  5

|𝐸(𝐺\𝑢)| = 𝑙 + 𝑙که  ييجااز آن .6 ≤ 𝑘 داريم ،
|𝐸(𝐺\𝑢)| ≤ يک  𝐺\𝑢که يک تناقض است. اگر  11

𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙) ،گاه چون آن باشد𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙)  يک زير
,𝐾′(𝑘گراف  𝑡; 𝑙)  ،است|𝐸(𝐺\𝑢)| ≤ که يک  11

,𝐿(𝑡يک  𝐺\𝑢تناقض است. اگر  𝑙) گاه بنابر باشد، آن
𝑡( داريم 3) = |𝐸(𝐺\𝑢)|و  3 = 𝑙 + . حال چون 6

𝑙 ≤ |𝐸(𝐺\𝑢)|شود ينتيجه م 3 ≤ که يک  9
ناهمبند است.چون  𝐺\𝑢تناقض است. سپس فرض کنيد 

|𝐸(𝐺\𝑢)| ≥ 14 ،𝐺\𝑢 اجتماع  يبايست𝐾1  و يک
صورت باشد. درغيراين 𝐻مانند  يگراف همبند شش راس
|𝐸(𝐺\𝑢)| < 14 . 

𝑅(𝐻)داريم  𝐺\𝑢 يهابا توجه به سيستم ريشه =

{02, ±𝜂1, ±𝜂2}  و لذا𝐻  يک گراف𝐾(𝑘′, 𝑡′; 𝑙′) ،
𝐾′(𝑘′, 𝑡′; 𝑙′)  يا𝐿(𝑡′, 𝑙′)  است که در آن𝑘′ ،𝑡′  و𝑙′ 

هستند. در هريک از اين موارد با  ياعداد صحيح
 توان نشان داديم يراحتمشابه استدلال فوق به ياستدلال

|𝐸(𝐻)| < |𝐸(𝐺\𝑢)|و لذا  14 < که يک 14
 تناقض است.

𝑅(𝐺\𝑢)اگر  = {03, (±𝜂)2}2-1گاه بنابر قضيه ، آن ،
𝐺\𝑢  همبند نيست. اکنون مشابه قسمت قبل نتيجه

داشته  يشش راس يمولفه همبند يبايست 𝐺\𝑢شود يم
 𝐺\𝑢 يهاکه با توجه به سيستم ريشهباشد. در حالي

 ممکن نيست. يچنين چيز
اي چندجملهشود بزرگترين ريشه يرو نتيجه ماز اين

 يهاباشد. لذا سيستم ريشه ۴تواند برابر ينم 𝐺 يتطابق
𝐺 صورت به𝑅(𝐺) = {02, ±1, ±2, است.  {±3

 بنابراين داريم،
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𝜇(𝐺, 𝑥) = 𝑥8 − 14𝑥6 + 49𝑥4 − 36𝑥2. 
 

𝑚پس  = 14 ،𝑝(𝐺, 2) = ,𝑝(𝐺 و 49 3) = 36  
 

 ∎و اثبات تمام است.
 

 يبرا. برقرار نيست اًعکس قضيه فوق لزوم :۶-2تذکر 

اين  زير را در نظر بگيريد. ياين منظور گراف هشت راس
رده چها بربوده و اندازه آن برا يتطابق سه يال يگراف دارا

 نيست. يصحيح تطابق ياست ول

 
 

م اگر يک گراف ، نشان دادي۵-2توجه کنيد در قضيه 
گاه تعداد باشد، آن ي، صحيح تطابقيهشت راس

که در است. در حالي ۴9آن برابر  يدو يال يهاتطابق
 داريم: 9-1گراف فوق با استفاده از لم 

𝑝(𝐺, 2) = (14
2

) − ∑ (𝑑𝑖
2

)8
𝑖=1 = 47. 

 
,𝑑1جا در اين … , 𝑑8  .دنباله درجات رئوس گراف هستند

، چهار راس از درجه ۶دو راس از درجه  ياين گراف دارا
 است. 2و دو راس از درجه  3
 

است و صحيح  يت راسگراف زير هش] 13[: ۷-2مثال 

 است. يتطابق

 
 

 داريم
𝜇(𝐺, 𝑥) = 𝑥8 − 14𝑥6 + 49𝑥4 − 36𝑥2 =  

𝑥2(𝑥2 − 1)(𝑥2 − 4)(𝑥2 − 9).  

 

همبند با حداقل سه  يگراف 𝐺فرض کنيد  :8-2قضيه 

(𝐺)∆راس باشد و  ≤ باشد،  يصحيح تطابق 𝐺 . اگر3

,𝐺1 ،𝐺2 ،𝐾′(2 يهاازگراف ييک 𝐺گاه آن 2; يا  (0
𝑇(3,  است. (1

 

 باشد. اگر  𝑛برابر  𝐺فرض کنيد مرتبه  اثبات:

∆= صحيح  يهاريشه 1-1گاه بنابر قضيه آن ،3
𝜇(𝐺, 𝑥)  2−]در بازه,  قرار دارند و لذا  [2

𝑧(𝐺) ≤ 𝑛علاوه چون . به5 ≥ ، با استفاده از قضيه 4
𝑧(𝐺)شود ينتيجه م 1-۶ ≥ توان سه حالت ي. لذا م3

 زير را در نظر گرفت:
𝑧(𝐺)الف( اگر  = قسمت  ۶-1گاه بنابر قضيه ، آن3

(2 ،)𝐺 = 𝐾1,3  نيست. يصحيح تطابق 1-2که بنابر لم 
𝑧(𝐺)اگر  ب( = (، 3قسمت ) ۶-1گاه بنابر قضيه ، آن4
𝐺 بر  يو غير ستاره است. از طرف ييک گراف چهار راس

 ي، صحيح تطابقي، هيچ گراف چهار راس2-2طبق قضيه 
 نيست.

𝑧(𝐺)ج( اگر  = همبند است با  𝐺گاه چون ، آن5
  شودينتيجه م 2-1استفاده از قضيه 

𝑅(𝐺) = {0𝑡 , (±1)𝛼 ,  پس  .{(±2)
𝜇(𝐺, 𝑥) = 𝑥𝑡(𝑥2 − 1)𝛼(𝑥2 − 4). 

 
يا يک  𝐺دهد ي( نتيجه م۴قسمت ) ۶-1قضيه  اکنون

 يهافاز گرا يغير ستاره است و يا يک يگراف پنج راس
𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙) ،𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙) ،𝐿(𝑡, 𝑙) ،𝑇(𝑟, 𝑘)  يا

𝑆(𝑟, 𝑠)  .است 
𝑛 ابتدا قراردهيد =  ،2-2صورت بنابر قضيه  اين در .5

𝐺 = 𝐺1 يا 𝐺 = 𝐺2. 
𝑛سپس فرض کنيد  ≥  يک گراف 𝐺 اگر .6

𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙)  يا𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙) داريم گاهباشد، آن  
𝑛 = 𝑘 + 𝑡 + . اکنون با توجه به ساختار اين 2

=∆که جاييهاوازآنگراف ,𝑘شود ينتيجه م ،3 𝑡 ≤ 3 
𝑘و  + 𝑡 ≤ ( را ملاحظه کنيد. لذااين 1. شکل )5

بنابر قضيه  يهستند.از طرف يها شش و يا هفت راسگراف
 يهااز نوع گراف يهيچ گراف هفت راس 2-۴

𝐾(𝑘, 𝑡; 𝑙)  يا𝐾′(𝑘, 𝑡; 𝑙) نيست. حال  يصحيح تطابق
𝐺 شودينتيجه م 3-2با استفاده از قضيه  =

𝐾′(2,2; 0). 
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,𝐿(𝑡 يک گراف 𝐺اگر  𝑙) گاه داريم باشد، آن𝑛 = 𝑡 +

شود ي. حال با توجه به ساختار اين گراف ملاحظه م4
𝑡 = 𝑛و لذا  2 = ( را ملاحظه کنيد. از 1. شکل )6

,𝐿(𝑡، يک گراف 3-2طبق قضيه  يطرف 𝑙)  از مرتبه
 باشد. يتواند صحيح تطابقيشش نم

,𝑇(𝑟يک گراف  𝐺اگر  𝑘) ،گاه داريم:آن باشد 

𝜇(𝑇(𝑟, 𝑘), 𝑥) = 𝑥𝑟(𝑘−1)+1(𝑥2 − 𝑟 −
𝑘)(𝑥2 − 𝑘)𝑟−1.  

 
,𝜇(𝐺اي فوق با اکنون با مقايسه چندجمله 𝑥)  نتيجه

𝑘شود يم = 𝑟 و 1 + 𝑘 = 𝑟. بنابراين 4 =  و 3
𝐺 = 𝑇(3, 1) . 

,𝑆(𝑟يک گراف  𝐺اگر  𝑠) گاه داريم:باشد، آن 
𝜇(𝑆(𝑟, 𝑠), 𝑥) = 𝑥(𝑥2 − 𝑠 − 1)(𝑥2 − 1)𝑟−1,  
 

𝑛لذا  = 2𝑟 + 𝑟و  1 ≤ 𝑠 چون .𝑛 ≥ 6، 𝑟 ≥ 3 .
,𝜇(𝐺اي فوق با حال با مقايسه چندجمله 𝑥)  نتيجه

𝑠 شوديم + 1 = 𝑠. لذا 4 = 𝑟 =  و  3
𝐺 = 𝑆(3, توان ديد يم يبه راحت ي. از طرف(3

 𝑇(3, 1) ≅   𝑆(3, 3). 

=∆در نهايت اگر  يک دور يا يک مسير  𝐺گاه ، آن2

 ∎نيست. يصحيح تطابق 3-1است و بنابر قضيه 
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