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 ۰۲/۰۲/۹۸تاريخ پذيرش مقاله:  ۰۱/۰۳/۹۷تاريخ ارسال مقاله: 

  چکيده
 يها باشد که رأس ܴحلقه  يارز هم يها رده يگراف شمارنده صفر رو  (ܴ)Γா کدار و يو  ييک حلقه جابجاي ܴ د يفرض کن
ن گراف مجاورند اگر و تنها اگر يدر ا  [ݕ] و   [ݔ]  ياست. دو رأس مجزا ܴناصفر  شمارنده صفر يارز هم يها آن رده

[ݕ][ݔ]  = ቒିଶبرابر با   Γ(ℤ)يمجاورت يم که بعد متريکن ين مقاله ابتدا ثابت مي. در ا [0]
ଶ
ቓ  است و بعد از آن نشان

Γ൫ℤమ൯م يده يم ≅ Γ ቀ
ோ
ூ
ቁه ياست که تجز ܴدوجاذب از  يآل دهيا ܫو  يعيطب يعدد ݊اول،  يعدد آن  ، که در

Γيمجاورت يشود که بعد متر يجه ميه است. سرانجام نتيآل اول دهيا ݊صورت اشتراک  مال آن بهينيه و مياول ቀ
ோ
ூ
ቁ   برابر با

݊ −   است. 1
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  مقدمه - ۱
دار  رجهتي، ساده و غيها متناه ن مقاله گرافيدر ا

߁د يباشند. فرض کن يم = (ܸ, ک گراف با ي (ܧ
باشد.  ܧ يها الي  و مجموعه ܸ يها رأس  مجموعه
,ݑن دو رأس يفاصله ب ݒ ∈ ر ين مسيطول کوتاهتر  ܸ

,ݑ)௰݀را با ها است که آن  ن آنيب ,ݑ)݀ا ي (ݒ  (ݒ
در دو مولفه  ݒو  ݑناهمبند باشد و  ߁م. اگر يده ينشان م

,ݑ)݀گاه  ز باشند، آنيمتما (ݒ = مجاور  يها . رأس∞
  را با ݑبا رأس 

N(ݑ) = ݒ} ∈ (߁)ܸ ∣ ,ݑ)݀ (ݒ = 1} 
  

  م ويده ينشان م
diam(߁) = ,ݑ)݀}ݔܽ݉ :(ݒ ,ݑ ݒ ∈ ܸ} 

  
,ݑ} ل اياست.  ߁قطر گراف  ݑرا با   {ݒ − ش ينما  ݒ

 ݒ	 و  	 ݑمجاور است. دو رأس   ݒ با  	 ݑ م ييم و گويده يم
(ݑ)Nم هرگاه ييگو يرا دوقلو م ∖ {ݒ} = N(ݒ) ∖   . {ݑ}
=ديفرض کن ( ଵܸ, ܩو  (ଵܧ = ( ଶܸ, گراف  دو  (ଶܧ

ܩرا با ܩ و  ܪ گراف دو الحاق باشند، ∨  نشان ܪ
  آن عبارتند از يها اليو  ها رأس  عهم که مجمويده يم

ܪ)	ܸ ∨ (ܩ = (ܪ)	ܸ	 ∪  ,(ܩ)	ܸ	
ܪ)ܧ ∨ (ܩ 	= (ܪ)ܧ	 ∪  		(ܩ)ܧ
∪ {ܽ − ܾ|ܽ ∈ ,(ܪ)ܸ ܾ ∈  .{(ܩ)ܸ

  
ܩرا با  ܩو  ܪن اجتماع دو گراف يچن هم ∪ نشان  ܪ

(ܪ)	ܸآن  يها رأس  م که مجموعهيده يم ∪  (ܩ)	ܸ	
(ܪ)ܧآن  يها الي  و مجموعه ∪   ت.اس (ܩ)ܧ
ܵد يفرض کن ⊆ از  ܵرگراف القا شده توسط ي، ز(߁)ܸ

 [ܵ]߁است، با نماد  ܵ  آن مجموعه يها را که رأس ߁
ش ينما ത߁را با  ߁ن مکمل گراف يچن م. هميده ينشان م

ب يبه ترت ⌈ݔ⌉و  ⌊ݔ⌋ن مقاله توابع يدر ام. يده يم
 ݔن عدد ناکمتر از يو کوچکتر ݔشتر از ين عدد نابيبزرگتر

ن متن از يا ي(اصطلاحات و نمادها کنند يرا مشخص م
  اند). گرفته شده [1]

شده، که در آن  يمعرف [11]و  [5] در   يمفهوم بعد متر
کامل  يها ها، دورها و گراف درخت ين پارامتر برايمقدار ا

 يرأس ݊ يها گراف يبند رده   [4] محاسبه شده است. در
݊، 2، 1 يبا بعد متر − ݊و  1 − ورد مطالعه م 2

، نشان داده شده که بعد  است. به عنوان مثال قرارگرفته 
ک است اگر و تنها يبرابر با  يرأس ݊   ک گرافي يمتر
ܲ    ر يمس  مورد نظر با  گراف اگر      نيچن خت باشد. هميکري   ،

݊  يبعد متر − گراف مورد نظر با    است اگر و تنها اگر 1
-    ݐهر گراف  يخت باشد. بعد متريکري    ܭ    گراف کامل 

݊رأس برابر با  ݊ با  يبخش − ن تمام يچن است. هم   ݐ
݊ يبا بعد متر يرأس ݊  يها گراف −  يبند ز ردهين    2
 يبا بعد متر يرأس   ݊ ي  ها ز گرافين   [8] دراست.   شده

 ݊ − از کامل  يبند ک ردهيمورد مطالعه قرار گرفته و            3
شتر ر.ک ياطلاعات ب يبرااست (  ها ارائه شده ن گرافيا

  ).[3]و  [2]
ܹد يفرض کن = ,ଵݓ} … , رمجموعه مرتب از يز {ݓ

ݒ يباشد. برا  Γ گراف همبند  يها رأس ∈ بردار  (߁)ܸ
)ݎ ييتا-݇ ݒ ∣ ܹ ) = ,ݒ)݀) …,(ଵݓ ,  ((ݓ,ݒ)݀
 ܹاست. مجموعه  ܹنسبت به  ݒرأس  ١يش مترينما

م هرگاه ييگو يم ߁ يبرا ٢ک مجموعه کاشفيرا 
 ܹز نسبت به يمتما يش مترينما ߁ز يمتما يها رأس

 و 	 ݑز يهر دو رأس متما يداشته باشند به طور معادل برا
ݓ رأسݒ	  ∈ که   يطور موجود باشد به  ܹ

(ݓ,ݑ)݀ ≠ را از  ݒو  	 ݑدو رأس  ݓ يعني (ݓ,ݒ)݀
را  ߁کاشف در   ن مجموعهيکوچکتر  کند. اندازه هم کشف 

 (߁)dim ده و آن را با ينام ߁گراف  ٣يبعد متر
آن برابر با   که اندازه يکاشف  م. مجموعهيده يش مينما

dim(߁)  م. ينام يم ߁ يبرا يمتر  هيک پايباشد را
    ک گرافي يجاورتم يبا عنوان بعد متر يديپارامتر جد

  ر ارائه شده است. يصورت ز به [7] در
ܹ 	د يفرض کن   = ,ଵݓ} … ,  يا رمجموعهيز {ݓ

هر رأس  يبرا باشد. ߁گراف  يها مرتب از رأس
ݒ  ∈   ييتا- ݇بردار    (߁ )ܸ	

ݒ)ଶݎ ∣ 	 ܹ) = (ܽ௰(ݒ, ,(ଵݓ …  , ܽ௰(ݒ,  ((ݓ
 

ܹ نسبت به ݒ   يش مجاورتينما  است که در آن  

ܽ௰(ݒ, (ݓ = ൝
0, ݒ = ݓ
1, ݓ−ݒ ∈ (߁)ܧ
2, ݒ − ݓ ∉ .(߁)ܧ

 

                                                
1. Metric representation 
2. Resolving set 
3. Metric dimension 



 

 ۳۹                                                                                                             دوجاذب هاي آل بعد متري مجاورتي گراف وابسته به ايده
 

   

ܹ 	مجموعه    ߁ يبرا ١يک مجموعه کاشف مجاورتيرا 

 يش مجاورتينما ߁متمايز يها م، هرگاه رأسييگو يم
ن يکوچکتر  ند. اندازهداشته باش  ܹنسبت به    يزيمتما

 يمجاورت يرا بعد متر ߁در  يکاشف مجاورت  مجموعه

م. هر يده يش مينما 	(߁) dima م و با ييگو يگراف م
آن برابر با   که اندازه يمجاورت کاشف   مجموعه

 dimୟ(߁)   م. به ينام يم يمجاورت  هيک پايباشد را
باشد،  ۲برابر با  ߁د که اگر قطر گراف يتوان د يم يآسان
(߁)dimگاه  آن = dim(߁).      

م ييگو  ٢را دوجاذب    R     ييجابجا  از حلقه    I     آل سره دهيا
,ܽ	     هر  يبرا هرگاه ܾ, ܿ ∈ ܽ از   ܴ ܾܿ ∈ جه ي، نت ܫ	
ܾܽشود  ∈ ܾܿا ي     	ܫ ∈	I   ا ي ܽ ܿ ∈   ز بهين   Iکال ي. راد  ܫ	

(ܫ)ݎ صورت = ݎ} ∈ ܴ	 ∣ ∃	 ݊ ∈ 	ℕ	, ݎ ∈  {ܫ
 (ܴ)ܼبا  ܴصفر  يها شمارنده   مجموعه .شود يف ميتعر

  شود و  ينشان داده م
ܼ(ܴ) = ݎ	} ∈ 	ܴ ∣ ᇱݎ∃ ∈ ܴ ∖ {0}, ᇱݎݎ = 0}.       

  
ݎ  هر  يبرا ∈  صورت  به ܴ  در ݎ ، پوچساز     ܴ

Annୖ(ݎ) = ᇱݎ} ∈ ܴ ∣ ′ݎݎ = 0} 
  

   شود. يف ميتعر
ܴ از حلقه    آل اول  دهين ايچن هم آل اول وابسته  دهيرا ا  
ݔ م هرگاه ييگو يم ܴبه  ∈  ي طور به  موجود باشد  	 ܴ	
 که  = Annୖ(ݔ)  اول وابسته  يها آل دهيا  و مجموعه
ܴ به  اطلاعات  يم (برايده ينشان م  (ܴ)Ass را با   

  ).[10]شتر ر.ک. يب
ܼ    د يفرض کن ∗(ܴ) = ܼ(ܴ) ∖  ݕ~ݔم ييگو يم .   {0}

(ݔ)Annோ    اگر و تنها اگر  = Annோ(ݕ) ي. به آسان 
است. رده  يارز ک رابطه همي ~شود که  يمشاهده م

م و ضرب دو رده يده ينشان م         [ݔ]	را با نماد    ݔ يارز هم
[ݕݔ]صورت به [ݕ]و  [ݔ] يارز هم =       [ݕ][ݔ]    
 يارز هم  يها  صفر رده  گراف شمارندهد. شو يف ميتعر

داده  نمايش (ܴ)ா߁و با نماد  يمعرف   [12]در  ܴحلقه 
 يارز هم يها آن مجموعه رده   يها رأسشده است که 

ܼ      ياعضا   در  [ݕ] و [ݔ]      زياست و دو رأس متما  (ܴ)∗
  

                                                
1. Adjacency resolving set 
2. 2-absorbing 

[ݕ][ݔ]آن با هم مجاورند اگر و تنها اگر  = [0].  
ோحلقه  يارز هم  يها  صفر رده  گراف شمارنده [9] در

ூ
 

ک ي ܫو  ييجابجا يا حلقه ܴ است که در آن مطالعه شده 
  است. ܴه از يه اوليتجز يآل دوجاذب دارا دهيا

را  ா(ℤ)߁گراف  يمجاورت ين مقاله بعد متريدر ا
 يمجاورت يم و با استفاده از آن بعد متريکن يمشخص م

)ா߁گراف 
ோ
ூ
ال دوجاذب است،  دهيک اي ܫرا که در آن  (

  م. يآور يدست م به 
  گاه ک گراف همبند باشد، آني ߁اگر ([7]) :۱-۱ه يقض

dim(	߁) ≤ dim(߁). 
  

  گاه باشد، آن ߁مکمل گراف  ത߁اگر  ([7]):۲-۱ه يقض
dimୟ(߁) = dimୟ(߁ത). 

  
  گاه ک گراف همبند باشد، آني ߁اگر  ([7]):۳-۱ه يقض

∨  ߁ )dimالف)  (ଵܭ 	 ≤  dimୟ( ߁ ) + 1،  
( ߁ )dimୟ ب)  ≤  dim( ߁ ∨   . (ଵܭ

  
(߁)dimୟ ن يچن هم = dim(߁ ∨ اگر و تنها (ଵܭ
 يچ رأسيداشته باشد که در آن ه يمجاورت  هيپا   	߁ 	اگر
,1,1) يش مجاورتينما … ه نداشته ي، نسبت به آن پا(1,

  .باشد
 
  يج اصلينتا - ۲

باشد.  يعيک عدد طبي ݊ک عدد اول و ي د يفرض کن
است.  ℤبرابر با  ℤصفر  يها مجموعه شمارنده

شود که  يمشاهده م [13]از مرجع  ۶- ۲با توجه به لم 
گاه  نسبت به هم اول باشند، آن و  ܽاگر 

Annℤು൫
൯ = Annℤು(ܽ

)ن، ي. بنابرا  
ܸ൫߁ா(ℤ)൯ = ,[]} ,[ଶ] … ,  {[ିଵ]

  
با هم مجاور  []و  []دو رأس  ா(ℤ)߁و در 

݅هستند اگر و تنها اگر  + ݆ ≥ خصوص، رأس  . به݊
مجاور است. از آنجا که رأس  [ିଵ]فقط با رأس  []

ن، يگر مجاور است، بنابرايد يها با همه رأس [ିଵ]
 ياست. پس بعد متر ۲برابر با  ா(ℤ)߁قطر 

 يعنيبرابر است.   آن يمجاورت يبا بعد متر ா(ℤ)߁
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dimெ(	߁) = dim(߁) شتر ياطلاعات ب ي(برا
  . )[13]. ر.ک

= ቒ]}
షమ
మ ቓାଵ], … , ,[ିଶ]  ,{[ିଵ]

ܻ = ,[]} ,[ଶ] … , ቒ]
షమ
మ ቓିଶ]	, ቒ]

షమ
మ ቓିଵ]}.   

  
د يتول ييرگراف القايد که زيتوان د يم يا ساده يبا بررس

د يتول ييرگراف القايک گراف کامل و زي ܺشده توسط 
ن يچن ال) است. همي(فاقد  يک گراف تهي ܻشده توسط 

ቒ]زوج باشد، رأس  ݊اگر 
షమ
మ ቓ] توان به مجموعه  يرا م

ቒ]فرد باشد رأس  ݊اضافه کرد و اگر  ܻ
షమ
మ ቓ]  را

 ۲مثال شکل  ياضافه کرد. (برا ܺتوان به مجموعه  يم
݊که در حالت  = رسم شده است را ملاحظه  10

  د.)يينما
1 ين برايچن هم ≤ ݅ ≤ ቒିଶ

ଶ
ቓ −   ميدار 1

ܰ൫[ାଵ]൯ ∖ ܰ൫[]൯ =   .{ି(ାଵ)൧ൣ}
  

تنها توسط رأس  [ାଵ]و  [] يها ن، رأسيبنابرا
شوند. علاوه بر آن  ياز هم کشف م [ି(ାଵ)]

 []تنها با رأس  [ି]و  [ି(ାଵ)]  يها رأس
  شوند.  ياز هم کشف م

  
ቒ]دو رأس  ா(ℤ)߁در گراف  :۱-۲لم

షమ
మ ቓ]  و

ቒ]
షమ
మ ቓାଵ] .دوقلو هستند  
ن دو رأس يا يها هيفرد باشد همسا ݊اگر  اثبات:

  عبارتند از 

ቒ])ܰ
షమ
మ ቓ]) = ])ܰ

షభ
మ ])

= ]
శభ
మ ], ]

శయ
మ ], … , ,[ିଶ]  	{[ିଵ]

  و
ܰቀቂቒ

షమ
మ ቓାଵቃቁ = ܰ ቀቂ

శభ
మ ቃቁ 				

= ]}
షభ
మ ], ]

శయ
మ ],… , ,[ିଶ]  {[ିଵ]

  
 ݊ن دو رأس دوقلو و مجاور هستند. اگر ين حالت ايدر ا

  گاه زوج باشد، آن

ቒ])ܰ
షమ
మ ቓ]) = ])ܰ


మିଵ]) = 

]}

మାଵ], ]


మାଶ], … , ,[ିଶ]  {[ିଵ]

  و

ܰ൬ቒ
షమ
మ ቓାଵ൨൰ = ܰ ቀቂ


మቃቁ = 

]}

మାଵ], ]


మାଶ], … , ,[ିଶ]  {[ିଵ]

  
مجاور  ين دو رأس دوقلو هستند ولين حالت ايدر ا

    .ستندين
  

	݊اگر :  ۲-۲لم ≥   گاه ح باشد، آنيک عدد صحي 3
ா൫ℤ൯തതതതതതതതതത߁ ≅ ଵܭ ∪  .ா൫ℤషభ൯߁

  
1هر  يبرا اثبات: ≤ ݅ ≤ ݊ − 1و هر  1 ≤ ݆ ≤
݊ − ݔد يقرار ده 2 = ݕو  [] = که در  []

از  يکي ݕو  ா൫ℤ൯തതതതതതതതതത߁ گراف يها از رأس يکي ݔآن 
است.  ଵܭرأس  ݔاست و  ா൫ℤషభ൯߁ گراف يها رأس
:F  تابع ,ଵݔ} … , {ିଵݔ → …,ଵݕ} , ,ିଶݕ را با {ݔ

  ضابطه 

F(ݔ) = ൜ݕିିଵ, 1 ≤ ݅ ≤ ݊ − 2
,									ݔ ݅ = ݊ − 1  

  
است. ثابت  يدوسوئ Fم. واضح است که يکن يف ميتعر

ها را حفظ  مجاورت و عدم مجاورت رأس Fم که يکن يم
 مجاور ா൫ℤ൯തതതതതതതതതത߁ر د ݔو  ݔرأس  کند. اگر دو يم

݅گاه  باشند، آن + ݆ <   پس ݊
݊ − ݅ − 1 + ݊ − ݆ − 1

= 	2݊ − 2 − (݅ + ݆)		 
																			< 	2݊ − 2 − ݊	 

						= ݊ − 2 
  

  رو  نياز ا
݊ − ݅ − 1 + ݊ − ݆ − 1 ≥ ݊ − 1 

  
در  ିିଵݕو  ିିଵݕن صورت دو رأس يو در ا

  مجاورند. ா൫ℤషభ൯߁
مجاور نباشند،  ா൫ℤ൯തതതതതതതതതത߁در  ݔو  ݔو رأس اگر د

݅ گاه آن + ݆ ≥   پس ݊
݊ − ݅ − 1 + ݊ − ݆ − 1

= 2݊ − 2 − (݅ + ݆) 
																														≤ 2݊ − 2 − ݊ = ݊ − 2 
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  ن روياز ا
݊ − ݅ − 1 + ݊ − ݆ − 1 < ݊ − 1. 

  
در  ିିଵݕو  ିିଵݕن، دو رأس يبنابرا

ن يب يختيکريک يF ستند. پس يمجاور ن ா൫ℤషభ൯߁
ଵܭو  ா൫ℤ൯തതതതതതതതതത߁دو گراف  ∪    است. ா൫ℤషభ൯߁

 
	݊د يفرض کن :۳-۲لم ≥   ح باشد ويک عدد صحي 6

ܵ = (ா(ℤషభ)߁)ܸ ∖ ,[]} ,[ିଶ]  {[ିଷ]
باشد. در  ா൫ℤషభ൯߁گراف  يها از رأس يا  رمجموعهيز
[ܵ]ா൫ℤషభ൯߁صورت   نيا ≅  .ா൫ℤషర൯߁

2 هر يبرااثبات:  ≤ ݅ ≤ ݊ − 1 و هر 4 ≤ ݆ ≤
݊ − ݔد يقرار ده 5 = ݕو  [] = ، که در []

 ݕو  [ܵ]ா൫ℤషభ൯߁گراف  يها از رأس يکي ݔآن 
  است. تابع ா൫ℤషర൯߁گراف  يها از رأس يکي

  

:ܨ …,ଵݔ} , {ିହݔ → …,ଵݕ} ,  {ିହݕ
  

(ݔ)ܨرا با ضابطه  = م. واضح يکن يف ميتعر ିିଷݕ
مجاورت  Fم که يکن ياست. ثابت م يدوسوئ ܨاست که 

 ݔرأس کند. اگر دو  يها را حفظ م و عدم مجاورت رأس
 گاه مجاور باشند، آن [ܵ]ா൫ℤషభ൯߁در گراف  ݔو 

݅ + ݆ < ݊ −   ن صورتيو در ا 1
݊ − ݅ − 3 + ݊ − ݆ − 3

= 2݊ − 6 − (݅ + ݆)						 
																														> 2݊ − 6 − ݊ + 1 
																														= ݊ − 5 

  
  ن روياز ا

݊ − ݅ − 3 + ݊ − ݆ − 3 ≥ ݊ − 4 
  

در  ିିଷݕو  ିିଷݕن، دو رأس يبنابرا
  مجاورند. ா൫ℤషర൯߁

 مجاور [ܵ]ா൫ℤషభ൯߁در  ݔو  ݔرأس  اگر دو
݅گاه  آن اشند،نب + ݆ ≥ ݊ −   ن رو يو از ا 1

݊ − ݅ − 3 + ݊ − ݆ − 3
= 2݊ − 6 − (݅ + ݆)	 

																															≤ 2݊ − 6 − ݊ + 1 
																															= ݊ − 5 

  .شود يجه ميکه از آن نت
݊ − ݅ − 3 + ݊ − ݆ − 3 < ݊ − 4. 

  
در  ିିଷݕو  ିିଷݕن، دو رأس يبنابرا

 ܨاز  ستند. پس با استفادهيمجاور ن ா൫ℤషర൯߁
[ܵ]ா൫ℤషభ൯߁ يختيکري ≅ دست  به 		ா൫ℤషర൯߁
  د. يآ يم
  

	݊د يفرض کن: ۴-۲هيقض ≥ ح يک عدد صحي 3
  صورت نيباشد. در ا

dimெ൫߁ா(ℤ)൯ =dim൫߁ா(ℤ)൯			 
																															= 

݊ − 2
2

ඈ. 

  
است پس  ۲برابر  ா(ℤ)߁که قطر  ييجا از آن اثبات:
  آن برابرند. يمجاورت يو بعد متر يبعد متر

ܹم که مجموعه يده يابتدا نشان م =

,[]} ,[ଶ] … , ቒ]
షమ
మ ቓ]} يک مجموعه کاشف براي 

ቒ] يها رأس ۱-۲است. طبق لم  ா(ℤ)߁
షమ
మ ቓ]  و

ቒ]
షమ
మ ቓାଵ] جه ين، با توجه به نتيدوقلو هستند، بنابرا

د در مجموعه يها با ن رأسيااز  يکيحداقل  ،  [6]از  ۲-۴
ܹ ن دو رأس از هم کشف شوند.يباشند تا ا  

نسبت به  ா(ℤ)߁ يها ر رأسيسا يش مجاورتينما

ܹ 1 ير است. برايصورت ز به ≤ ݅ ≤ ቔ
ଶ
ቕ م يدار  

ଶ൫ݎ [ି] ∣∣ ܹ ൯ =
	(2, 2, … , 2ᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ

ିଵ	تا

, 1, 1, … , 1)  

 
فرد و  منحصربه يش مجاورتيس نمان، هر رأيبنابرا
ک مجموعه کاشف ي ܹدارد و  ܹنسبت به  يزيمتما

  است. پس ா(ℤ)߁گراف  يبرا يمجاورت
݀݅݉൫߁ா(ℤ)൯ ≤ | ܹ| = ቒିଶ

ଶ
ቓ .         )۱(  

  
  ميده ياکنون نشان م

dimୟ൫߁ா(ℤ)൯ ≥ 
݊ − 2
2

ඈ . 
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  ر برقرار استيز يختيکري ۲-۲طبق لم 
ா൫ℤ൯തതതതതതതതതത߁ ≅ ଵܭ ∪  																					ா൫ℤషభ൯߁

  
  گريبه عبارت د

ா൫ℤ൯߁ ≅ ଵܭ ∨ )ா൫ℤషభ൯തതതതതതതതതതതതത.                 )۲߁  
  

  م ي(الف) دار ۳-۱  هيطبق قض
dimୟ ቀ ߁ா൫ℤషభ൯  ∨  ଵቁܭ 	

≤  dimୟ ቀ ߁ா൫ℤషభ൯   ቁ + 1,   
  

  مي) دار۲(  ن، طبق رابطهيبنابرا
dimୟ൫ ߁ா(ℤ)  ൯ ≤  dimୟ ቀ ߁ா൫ℤషభ൯   ቁ + 1,   

  
  شود که يجه مينت ۲-۱  هياز قض

dim൫ ߁ா(ℤ)  ൯ ≤ dim൫ ߁ா൫ℤషభ൯   ൯ + 1.   
  

  			مي(ب) دار ۳- ۱  هيو قض ۲- ۱  هيطبق قض ياز طرف
dimୟ൫ ߁ா൫ℤషభ൯  ൯ = dim ቀ߁ா൫ℤషభ൯	ቁ		 	 

≤  dimୟ ቀ ߁ா൫ℤషభ൯ ∨ )ଵ   ቁ                    )۳ܭ  
= dimୟ൫ ߁ா൫ℤ൯  ൯. 
 

ک يحداکثر  يمجاورت يبعد متر  ن، در هر مرحلهيبنابرا
  م کهيکن يابد. به استقرا ثابت مي يش ميواحد افزا

dim൫߁ா(ℤ)൯ = 
݊ − 2
2

ඈ . 
  
݊ يبرا = ா൫ℤయ൯߁م يدار 3 ≅  يکه بعد متر ଶܭ

ቒଷିଶآن برابر با  يمجاورت
ଶ
ቓ = ن رو حکم ياست. از ا 1

݊	الت ح يبرا =   برقرار است. 3
݊اکنون حالت  =  ن حالتيد. در ايريرا در نظر بگ 4

ா൫ℤర൯߁ ≅ ଷܲ ر يمس يمجاورت يکه بعد مترଷܲ 
ቒସିଶبرابر است با 

ଶ
ቓ =  ين صورت حکم برايو در ا 1

	݊ =   ز برقرار است.ين 4
݊در حالت  =  يو با بررس ۳با توجه به شکل  5
 يمجاورت يهده کرد که بعد مترتوان مشا يسرراست م
ቒହିଶبرابر با  ா൫ℤఱ൯߁

ଶ
ቓ =  ياست پس حکم برا 2

݊حالت  =   ز برقرار است.ين 5

ها  ک از گرافيهر  يو با بررس ۲و۱ يها با توجه به شکل
6د که در حالت يتوان د يم يبه آسان ≤ ݊ ≤ ز ين 10

  حکم برقرار است.
݊م يکن يفرض م ≥ ر کمتر از يمقاد يازا و حکم به  11

 درست باشد. طبق فرض استقرا  ݊

dimୟ ቀ߁ா൫ℤషభ൯ቁ = 
݊ − 1 − 2

2
ඈ 

= ൞

݊ − 2
2

ඈ 	݊	زوج												


݊ − 2
2

ඈ − 	݊	فرد				1
 

  
  ) ۳(  و طبق رابطه

dimୟ ቀ߁ா൫ℤషభ൯ቁ ≤ dimୟ ቀ߁ா൫ℤ൯ቁ 
 

  گاه وج باشد آنز ݊ن، اگر يبنابرا


݊ − 2
2

ඈ ≤ dimୟ ቀ߁ா൫ℤ൯ቁ 
  

  ن صورتيو در ا

dimୟ ቀ߁ா൫ℤ൯ቁ = 
݊ − 2
2

ඈ. 
  
  ميفرد دار ݊ يبرا

dimୟ ቀ߁ா൫ℤ൯ቁ ≥ 
݊ − 2
2

ඈ − 1. 
  

  ي) تساو۳(  م در رابطهيده است نشان  ين، کافيبنابرا
 dimୟ ቀ ߁ா൫ℤషభ൯   ቁ 

=  dimୟ ቀ ߁ா൫ℤషభ൯ ∨  ଵ   ቁܭ
  

د ثابت يبا ۳-۱  هين منظور طبق قضيا يدهد. برا يرخ نم
با  يرأس ா൫ℤషభ൯߁از  يمجاورت  هيم که هر پايکن
,1) يش مجاورتينما 1, … ,  ଵܹد يدارد. فرض کن (1

باشد. اگر  ா൫ℤషభ൯߁ يدلخواه برا يه مجاورتيک پاي
[ିଶ] ∈ ଵܹيها رأس يش مجاورتيگاه در نما ، آن 

ா൫ℤషభ൯߁ ∖ مولفه  ଵܹنسبت به  {[ିଶ]}
حذف رأس  است لذا ۲برابر با  [ିଶ]متناظر با رأس 

را ها  رأس يش مجاورتينما ا عدم تشابهيتشابه  [ିଶ]



 

 ۴۳                                                                                                             دوجاذب هاي آل بعد متري مجاورتي گراف وابسته به ايده
 

   

ଵܹن، يزند. بنابرا ينم هم بر ∖ ک ي {[ିଶ]}
ா൫ℤషభ൯߁ يبرا يمجموعه کاشف مجاورت ∖

ିହبا اندازه  {[ିଶ]}
ଶ

ک تناقض است ياست که  
  را طبق فرض استقرايز

݀݅݉ ቀ߁ா൫ℤషభ൯ቁ =
݊ − 3
2

. 
  

   ياز طرف
ா൫ℤషభ൯߁ ≅ ଵܭ  ∪  	ா൫ℤషమ൯߁

  
  ميو طبق فرض استقرا دار

dimୟ൫߁ா൫ℤషమ൯	൯ =
݊ − 3
2

 

																																			= dimୟ ቀ߁ா൫ℤషభ൯ቁ. 
  
 يمجاورت يبعد متر [ିଶ]با حذف  يول

ா൫ℤషభ൯߁ ∖ ابد و ي ياحد کاهش مک وي {[ିଶ]}
[ିଶ] ن،يم. بنابرايرس يبه تناقض م ∉ ଵܹ حال .

,[]}م يده ينشان م {[ିଷ] ⊈ ଵܹد ي. فرض کن
,[]} يعنين نباشد يچن {[ିଷ] ⊆ ଵܹي. با بررس 

هر  ா൫ℤషభ൯߁توان مشاهده کرد که در  يسرراست م
,[ଶ]} يها ک از رأسي … ,  []با رأس  {[ିସ]

ستند. يمجاور ن [ିଷ] با رأس يمجاور هستند ول
چکدام از يه [ିଷ]و  [] يها ن، رأسيبنابرا
,[ଶ]} يها رأس … , را از هم کشف  {[ିସ]

موجود در  يها کنند. لذا رأس ينم
,[ଶ]} ,[ଷ] … , ଶܹد توسط يبا {[ିସ] =

ଵܹ ∖ ,[]}  ଶܹاز هم کشف شوند، پس  {[ିଷ]
 [ܵ]ா൫ℤషభ൯߁ يبرا يک مجموعه کاشف مجاورتي

  است، که در آن 
ܵ = (ா(ℤషభ)߁)ܸ

∖ ,[]} ,[ିଶ]  .{[ିଷ]
 

  ميدار ۳-۲طبق لم 
[ܵ]ா൫ℤషభ൯߁ ≅  .ா൫ℤషర൯߁

  
  طبق فرض استقرا


݊ − 6
2

ඈ = dim൫߁ா൫ℤషర൯	൯ 			

= dimୟ(߁ா൫ℤషభ൯[ܵ])	 	
≤ 	 | ଶܹ| = | ଵܹ| − 2

= 
݊ − 3
2

ඈ − 2 = 
݊ − 7
2

ඈ 
  

طور که ادعا شده  ن، همانيک تناقض است. بنابراين يو ا
,[]}بود  {[ିଷ] ⊈ ଵܹ .  

ز ين [ିସ]و  [ଶ] يها م رأسينک ياکنون ثابت م
ن يم چنيکن باشند. فرض  ଵܹتوانند همزمان در  ينم

,[ଶ]} يعنينباشد  {[ିସ] ⊆ ଵܹ از آنجا که .
[ିଶ] ∉ ଵܹ و ܰ([ିଶ]) = ([ିଷ])ܰ ∖   []

د در يبا [ିଷ]ا ي [] يها از رأس يکيپس حداقل 
[ିଷ]باشند. اگر  ଵܹعه مجمو ∈ ଵܹگاه طبق  ، آن

[]مطالب قبل  ∉ ଵܹتوان  يسرراست م ي. با بررس
 يها ک از رأسيهر  ா൫ℤషభ൯߁د که در يد

,[ଷ]} … , با  يمجاورند ول [ଶ]با رأس  {[ିହ]
ن، يبنابراستند. يمجاور ن [ିସ]و  [ିଷ] يها رأس

 يها چکدام از رأسيها ه ن رأسيا
,[ଷ]} … , لذا  کنند. يرا از هم کشف نم {[ିହ]

,[ଷ]}موجود در  يها رأس … ,  د توسطيبا {[ିହ]
ଷܹ = ଵܹ ∖ ,[ଶ]} ,[ିଷ] از هم  {[ିସ]

 يک مجموعه کاشف مجاورتي ଷܹکشف شوند، پس 
  است، که در آن  [′ܵ]ா൫ℤషభ൯߁ يبرا

ܵᇱ = ܸ൫߁ா(ℤషభ൯ ∖		 
,[]} ,[ଶ] ,[ିଶ] ,[ିଷ]  {[ିସ]

  و 
[′ܵ]ா൫ℤషభ൯߁ ≅  .ா൫ℤషల൯߁
 

  طبق فرض استقرا


݊ − 7
2

ඈ = dim൫߁ா൫ℤషల൯	൯	 	 

= dimୟ(߁ா൫ℤషభ൯[ܵ′]) 

≤	 | ଷܹ| = | ଵܹ| − 3 = 
݊ − 3
2

ඈ − 3

= 
݊ − 9
2

ඈ 
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[]که  يک تناقض است. در حالتين يو ا ∈ ଵܹ ز ين
 يها ن، رأسيبنابرام. يرس يطور مشابه به تناقض م به

  هيک پايتوانند همزمان در  يز نمين [ିସ]و  [ଶ]
 جهين روند نتيا باشند. با ادامه ா൫ℤషభ൯߁ يمجاورت

1هر  يبراشود که  يم ≤ ݅ ≤ ቒିଵିଶ
ଶ

ቓ يها رأس 
  هيک پايتوانند همزمان در  ينم [ିିଶ]و  []

  باشند. ா൫ℤషభ൯߁از  يمجاورت
[]اگر  ∉ ଵܹ[]رأس  يش مجاورتيگاه نما ، آن 

,1)برابر با  ଵܹ  هينسبت به پا 1, … , را ياست. ز (1
 ଵܹموجود در  يها با همه رأس ா൫ℤషభ൯߁در  []

[]م که يکن يمجاور است. پس فرض م ∈ ଵܹ .نيدر ا  
[ିଷ] قبل يادعا صورت طبق ∉ ଵܹ از آنجا که در .
 [ିଵିଶ] يها فقط با رأس [ଶ]رأس  ா൫ℤషభ൯߁

در  [ଶ]ن، رأس يمجاور است، بنابرا [ିଶ]و 
 [ିଶ]و  [ିଷ]فقط با دو رأس  ா൫ℤషభ൯߁

ن رأس نسبت به يا يش مجاورتيست. لذا نمايمجاور ن
,1)برابر با  ଵܹه يپا 1, … , است. پس فرض  (1
[ଶ]م يکن يم ∈ ଵܹ  پس[ିସ] ∉ ଵܹ نيکه در ا  

 ଵܹه ينسبت به پا [ଷ]رأس  يش مجاورتيصورت نما
,1)برابر با  1, … , ن روند مشاهده ياست. با ادامه ا (1

⌉]شود که  يم
షభషమ

మ ⌉] = ]
షయ
మ ] ∈ ଵܹ ن يو از ا

]قبل  يرو طبق ادعا
షభ
మ ] ∉ ଵܹبه موجب  ي. از طرف

]رأس  ா൫ℤషభ൯߁آن که در 
షభ
మ    يها با رأس [

  

,[ିଶ]} ,	[ିଷ] ,[ିସ] … , ]
శభ
మ ]} 

 

ن رأس يا ா൫ℤషభ൯߁ن، در گراف يمجاور است، بنابرا
,[ିଶ]}يها فقط با رأس ,	[ିଷ] …,[ିସ] , ]

శభ
మ ]}  

ن، يستند. بنابراين ଵܹک عضو يچ يه ست کهيمجاور ن
برابر با  ଵܹن رأس نسبت به يا يش مجاورتينما

(1, 1,… ,   است. (1
ک يحداقل  يش مجاورتي، نماா൫ℤషభ൯߁پس در 

,1)برابر با  ଵܹرأس نسبت به  1,… , ن، ياست. بنابرا (1
  ميدار ۳-۱ه يطبق قض


݊ − 2
2 ඈ − 1 = dimୟ ቀ߁ா൫ℤషభ൯ቁ												 

< dimୟ ቀ߁ா൫ℤ൯ቁ. 
  

dimୟپس  ቀ߁ா൫ℤ൯ቁ ≥ ቒିଶ
ଶ
ቓ و لذا طبق رابطه  

  ميدار ݊هر عدد فرد  ي) برا۱(

dimୟ ቀ߁ா൫ℤ൯ቁ = 
݊ − 2
2

ඈ 
  

  شود.  يو حکم ثابت م
(ܫ)ݎ، ܴ ذب از حلقهجا دو يآل دهيا ܫ ديکن فرض = ܲ 

ܫ نيچن همو  = ܳଵ ∩ ⋯∩ ܳ ه و يه اوليتجز
1هر  يمال آن باشد که براينيم ≤ ݅ ≤ م يدار ݊

(ܳ)ݎ = ܲ يها گراف شمارنده صفر رده [9]. در 
ோ حلقه يارز هم

ூ
مطالعه شده است و نشان داده شده که  

,ଵܽ ياعضا … , ܽିଵ  ݔوଵ, … ,  ܴدر حلقه  ݔ
1هر  يموجودند که برا ≤ ݅ ≤ ݊ − 1 ،	

∩୨ୀଵ୧ Q୨ = Annୖ(a୧ + I) هر  يو برا
1 ≤ ݅ ≤ ܲ مي، دار݊ = Annୖ(ݔ + فرض . (ܫ

ܽد يکن + ܾو  ܫ + ோ حلقهدو عضو  ܫ
ூ

م ييگو يباشند. م 
ܽ + ܾ~ܫ + ܽ)Annோ    اگر و تنها اگر  ܫ + (ܫ =
Annோ(ܾ + است  يارز رابطه هم کي ~که در آن   (ܫ

  و 
	ܸ = {[ܽିଵ + ,[ܫ …	, [ܽଵ +  ,[ܫ
ଵݔ]												 + ,[ܫ … , ݔ] +  {[ܫ

  
ா߁ ن،ياست. بنابرا آن يارز هم يها همه رده ቀ

ோ
ூ
ቁ يگراف 

ܽ]است و دو رأس  ܸ يها با مجموعه رأس + و  [ܫ
[ܾ +   مجاورند هرگاه  ܸاز  [ܫ

[ܽ + ܾ][ܫ + [ܫ = [0 +  .[ܫ
 

ܫد يفرض کن :۸-۲ ه يقض = ܳଵ ∩ ⋯∩ ܳ هيتجز  
  صورت نياست. در ا    I    آل دوجاذب  دهيمال از اينيم  ه وياول

dimୟ ቆ߁ா ൬
ܴ
ܫ
൰ቇ = ݊ − 1. 

  
 [9]از  ۴-۳جه يو نت ۵- ۳، ۴-۲ يها هيطبق قض اثبات:

1هر  يبرا ≤ ݅ ≤ ݊ − 1، ܽ ∈∩ୀାଵ ܳ ∖ ܲ 
1هر  يو برا ≤ ݐ ≤ ௧ݔ، ݊ ∈∩ୀଵ

ஷ௧

 ܳ ∖ ܳ௧   
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  که  يطور موجودند به 
∩ୀଵ ܳ = Annୖ(ܽ +  (ܫ

  و
ܲ = Annୖ(ݔ +  .(ܫ

 
ଵݔ] يها همه رأس + ,[ܫ ଶݔ] + ,[ܫ … , ݔ] +  [ܫ

 ۵-۳ه يبق قضطبا هم مجاورند و  [10] از ۲-۱طبق لم 
  يها چکدام از رأسيه [9]از 

[ܽଵ + ,[ܫ [ܽଶ + ,[ܫ … , [ܽ +  [ܫ
  

݅هر  يشود برا ين مشاهده ميچن ستند. هميمجاور ن > ݆ 
݅      که در آن ∈ {1,  … ,  ݊ ݆  و { ∈ {1,… , ݊ − 1}		 

ݔم يدار ܽ ∈ ݔ]ن، دو رأس ي، بنابرا	ܫ + و  [ܫ
[ܽ + ݅که  يتدر حال [ܫ >   مجاورند. ݆

ா൫ℤమ൯߁ م کهيکن ينک ثابت ميا ≅ ா߁ ቀ
ோ
ூ
ቁ. تابع 

:ܨ ,ଵݐ} … , {ଶିଵݐ → …,ଵݕ} , را با  {ଶିଵݕ
(ݐ)Fضابطه  = هر  يم که در آن برايکن يف ميتعر ݕ

1 ≤ ݅ ≤ 2݊ − ݐ،    1 =  و  []

ݕ = ൜
[ܽି + ,[ܫ 1 ≤ ݅ ≤ ݊ − 1
ିାଵݔ] + ݊			,[ܫ ≤ ݅ ≤ 2݊ − 1 

 
و  ா൫ℤమ൯߁گراف  يها از رأس يکي ݐد که يتوجه کن

ா߁ها گراف  از رأس يکي ݕ ቀ
ோ
ூ
ቁ .است  

م که يکن ياست. اکنون ثابت م يدوسوئ ܨواضح است که 
د. کن يها را حفظ م مجاورت و عدم مجاورت رأس ܨ

 مجاور ா൫ℤమ൯߁ در ݐو  ݐرأس  د دويکن فرض 
݅صورت   نيباشند در ا + ݆ ≥ ݊. اگر 2݊ ≤ ݅, ݆ ≤
2݊ − (ݐ)ܨ گاه ، آن	1 = ିାଵݔ] + و  [ܫ

൯ݐ൫ܨ = ିାଵݔ] + صورت طبق لم   نيکه در ا [ܫ
1مجاورند. اگر  ن دو رأسيا [12]از  ۱-۲ ≤ ݅ ≤

݊ − ݊و  1 ≤ ݆ ≤ 2݊− (ݐ)ܨگاه  ، آن1 =
[ܽି + ൯ݐ൫ܨ و [ܫ = ିାଵݔ] +  و از [ܫ
݅ + ݆ ≥   که   شود يجه مينت 	2݊

݆ − ݊ + 1 > ݊ − ݅. 
  

ݕ  يها پس رأس = [ܽି + ݕو [ܫ =

ିାଵݔ] + ா߁در  [ܫ ቀ
ோ
ூ
ቁ .مجاورند  

   ா൫ℤమ൯߁در  ݐو  ݐدو رأس  دياکنون فرض کن
  

݅صورت  ن ينباشند. در ا مجاور + ݆ < 2݊.  
1اگر  ≤ ݅, ݆ ≤ ݊ − (ݐ)ܨگاه  ، آن1 = [ܽି +  [ܫ
൯ݐ൫ܨو  = [ܽି + صورت طبق   نيکه در ا [ܫ
  ستند.ين دو رأس با هم مجاور نيا [9]از  ۵- ۳  هيقض

1اگر  ≤ ݅ ≤ ݊ − ݊و  1 ≤ ݆ ≤ 2݊ − گاه  نآ ،1
(ݐ)ܨ = [ܽି + ൯ݐ൫ܨو  [ܫ = ିାଵݔ] +  	[ܫ

݅از آنجا که  + ݆ < ݆پس  2݊ − ݊ ≤ ݊ − و از  ݅
݆ن رو يا − ݊ + 1 ≤ ݊ − ݕن، يبنابرا.  ݅ =

[ܽି + ݕو  [ܫ = ିାଵݔ] + ா߁در  [ܫ ቀ
ோ
ூ
ቁ 

  است و  يختيکري ܨستند. لذا يمجاور ن

ா൫ℤమ൯߁ ≅ ா߁ ൬
ܴ
ܫ
൰. 

  
  ،۴-۲  هين رو طبق قضياز ا

dimୟ ቆ߁ா ൬
ܴ
ܫ ൰ቇ =


2݊ − 2
2 ඈ = ݊ − 1. 

  
رسم شده  ா൫ℤ10൯߁گراف  ۲در شکل : ۹-۲مثال

,[]}است و  ,[ଶ] … , آن  يها مجموعه رأس {[ଽ]
عد توان مشاهده کرد که ب يساده م يک بررسيبا است. 

ᇱܹو  ۴ آن يمجاورت يو بعد متر يمتر =
,[]} ,[ଶ] ,[ଷ] آن  يبرا يه متريک پاي {[ସ]

 ′ܹکه در  ா൫ℤభబ൯߁ يها رأس يش مترياست. نما 
است.   ش داده شدهينما ۱در جدول  ′ܹنسبت به  ستند،ين

خود  يش متريدر نما ′ܹد که هر رأس از يتوجه کن
ن رأس در يصفر در مکان متناظر با محل هم يا مولفه
مولفه صفر در  ᇱܹخارج از  يها ر رأسيدارد و سا ′ܹ
کاشف بودن  ين، برايخود ندارند. بنابرا يش مترينما
 يمتر يها شينما ′ܹخارج  يها است رأس يکاف ′ܹ
  داشته باشند. يزيمتما

 
شده  رسم ா൫ℤభమ൯തതതതതതതതതതത߁گراف  ۳در شکل  :۱۰-۲مثال

,[]}است و  ,[ଶ] … ,  يها مجموعه رأس {[ଵଵ]
 يو بعد متر يد که بعد متريتوان د يم يآن است. به آسان

  است و ۵آن  يمجاورت
ܹ" = ,[]} ,[] ,[଼] ,[ଽ]  {[ଵ]

  
   ۲است. جدول  ா൫ℤభమ൯തതതതതതതതതതത߁گراف  يبرا يه متريک پاي

  



  ۴۶                                        ۱۳۹۸ شهريور رداد وم، نوزدهم، شماره پنجمهاي نوين در رياضي/ سال / پژوهشو همکاران  سيده بتول پژمان
 
 

 
 
 

 

  دهد. يرا نشان م "ܹبه ن گراف نسبت يا در "ܹخارج  يها رأس يش مترينما
  

  ها جداول و شکل - ۳
  

  ൯൫ℤࡱࢣ هاي گراف : نمايش مجاورتي رأس۱جدول
 (′ܹ|[ହ])ݎ (2,2,2,2)
 (′ܹ|[])ݎ (2,2,2,1)
 (′ܹ|[])ݎ (2,2,1,1)
 (′ܹ|[଼])ݎ (2,1,1,1)
 (′ܹ|[ଽ])ݎ (1,1,1,1)

  
  ൯തതതതതതതതതതതത൫ℤࡱࢣهاي گراف  : نمايش مجاورتي رأس۲جدول 

 ("ܹ|[])ݎ (1,1,1,1,1)
 ("ܹ|[ଶ])ݎ (1,1,1,1,2)
 ("ܹ|[ଷ])ݎ (1,1,1,2,2)
 ("ܹ|[ସ])ݎ (1,1,2,2,2)
 ("ܹ|[ହ])ݎ (1,2,2,2,2)
 ("ܹ|[ଵଵ])ݎ (2,2,2,2,2)

  
براي  (ࡼℤ)ࡱࢣهاي  : گراف۱شکل  ≤ ૢ.  

  

                      
 ൯൫ℤࡱࢣ																																		൯൫ℤࡱࢣ

 

                                
ࡱࢣ																																																					൯൫ℤࡱࢣ ቀℤቁ 

  

																																											  
 ૠ൯൫ℤࡱࢣ																																																												ૡ൯൫ℤࡱࢣ

  
 ൯ૢ൫ℤࡱࢣ		
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  ൯൫ℤࡱࢣ: گراف ۲شکل

  
  
  

  ൯തതതതതതതതതതതത൫ℤࡱࢣ: گراف۳شکل
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