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  چکيده
بسياري از فضاهاي باناخ سازي عملگرهاي طولپا روي  هاي ديناميکي و مشخص دار در مطالعه سيستمعملگرهاي ترکيبي وزن

يافته هستند که با تغيير دار تعميمدار، عملگرهاي ترکيبي وزنهاي عملگرهاي ترکيبي وزنشوند. از مهمترين تعميمظاهر مي
شده را بدست آورد، از جمله: عملگرهاي ترکيبي هاي متفاوتي از عملگرهاي شناختهتوان دستهپارامترهاي توليدکننده آنها مي
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هايي را براي نرم اساسي اين عملگرها از برخي  دهيم و تخمينيافته را مورد مطالعه و بررسي قرار مي دار تعميم ترکيبي وزن

کنيم. فضاهاي توابع تحليلي مورد نظر شامل فضاهاي بلاخ،  دار ارائه مي زنفضاهاي توابع تحليلي بتوي فضاهاي از نوع و
دار عملگرهاي ترکيبي وزن هاي اساسيهاي بدست آمده براي نرمدار هستند. تخمينفضاهاي زيگموند و فضاهاي از نوع وزن

عنوان کاربردي ديگر از اين ين بهگردند. همچن، منجر به شرايطي لازم و کافي براي فشردگي اين عملگرها مييافتهتعميم
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  مقدمه - ۱
گوي واحد باز در صفحه مختلط و  م فرض کني

( )H   فضاي همه توابع تحليلي روي  .با باشد
: مفروض بودن خودنگاشت تحليلي    ،

  با ضابطه Cعملگر ترکيبي 
,C f f    

  
)به ازاي هر  )f H  شود. عملگر  تعريف مي

ترين تعميم عملگر ترکيبي طبيعي uCدار  ترکيبي وزن
C  است که با مفروض بودن تابع وزن( )u H  

  با ضابطه
( ),uC f u f     

  
)به ازاي هر  )f H  که شود. درحالتي تعريف مي

)تابع وزن  )u H  1، تابع ثابتu   باشد، عملگر
يل تبد Cبه عملگر ترکيبي  uCدار  ترکيبي وزن

را  در حالت خاصي که خودنگاشت  شود. همچنينمي
)تابع هماني  )z z   قرار دهيم، عملگر ترکيبي

شود که تبديل مي uMبه عملگر ضربي  uCدار  وزن
  در آن 

,uM f u f   
  

)به ازاي هر  )f H  توان يکي شود. مي تعريف مي
دار را از منشأهاي اصلي ظهور عملگرهاي ترکيبي وزن

هاي ديناميکي دانست. همچنين اين نوع  مطالعه سيستم
سازي عملگرهاي طولپا روي  عملگرها در مشخص

لي بسياري از فضاهاي باناخ نيز کاربرد دارند. اطلاعات ک
] ۲و۱[هاي توان در کتاب درباره عملگرهاي ترکيبي را مي

انواع خواص عملگري اين نوع عملگرها روي يافت. 
هاي متفاوتي از فضاهاي باناخ، موضوع تحقيق  دسته

هاي ها بوده است و همچنين تعميم بسياري از رياضيدان
بسياري از اين نوع عملگرها مطرح و خواص عملگري 

ها مورد مطالعه و بررسي از رياضيدان آنها توسط بسياري
يافته  دار تعميم عملگرهاي ترکيبي وزن .قرار گرفته است

دار هاي عملگرهاي ترکيبي وزناز جمله مهمترين تعميم
هستند. با مفروض بودن خودنگاشت تحليلي 

:    و تابع وزن( )u H   0وk ،
,يافته دار تعميمعملگر ترکيبي وزن

k
uD  با ضابطه  

( )
, ( ),k k
uD f u f     

  
)به ازاي هر  )f H  در حالت شود.  تعريف مي

,يافته دار تعميمعملگر ترکيبي وزنخاصي که در 
k
uD 

0kقرار دهيم  دار ، عملگر ترکيبي وزنuC 
  حاصل خواهد شد، بعبارت ديگر

0
, .uD uC   

  
هاي در حالتيافته دار تعميمعملگرهاي ترکيبي وزن

، به عملگرهاي شناخته kو  uو  خاص ديگري از 
اين مقاله  ۴شوند که در بخش شده ديگري نيز تبديل مي

بنابراين مطالعه  به برخي از آنها اشاره خواهيم کرد.
عنوان تعميم يافته، بهدار تعميمعملگرهاي ترکيبي وزن

از اهميت  دسته وسيعي از عملگرهاي شناخته شده،
ا موضوع تحقيق بسياري از خاصي برخوردار است و لذ

هاي اخير بوده است. يانگ و ژو در ها در سالرياضيدان
يافته  دار تعميم ] تفاضل عملگرهاي ترکيبي وزن۳مرجع [

دار بررسي کردند که نتيجه آن  را بين فضاهاي از نوع وزن
بررسي کرانداري و فشردگي اين عملگرها بود. لي و 

راي نرم اساسي اين هايي ب ] تخمين۴استويچ در مرجع [
دار  عملگرها از فضاهاي بلاخ بتوي فضاهاي از نوع وزن
دار  ارائه کردند. نرم اساسي عملگرهاي ترکيبي وزن

يافته بين فضاهاي زيگموند و فضاهاي بلاخ و  تعميم
دار همچنين بين فضاهاي زيگموند و فضاهاي از نوع وزن

است. ] بررسي شده ۵پور و حسنلو در مرجع [ توسط صنعت
براي کسب اطلاعات جامع درباره عملگرهاي ترکيبي 

دار و  يافته، عملگرهاي ترکيبي وزن دار تعميم وزن
هاي وسيعي از فضاهاي عملگرهاي ترکيبي، بين رده

] را ملاحظه نمود. در اين ۶-۱۷توان مراجع [باناخ، مي
يافته را روي  دار تعميم مقاله عملگرهاي ترکيبي وزن

گيريم دار، بلاخ و زيگموند در نظر ميوزنفضاهاي از نوع 
  کنيم.که در ادامه آنها را تعريف مي

Hفرض کنيم    فضاي همه توابع تحليلي کراندار روي
  با نرم  
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 کند که براي هر ] ايجاب مي۳از مرجع [ ۲- ۱باشد. لم 
f H   وk داشته باشيم  

)۱ (       2 ( )sup(1 | | ) | ( ) | | | ,| |k k

z
z f z c f 


 


  

  
يک ثابت مثبت است. براي هر  cکه در آن 
0   دار  ، فضاي از نوع وزنH

  متشکل از
  که طورياست به روي  fامي توابع تحليلي تم

2|| || sup(1 | | ) | ( ) | .
z

f z f z



   


 

  
Hعبارت بالا يک نرم روي 

  است وH
  با اين نرم

 دانيم براي هر عدد صحيحيک فضاي باناخ است. مي
k ،fمثبت  H

  اگر و تنها اگر( )k
kf H


  و

1
( ) 2 ( )

0
|| || | (0) | sup(1 | | ) | ( ) |,

k
j k k

zj
f f z f z








 




  
fرا ببينيد. در نتيجه اگر  ]۳[مرجع  H

  آنگاه  

)۲ (                     ( )
2

|| ||| ( ) | ,
(1 | | )

k
k

ff z
z





  

  
  . zو هر  kهر عدد صحيح نامنفي  براي

Hدار  شويم که فضاهاي از نوع وزن يادآور مي
  را

vHتوان در حالت کلي به فضاهاي    مي
  با وزن کليv 

تابعي پيوسته، اکيدا  vد. منظور از تابع وزن تعميم دا
صورت شعاعي است که به (0,1]مثبت و نزولي روي 

( ) (| |)v z v z  به ازاي هرz شود. تعريف مي
vH، فضاي vبا مفروض بودن تابع وزن 

  متشکل از
)تمامي توابع  )f H  که  طورياست به 

|| || sup | ( )( |) .
z

v v zf f z


  


 

  
، تابع وزن متناظر vبا مفروض بودن تابع وزن دلخواه 

v دشو صورت زير تعريف ميبه 
1( ) ( {| ( ) |: ,|| || 1} .up )s v v

z
v z f z f fH  


  


 

0به ازاي هر    تابع وزن ،  
2( ) (1 | ) ,|v z z 

    
  

هاي استاندارد دانيم براي وزنرا وزن استاندارد گوييم. مي
v  داريمv v   . 

0براي هر     گوييم تابع ،( )f H  
  است هرگاه متعلق به فضاي بلاخ 

2sup(1 | | ) | ( ) | .
z

z f z


  


 

  
  با نرم  فضاي بلاخ 

2|| || | (0) | sup(1 | | ) | ( ) |,
z

f f z f z





  


  

  
0يک فضاي باناخ است. براي هر    ي ، فضا

)متشکل از تمامي توابع  زيگموند  )f H  
  کهطورياست به

2sup(1 | | ) | ( ) | .
z

z f z


  


 

  
  با نرم فضاي زيگموند 

2|| || | (0) | | (0) | sup(1 | | ) | ( ) |,
z

f f f z f z





    




 
  يک فضاي باناخ است. 

fاگر دانيم ] مي۱۹و۱۸با توجه به مراجع [   آنگاه
  داريم zو هر  kبراي هر 

( )
2 1

|| ||
| ( ) | .

(1 | | )
k

k

f
f z

z


  


  

  
توان نتيجه گرفت که براي هر  از رابطه فوق مي

f  ،k  وz داريم  

)۳   (                 ( 1)
2

|| ||
| ( ) | .

(1 | | )
k

k

f
f z

z








  

  
، نرم Bو  Aبين فضاهاي باناخ  Tبراي عملگر 

||,که آن را با نماد  Tاساسي عملگر  ||e A BT  
از فضاي همه  Tدهيم برابر فاصله عملگر نمايش مي
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شود. در اين تعريف مي Bبه  Aعملگرهاي فشرده از 
اي را براي نرم اساسي عملگرهاي  مقاله، ابتدا قضيه

اهاي زيگموند به يافته از فض دار تعميم ترکيبي وزن
هايي  کنيم. سپس تخمين دار بيان مي فضاهاي از نوع وزن

  هاي  را براي نرم اساسي اين عملگرها در حالت
, ,,H H H   

     
  

عنوان نتيجه، شرايطي لازم و کافي براي کنيم. به پيدا مي
فشردگي اين عملگرها بدست خواهند آمد. همچنين 

براي نرم اساسي عملگرهاي هاي بدست آمده  تخمين
هاي خاصي از اين يافته را در حالت دار تعميم ترکيبي وزن

  عملگرها بيان خواهيم کرد. 
، نماد bو  aشويم که براي اعداد حقيقي يادآور مي
a b به اين معني است که ثابت مثبت c  مستقل از

a  وb که طوريوجود دارد بهa cb همچنين نماد .
a b  به اين معني است کهa b  وb a.  در

نشان داده  cهاي مثبت با سرتاسر اين مقاله، همه ثابت
شوند که ممکن است مقدار آن از موقعيتي به موقعيت  مي

  ديگر متفاوت باشد.
  
نرم اساسي عملگرها روي فضاهاي  - ۲

 دار زيگموند و بلاخ بتوي فضاهاي از نوع وزن
 دار تعميم ي وزنقضيه زير نرم اساسي عملگرهاي ترکيب

,يافته  :k
uD H  

  1را در حالتk  
  کند.  سازي مي مشخص

  
توابعي تحليلي  و uفرض کنيم ] ۵. [۱-۲قضيه 

)باشند و  بر  )   فرض کنيم .
0 ,     1و عملگر

, :uD H  
 

  کراندار باشد. دراينصورت
)i(   0اگر 1  1، آنگاه

,uD  يک عملگر فشرده
1خواهد بود، يعني نرم اساسي 

,uD  در اين حالت صفر
 اهد بود.خو
)ii(   1اگر آنگاه ، 

1 2
, 2,

| ( )| 1

2|| || sup(1 | | ) | ( )| log .
1 |

lim
( )|u e H

z
D z u z

z




 






  

)iii(   1اگر آنگاه ، 
2

1
, 2 1,

| ( )| 1

(1 | | ) | ( ) ||| || li sup .
(1 | ( ) | )

mu e H
z

z u zD
z 



 
 

 





  

  
1kتر در حالت کلي   .نتيجه زير را داريم  

 
توابعي تحليلي بر  و uفرض کنيم . ۲-۲قضيه 

  باشند و( )   فرض کنيم .
0 ,     و, :k

uD H  
  عملگري
  کراندار باشد. دراينصورت 

2

, 2 2,
| ( )| 1

(1 | | ) | ( ) ||| || sup .
(1 | ( ) |

lim
)

k
u ke H

z

z u zD
z 



 
 

  



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  

  
انداري عملگر ابتدا دقت کنيم که کربرهان. 

, :k
uD H  

 دهد نتيجه ميu H 
 

] را ملاحظه نماييد). حال فرض ۴در مرجع [ ۲-۱(قضيه 
(0,1)کنيم    مقداري ثابت و{ }jr اي  دنباله

همگراست.  1به باشد که  (0,1)صعودي در 
,دراينصورت  :

j

k
r uD H  

  عملگرهايي فشرده
}خواهند بود. علت اين امر اين است که اگر  }nf 

اي، که آن  باشد آنگاه زيردنباله اي کراندار در  دنباله
}را با خود  }nf که طوريدهيم، وجود دارد به نشان مي
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که همان نتيجه مورد نظر درباره کران بالا است. اثبات 
کران پايين مشابه روش استفاده شده در قضيه بعد است 
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کنيم. فرض کنيم  ابتدا کران پايين را ثابت ميبرهان. 
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آيد. در لذا نتيجه مورد نظر درباره کران پايين بدست مي
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0Iو در نتيجه    هرگاهm با بکارگيري .
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  ميل کند داريم  1به  در نهايت هرگاه
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که نتيجه مورد نظر درباره کران بالا را ايجاب و برهان را 

   کند.کامل مي
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2

1

1 | ( ) |( ) .
(1 ( ) )

n
n

n

zl z
z z 


 





 

  
nlسادگي ثابت کرد که توان به دراينصورت مي H

 ، 
 



 

 ۱۵۵                                                          دار يافته بتوي فضاهاي از نوع وزن دار تعميم هايي براي نرم اساسي عملگرهاي ترکيبي وزن تخمين
 

   

sup || ||n
n

M l 


  


0nlو     بطور يکنواخت

]. پس براي هر  ]۱هاي فشرده  روي زيرمجموعه
L:عملگر فشرده  H H 

   خواهيم داشت
|| || 0n H
Ll


 بنابراين .  

, ,|| || sulim p || ( ) ||k k
u u n H

n
M D L D L l


  


    

,sup || || .lim k
u n H

n
D l


 


  

  
  دلخواه است پس Lچون 

, ,,
li|| || sup | ||m |k k

u u ne H H H
n

D c D l
  

   




2 ( )supsup(1 | | ) | ( ) ( ( )i ) |l m k
n

n z
c z u z l z 

 
 


 

 2 ( )sup(1 | |li ) | ( ) ( ( )) |m k
n n n n

n
c z u z l z 


   

2
2 1

( 1)lim ( ) | ( ) |sup(1 | | ) | ( ) |
(1 | ( ) | )

k
n

n n k
n n

k zc z u z
z




  
  



 
 




2

2li (1 | | ) | ( ) |( 1) ( ) sup
(1 | ( ) | )

m n n
k

n n

z u zc k
z



 
 




  


  

2

2
| ( )| 1

(1 | | ) | ( ) |( 1) ( ) sup .
(1 | ( ) |

l m
)

i k
z

z u zc k
z






 
 




  


  

  
آيد. براي اثبات بنابراين کران پايين مورد نظر بدست مي
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که نتيجه مورد نظر درباره کران بالا را ايجاب و برهان را 

  کند.کامل مي
 

توابعي تحليلي بر  و uفرض کنيم . ۲-۳قضيه 
  باشند و( )   فرض کنيم .k  يک عدد

0صحيح مثبت،      و

, :k
uD H H 

   .عملگري کراندار باشد
  دراينصورت 

2
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  با بکارگيري توابع تستبرهان. 

21 | ( ) |( ) ,
1 ( )

n
n

n

zk z
z z





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ه کران پايين رسيد. حالتوان همانند موردهاي قبل ب مي

(0,1)r  را ثابت نگه داشته و عملگر



  ۱۵۶                               ۱۳۹۸ اسفندو  بهمن، دومسال پنجم، شماره بيست و هاي نوين در رياضي/ / پژوهش و همکاران پور ن صنعتاميرحسي
 

 

 

:rK H H   را به ازاي هرf H   و هر
z�  با ضابطه  

( )( ) ( ) ( ),r rK f z f z f rz   
  

،1rکنيم. دراينصورت هرگاه تعريف مي
rf f هاي  طور يکنواخت روي زيرمجموعهبه

 r ،rK(0,1). همچنين، به ازاي هر فشرده 
Hعملگري فشرده روي    است و

|| || 1r H H
K  

 .  
,بنابراين  :

j

k
u rD K H H 

   عملگرهايي فشرده
}هستند که در آن  }jr است که  (0,1)اي در  دنباله

1jr   حال داريم .  
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  صورت زير است طرف راست رابطه بالا به
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,I J   
  

(0,1)که در آن  چون .rf f  بطور
همچنين  ،هاي فشرده  يکنواخت روي زيرمجموعه

)داريم  ) ( )
j

k k k
j rr f f  هرگاهj لذا .  

0imsupl .
j

I

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  داريم  Jاما در مورد 
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 طوريشود بهيافت مي c)، ثابت ۱با استفاده از رابطه (
  که 
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  به طريق مشابه، داريم 
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 دهد. که کران بالاي مورد نظر را نتيجه مي

  
  نتايج جانبي - ۴

بلي بدست هاي قدر اين بخش نتايجي جانبي که از بخش
کنيم. ابتدا لازم به ذکر است  آيند را بيان ميمي

,|| || 0e A BT    اگر و تنها اگر عملگر:T A B 
هاي توان در هر يک از نتايج بخش فشرده باشد، لذا مي

يافته  دار تعميم قبل فشردگي عملگرهاي ترکيبي وزن

,
k
uD هاي ا در تمامي حالتر  

, ,,H H H   
     

  
سازي کرد که در اين قسمت به بيان صورت اين  مشخص

  پردازيم. نتايج نمي
يافته  دار تعميم از طرفي ديگر، عملگرهاي ترکيبي وزن

,
k
uD هاي خاصي از در حالتk  و  وu  به چندين

شوند که در ادامه نتايج را عملگر معروف ديگر تبديل مي
  کنيم.  براي اين عملگرهاي خاص بيان مي

يکي از نتايج استانداردي که از قضاياي مرتبط با 
,يافته  دار تعميم عملگرهاي ترکيبي وزن

k
uD  بدست

0kآيند، نتايجي هستند که با قرار دادن مي   در

,
k
uD شوند. در اين حالت عملگر ترکيبي حاصل مي

0دار  وزن
,uD uC  آيد. بررسي قضاياي بدست مي

دهند که اين قضايا در حالت هاي قبل نشان ميبخش
نيز برقرار هستند. لذا در حالت خاص  0kکلي 

0k  .نتيجه زير را داريم  
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توابعي تحليلي بر  و uفرض کنيم . ۱- ۴نتيجه 
  باشند و( )  ورت با فرض . دراينص

 کرانداري عملگرهاي زير، داريم
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1uهمچنين با قرار دادن    در نتيجه قبل به عملگر

عنوان نگاشت هماني به قرار دادن  و با Cترکيبي 
  رسيم.  مي uMبه عملگر ضربي 

  
توابعي تحليلي بر  و uفرض کنيم . ۲- ۴نتيجه 

  باشند و( )   دراينصورت با فرض .
  کرانداري عملگرهاي زير، داريم
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:ودن خودنگاشت تحليلي با مفروض ب   

  با ضابطه  DCعملگر 
,DC ff      

  
)به ازاي هر  )f H  شود. اين نوع تعريف مي

] مورد مطالعه و بررسي قرار ۲۰عملگرها در مراجع [

1kادن اند. دقت کنيم که با قرار دگرفته   وu  
,در 

k
uD  1داريم

,D DC     و بنابراين نتيجه زير
  را خواهيم داشت. 

  
توابعي تحليلي بر  و  uفرض کنيم . ۳- ۴نتيجه 

  باشند و( )   دراينصورت با فرض .
  کرانداري عملگرهاي زير، داريم
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با مفروض بودن خودنگاشت  ،DCمشابه عملگر 

:تحليلي     عملگرC D  با ضابطه  
,C Df f    

  
)به ازاي هر  )f H  با قرار ۲۱شود [تعريف مي .[

1kدادن    1وu  عملگر  در,
k
uD  داريم

1
,1D C D  شود.که منجر به نتيجه زير مي  

  
 خودنگاشتي تحليلي از  فرض کنيم. ۴-۴نتيجه 

باشد. دراينصورت با فرض کرانداري عملگرهاي زير، 
  داريم
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  ] و ۲۲رودريگز در مرجع [-مونتز. ۵- ۴تبصره 
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اند که اگر ] ثابت کرده۲۳هايوارينن و همکاران در مرجع [
v  وw شند که روي مرز هايي باوزن  به صفر ميل

  کنند آنگاه  مي
:دار  عملگر ترکيبي وزن  )۱ v wuC H H

  
 کراندار است اگر و تنها اگر 
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:همچنين نرم عملگري  v wuC H H

   قابل
  هاي فوق است.  مقايسه با سوپريموم
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از مرجع  ۲-۱با استفاده از موارد فوق و همچنين لم 

صورت توان به ]، تمامي نتايج اين مقاله را مي۲۲[
 بيان کرد. به nو  uهايي برحسب سازيمشخص

ع ها مراجسازيهايي از اين نوع مشخصعنوان مثال
  ] را ملاحظه نماييد.۲۲و۱۳[
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